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Mechanika klasyczna cz.3

1 Uk lady punktów materialnych

Metody opisu jednej cza̧stki daja̧ sia̧  latwo uogólnić dla przypadku N punktów
materialnych. Niech i − ty punkt materialny ma wspó lrzȩdna̧ ri i masȩ mi.
Równania Newtona dla i− tego punktu materialnego ma postać

mir̈i ≡
dpi
dt

= Fi, (1)

gdzie Fi jest si la̧ dzia laja̧ca̧ na ten punkt materialny. Si lȩ tȩ można podzielić
na si lȩ zewnȩtrzna̧ Fi0 oraz sumȩ si l Fij pochodza̧cych od innych punktów
materialnych uk ladu numerowanych przez j

Fi = Fi0 +
∑
j,j 6=i

Fij. (2)

Trzecia zasada dynamiki mówi, że Fij = −Fji, nie wchodza̧c w istotȩ i
pochodzenie oddzia lywań.

Równania Newtona tworza̧ uk lad 3N równań różniczkowych liniowych
drugiego rzȩdu. Dla warunków pocza̧tkowych ri(t0) = ri0, ṙi(t0) = vi0 i
dostatecznie regularnych funkcji Fi rozwia̧zania isnieja̧ i sa̧ jednoznaczne.

1.1 Zasada zachowania pȩdu

Peḑ uk ladu jest suma̧ pȩdów wszystkich punktów materialnych

p =
∑
i

pi =
∑
i

miṙi =
∑
i

mivi. (3)

Korzystaja̧c z równań Newtona dla poszczególnych punktów materialnych
otrzymuje siȩ

dp

dt
=

∑
i

dpi
dt

=
∑
i

F ≡ F, (4)
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czyli
dp

dt
= F =

∑
i

Fi =
∑
i

(Fi0 +
∑
j,j 6=i

Fij) =
∑
i

Fi0 = F0, (5)

gdzie skorzystano z faktu, że wobec spe lnienia trzeciej zasady dynamiki
dla każej si ly wewnȩtrznej istnieje inna, o tej samej wartości i przeciwnie
skierowana; zatem suma si l wewnȩtrznych jest równa zero. Si la F0 jest
wypadkowa̧ si l zewnȩtrznych.

Jeśli wypadkowa si l zewnȩtrznych jest równa zero, to ca lkowity pȩd uk ladu
jest zachowany.

1.2 Zasada zachowania momentu pȩdu

Moment pȩdu uk ladu punktów materialnych jest suma̧ momentów pȩdu jego
elementów

J =
∑
i

Ji =
∑
i

ri × pi. (6)

Różniczkuja̧c ostatnia̧ relacjȩ wzglȩdem czasu otrzymuje siȩ

dJ

dt
=

∑
i

dri
dt
× pi +

∑
i

ri ×
dpi
dt

=
∑
i

ri × Fi =
∑
i

Di ≡ D, (7)

gdzie skorzystano z faktu, że wektory dri
dt

oraz pi sa̧ równpleg le. Di jest
momentem si ly dzia laja̧cym na i−te cia lo, a D jest wypadkowym momentem
si ly.

Wypadkowy moment si ly można wyrazić przez wk lady od si l zewnȩtrznych
i wewnȩtrznych, dopuszczaja̧c oznaczenie Fii ≡ 0

D =
∑
i

ri × (Fi0 +
∑
j

Fij) =
∑
i

ri × Fi0 +
∑
ij

ri × Fij. (8)

Jeśli si ly wewnȩtrzne spe lniaja̧ trzecia̧ zasadȩ dynamiki, drugi wyraz można
przepisać zamieniaja̧c w pewnym miejscu rolami indeksy i oraz j

1

2

∑
ij

ri × Fij +
1

2

∑
ij

ri × Fij =
1

2

∑
ij

ri × Fij +
1

2

∑
ji

rj × Fji =
1

2

∑
ij

(ri − rj)× Fij. (9)

Jeżeli si ly wewnȩtrzne sa̧ centralne, tzn. wektor Fij jest równoleg ly do wek-
tora ri − rj, to wypadkowy moment si l wewnȩtrznych znika.

Tak wiȩc jeśli wypadkowy moment si ly jest równy zero, to wypadkowy
moment pȩdu jest zachowany. Zachodzi to w szczególności, gdy wypadkowy
moment si l zewnȩtrznych znika, a si ly wewnȩtrzne sa̧ centralne.
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1.3 Zasada zachowania energii

Weźmy równania Newtona dla i− tego cia la, pomnóżmy obie strony przez ṙi
i wysumumy po i. Otrzymamy∑

i

mir̈iṙi =
∑
i

Fiṙi. (10)

Lewa strona jest pochodna̧ funkcji T = 1
2

∑
imiṙ

2
i , która jest energia̧ kinety-

czna̧ uk ladu jako suma energii kinetycznych jego sk ladników. Ca lkuja̧c obie
strony po czasie otrzmamy∫ t1

t0

dT

dt
= T (t1)− T (t0) =

∫ t1

t0

∑
i

Fiṙidt. (11)

Prawa strona reprezentuje pracȩ wykonana̧ na uk ladzie jako sumȩ prac wyko-
nanych na jego elementach.

Ważny jest przypadek si l potencjalnych, tzn. takich, że istnieje funkcja
V (r1, r2, ...rN , t), takich że Fi = −∇iV , gdzie indeks i przy nabli sygnal-
izuje, wzglȩdem wspó lrzȩdnych którego cia la zachodzi różniczkowanie. Jeśli
si ly sa̧ zachowawcze, funkcja V nie zależy od czasu i reprezentuje energiȩ
potencjalna̧. Wtedy∫ t1

t0

∑
i

Fiṙidt = −
∫ t1

t0

∑
i

∇iV ṙidt = −
∑
i

∫
Ci

∇iV dri = (12)

−
∫
dV = −(V (r1(t1), r2(t1), ...rN(t1))− V (r1(t0), r2(t0), ...rN(t0)) = −(V (t1)− V (t0)).

Ci jest trajektoria̧ i− tego punktu materialnego.
Gdy istnieje energia potencjalna V, energia ca lkowita T + V jest za-

chowana.

1.4 Środek masy

Środek masy jest punktem zdefiniownym jako

R =

∑
imiri∑
imi

. (13)

Wyznacza wiȩc średnie ważone po lożenie mas uk ladu. Oznaczmy sumȩ mas
przez M =

∑
imi.
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Przy zmianie uk ladu odniesienia wektor po lożenia środka masy transfor-
muje siȩ jak wszystkie wektory

ri = r0 + r′i, (14)

R =
1

M

∑
i

mi(r0 + r′i) = r0 + R′. (15)

Równania ruchu środka masy można otrzymać sumuja̧c stronami równania
ruchu dla poszczególnych punktów materialnych∑

i

mir̈i =
∑
i

Fi, (16)

czyli
MR̈ = F. (17)

Oznacza to że środek masy porusza siȩ tak, jakby porusza l siȩ fikcyjny punkt
o masie równej sumie mas wszystkich cia l uk ladu pod wp lywem wypadkowej
wszystkich si l dzia laja̧cych w uk ladzie.

Ca lkowity pȩd uk ladu
∑
imiṙi = MṘ.

Moment pȩdu środka masy jest równy R× p i spe lnia równanie

d

dt
R× p =

d

dt
R×MṘ = R× F. (18)

Zmiana momentu pȩdu środka masy na jednostkȩ czasu jest równa momen-
towi wypadkowej si ly zaczepionej w środku masy.

Wprowadźmy wektory rSi , określaja̧ce po lożnie wzglȩdem środka masy,
tzn

ri = R + rSi . (19)

Moment pȩdu uk ladu wyraża siȩ jako

J =
∑
i

miri × ṙi =
∑
i

mi(R + rSi )× (Ṙ + ṙSi ) =

MR× Ṙ +
∑
i

mir
S
i × ṙSi = MR× Ṙ + JS, (20)

gdzie JS jest momentem pȩdu wzglȩdem środka masy. Skorzystano z faktu,
że

∑
imir

S
i =

∑
imi(ri − R) = MR −MR = 0 (jest to po lożenie środka

masy wzglȩdem środka masy.
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Moment si ly można wyrazić jako

D =
∑
i

ri × Fi =
∑
i

(R + rSi )× Fi = R× F + DS, (21)

czyli moment si ly jest równy sumie momentu si ly wzglȩdem środka masy oraz
momentu si ly wypadkowej zaczepionej w środku masy, wzglȩdem pocza̧tku
uk ladu.

Pochodna̧ momentu pȩdu można napisać jako

dJ

dt
=

d

dt
(MR× Ṙ + JS) = MR× R̈ +

dJS

dt
= R× F +

dJS

dt
. (22)

Wielkość ta musi być równa D = R × F + DS. Wynika sta̧d, że spe lnione
jest równanie

dJS

dt
= DS. (23)

Jest to równanie analogiczne do równania obowia̧zuja̧cego w uk ladzie iner-
cjalnym, choć środek masy w ogólności nie spoczywa w żadnym uk ladzie
inercjalnym.

Pochodna d
dt

jest wykonana w uk ladzie U lub w innym uk ladzie inercjal-
nym, na przyk lad w uk ladzie zaczepionym w środku masy i nieobracaja̧cym
siȩ wzglȩdem uk ladu inercjalnego (tzw. uk ladzie środka masy).

Energia kinetyczna uk ladu punktów materialnych wyraża siȩ przez wspó lrzȩdne
środka masy

T =
1

2

∑
i

miṙ
2
i =

1

2

∑
i

mi(Ṙ + ṙSi )2 =
1

2
MṘ2 +

1

2

∑
i

mi(ṙ
S
i )2 =

1

2
MṘ2 + T S,(24)

gdzie T S jest energia̧ kinetyczna̧ ruchu wzglȩdem środka masy. Skorzystano
znów z faktu, że

∑
imir

S
i = 0

2 Zagadnienie 2 cia l

Rozważmy 2 punkty materialne 1 i 2, o masach m1 i m2 i wspó lrzȩdnych r1

i r2. Si la oddzia lywania zależy od ich odleg lości i jest centralna, tzn.

F12 = F (|r1 − r2|)
r1 − r2

|r1 − r2|
. (25)
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Od pewnego momentu bȩdziemy zak ladać, że si la jest grawitacyjna lub ku-
lombowska, tzn. V (r) = α

r
, gdzie odpowiednio α = −Gm1m2 lub α = Q1Q2

4πε0
.

(G jest sta la̧ grawitacji, Qi -  ladunkiem. Si la ma wtedy postać F = −∇α
r

=
α
r2

r
r
. Parametr α jest ujemny dla oddzia lywań przycia̧gaja̧cych, a dodatni dla

odpychaja̧cych. W przypadku oddzia lywań grawitacyjnych możemy myśleć
o ciele 1 jak o planecie, a o ciele 2 jak o S lońcu. Równania ruchu maja̧ postać

m1r̈1 = F12,

m2r̈2 = F21 = −F12. (26)

2.1 Eliminacja ruchu środka masy

Wprowadźmy wspó lrzȩdne środka masy R = m1r1+m2r2
m1+m2

i wzglȩdne r = r1−r2.
Oznaczmy M = m1 +m2. Dodanie równań ruchu ruchu daje

MR̈ = 0, (27)

gdzie M = m1 +m2. Środek masy porusza siȩ wiȩc ruchem jednostajnym.
Dziela̧c pierwsze równanie ruchu przez m1, a drugie przez m2 i odemuja̧c

otrzymujemy
µr̈ = F12(r), (28)

gdzie µ = m1m2

M
= m1

1+
m1
m2

jest tzw. masa̧ zredukowana̧.

Wspó lrzȩdne r1 i r2 wyrażaja̧ siȩ przez R i r jako

r1 = R +
m2r

M
,

r2 = R− m1r

M
. (29)

Energiȩ kinetyczna̧ i moment pȩdu można obliczyć

T =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 =

1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2, ,

J = r1 ×m1ṙ1 + r2 ×m2ṙ2 = R×MṘ + r× µṙ. (30)

Pomijaja̧c ruch środka masy, mamy wiȩc do czynienia z opisem ruchu fik-
cyjnego cia la o masie zredukowanej poruszaja̧cego siȩ wzglȩdem centrum si ly
umieszczonego w pocza̧tku uk ladu. Należy zwrócić uwagȩ, że przy masie m2

znacznie wiȩkszej od m1 (jak w Uk ladzie S lonecznym) masa zredukowana
niewiele różni siȩ od masy m1; przy równych masach µ = 1

2
m1,2.
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2.2 Wspó lrzȩdne biegunowe

Si la jest centralna, a wiȩc moment pȩdu JS = r × µṙ jest zachowany. Oz-
nacza to, że istnieje kierunek, do którego zarówno r jak i ṙ sa̧ prostopad le.
Wybierzmy uk lad, w którym JS jest skierowany wzd luż osi z, a ruch zachodzi
w p laszczyźnie (xy) . Wprowadźmy wspó lrzȩdne biegunowe

x = r cosφ,

y = r sinφ. (31)

Różniczkuja̧c te relacje otrzymujemy

ẋ = ṙ cosφ− r sinφφ̇,

ẏ = ṙ sinφ+ r cosφφ̇, (32)

ẍ = r̈ cosφ− 2ṙ sinφφ̇− r cosφφ̇2 − r sinφφ̈,

ÿ = r̈ sinφ+ 2ṙ cosφφ̇− r sinφφ̇2 + r cosφφ̈.

Moment pȩdu i energia kinetyczna daja̧ siȩ zapisać jako

JS = JSz = µ(xẏ − yẋ) = µr2φ̇.

T S =
1

2
µ(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
µ(ṙ2 + r2φ̇2). (33)

Pole zakreślane przez wektor wodza̧cy w infinitezymalnym czasie dt wynosi
dS = 1

2
r2dφ = 1

2
r2φ̇dt = JS

2µ
dt. Zachowanie momentu pȩdu oznacza wiȩc

sta la̧ prȩdkość polowa̧ dS
dt

. Jest to treścia̧ II prawa Keplera.
Równanie ruchu µr̈ = F12(r)r

r
rzutujemy na kierunek r mnoża̧c skalarnie

przez r
r
. Otrzymuje siȩ

µ(ẍx+ ÿy)
1

r
= µ(r̈ − rφ̇2) = F12(r) =

α

r2
. (34)

(Rzutowanie na kierunek prostopad ly do r prowadzi do relacji zachowania
momentu pȩdu, już znanej.)

W ostatnim równaniu można wyrazić φ̇ przez JS otrzymuja̧c

µr̈ − (JS)2

µr3
= F12. (35)
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2.3 Trajektoria ruchu

Równanie to nie daje siȩ  latwo rozwia̧zać. Obliczmy najpierw trajektoriȩ
ruchu r = r(φ). Wtedy ṙ = dr

dt
= dr

dφ
dφ
dt

= dr
dφ

JS

µr2
= −JS

µ
d
dφ

1
r

i dalej r̈ = d
dt
ṙ =

( d
dφ
ṙ)dφ

dt
= JS

µr2
−JS

µ
d2

d2φ2
1
r

= − (JS)2

µ2r2
d2

φ2
1
r
. Równanie przybiera wiȩc postać dla

si ly F12 = α
r2

d2

dφ2

1

r
+

1

r
= − αµ

(JS)2
≡ 1

p
. (36)

Rozwia̧zanie tego równania  latwo znaleźć podstawiaja̧c roboczo w = 1
r
− 1

p
.

Otrzymujemy wtedy
d2

dφ2
w + w = 0, (37)

skaḑ w = C cos(φ− φ0), a

r =
p

1 + ε cos(φ− φ0)
, (38)

gdzie ε=pC i φ0 sa̧ sta lymi, na razie nieznanymi. Zmiana φ0 oznacza obrót
trajektorii w uk ladzie; po lożymy φ0 = 0.

Obliczmy energiȩ ca lkowita̧ ruchu. Energia potencjalna dla si ly F12 = α
r2

jest równa V = α
r
.

ES =
1

2
µ

(JS)2

µ2
(
d

dφ

1

r
)2 +

1

2
µr2 (JS)2

µ2r4
+
α

r
= (39)

(JS)2

2µ

ε2 sin2 φ

p2
+

(JS)2

2µ

(1 + ε cosφ)2

p2
+ α

1 + ε cosφ

p
=

α2µ

2(JS)2
(ε2 − 1).

Sta la ε =

√
1 + 2 (JS)2ES

µα2 .

W przypadku przycia̧gania p jest liczba̧ dodatnia̧. Jeśli energia jest
ujemna, ε < 1 i wszystkie wartości φ sa̧ dozwolone, r jest skończone, a
krzywa jest zamkniȩta - jest to elipsa. Jeśli ES > 0, trajektoria ucieka do
nieskończoności, a ponieważ r nie może być ujemne, dozwolone sa̧ wartości
φ takie, że cosφ > −1

ε
; trajektoria jest bliższa̧ ga lȩzia̧ hiperboli.

W przypadku odpychania p < 0, dozwolone sa̧ ka̧ty takie, że cosφ <
−1
ε
; trajektoria jest dalsza̧ ga lȩzia̧ hiperboli. Przypadek graniczny ES = 0

odpowiada paraboli. Wnioski te bȩda̧ uzasadnione niżej.
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Równanie trajektorii można zapisać w lepiej rozpoznawalny sposób we
wspó lrzȩzdnych kartezjańskch. Biora̧c pod uwagȩ, że x = r cosφ oraz r =√
x2 + y2 można napisać √

x2 + y2 = p− εx. (40)

Podnosza̧c obie strony do kwadratu i przekszta lacaja̧c otrzymuje siȩ dla ε 6= 1

(x+ pε
(1−ε2 )2

p2

(1−ε2)2

+
y2

p2

(1−ε2)

= 1. (41)

Dla ε < 1 jest to równanie elipsy o wielkiej pó losi a = p
1−ε2 i ma lej pó losi b =

p√
1−ε2 , przesuniȩtej w lewo o f = εp

1−ε2 . Wielkość f jest równa f =
√
a2 − b2,

czyli jest ogniskowa̧ elipsy. Udowodnione jest wiȩc pierwsze prawo Keplera:
trajektoria̧ jest elipsa z centrum si ly w ognisku. Okres T obiegu cia la po
orbicie eliptycznej można obliczyć, korzystaja̧c z tego, że pole elipsy wynosi
πab, a prȩdkość polowa JS

2m

(JS)2

4µ2
T 2 = π2a2b2 = π2a3b

√
1− ε2 = π2a3 p√

1− ε2
√

1− ε2 = π2a3−(JS)2

µα
.

(42)

Sta̧d dla si ly grawitacyjnej T 2 = −4π2µ
α
a3 = 4π2µ

Gm1m2
. Ponieważ w przypadku

Uk ladu S lonecznego masa S lońca m2 jest o kilka rzȩdów wiȩksza od masy
planety, masa planety m1 ≈ µ. Iloraz T 2 i a3 jest wspólny dla wszystkich
planet. Jest to trzecie prawo Keplera.

W przypadku ε > 1 równanie trajektorii we wspó lrzȩdnych kartezjańskich
jest rozpoznanwane jako równanie hiperboli. Dla si l przycia̧gaja̧cych p > 0,
pε

1−ε2 < 0, hiperbola jest przesuniȩta w prawo w porównaniu z po lożeniem
centralnym, trajektoria̧ jest jej bliższa ga la̧ź, a dozwolone sa̧ ka̧ty takie, że
cosφ > −1

ε
. Dla si l odpychaja̧cych p < 0, pε

1−ε2 > 0, hiperbola jest przesuniȩta
w lewo, trajektoria jest dalsza̧ ga lȩzia̧ hiperboli, a dozwolone sa̧ ka̧ty takie,
że cosφ < −1

ε
.

2.4 Zależność czasowa

Zależność wspó lrzȩdnych od czasu, czyli w laściwe rozwia̧zanie równanń ruchu
po elipsie, można uzyskać z relacji

JS = µr2dφ

dt
. (43)
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co oznacza
JS

µ
dt = r2dφ =

p2dφ

(1 + ε cosφ)2
, (44)

Obustronne sca lkowanie powyższej relacji da funkcjȩ t = t(φ), czyli odwrotna̧
do poszukiwanej; ca lka nie jest jednak prosta do wykonania. Op laca siȩ
wprowadzić zmienna̧ u, bȩda̧ca̧ też ka̧tem określaja̧cym po lożenie punktu na
trajektorii, ale gdy pocza̧tek uk ladu wypada w geometrycznym środku elipsy,
a nie w jej ognisku (jak w przypadku ka̧ta φ). Ka̧t u definiujemy tak, że

x = a cosu− f = a(cosu− ε),
y = b sinu. (45)

Po wstawieniu tych zwia̧zków można napisać

r =
√
x2 + y2 = a(1− ε cosu), (46)

gdzie skorzystano z relacji b = a
√

1− ε2. Prawdziwa jest relacja

r =
p

1 + ε cosφ
= a(1− ε cosu) (47)

i jej różniczka
pε sinφdφ

(1 + ε cosφ)2
= aε sinudu. (48)

Dodatkowo zachodzi
y = r sinφ = b sinu. (49)

Używaja̧c tych relacji moźna napisać

JS

µ
dt = r2dφ =

p2dφ

(1 + ε cosφ)2
=
pa sinudu

sinφ
= pa

r

b
=

pa2

b
(1− ε cosu)du = ab(1− ε cosu)du. (50)

Po obustronnym sca lkowaniu otrzymujemy równanie Keplera

JS

µ
(t− t0) = ab(u− ε sinu). (51)

Równanie to wyznacza zależność czasu od po lożenia na orbicie określonego
przez ka̧t u; funkcja odwrotna stanowi rozwia̧zanie równania ruchu u = u(t).
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3 Wektor Rungego-Lenza

Wektor Rungego-Lenza jest jeszcze jedna̧ sta la̧ ruchu punktu materialnego w
polu si ly odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu odleg lości. Jest zdefiniowny
jako

G = ṙ× JS + α
r

r
. (52)

obliczmy pochodna̧

dG

dt
= r̈× JS + ṙ× dJS

dt
+ α

ṙ

r
− αr

ṙ

r2
=

αr

µr3
× µ(r× ṙ) + α

ṙ

r
− αr

ṙ

r2
= (53)

α

r3
(r(rṙ)− r2ṙ) + α

ṙ

r
− αr

ṙ

r2
= 0,

gdzie skorzystano z tego, że JS jest wielkościa̧ zachowana̧ oraz że rṙ = rṙ (to
ostatnie wynika ze zróżniczkowania tożsamośi r2 = r2).

Obliczmy

rG = rG cosφ = r(ṙ× JS) + αr = JS(r× ṙ) =
(JS)2

µ
+ αr. (54)

Tu φ jest ka̧tem miȩdzy G i r. Sta̧d

r =

(JS)2

µ

−α +G cosφ
=

p

1 + ε cosφ
, (55)

Sta la̧ ε = −G
α

wyznacza siȩ obliczja̧c energiȩ, jak poprzednio.
W ten sposób, korzystaja̧c z dodatkowej sta lej ruchu otrzymano trajek-

toriȩ, bez ca lkowania równania ruchu. Sta la ta jest zwia̧zana ze ustalona̧
orientacja̧ krzywej stożkowej na p laszczyźnie (xy).

4 Wzór Rutherforda

Innym aspektem zagadnienia 2 cia l jest problem efektywności rozpraszania
pod wp lywem si ly odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu odleg lości. Zadaje
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siȩ tu inne pytanie i nie zachodzi potrzeba kompletnego rozwia̧zania równań
ruchu.

Za lóżmy, że na centrum rozpraszajȩce w pocza̧tku uk ladu odniesienia
pada punkt materialny. W granicy czasu zmierzaja̧cego do −∞ jego prȩdkość
wynosi v0 i jest skierowana wzd luż ujemnej czȩści osi x, a odleg lość pocza̧tkowa
cza̧stki od osi x wynosi b (jest to tzw. parametr zderzenia). Ruch jest p laski
w p laszczyźnie (xy), moment pȩdu jest zachowany i skierowany wzd luż osi z,
a jego d lugość wynosi µv0b. Pod wp lywem si ly F = α

r2
r
r

trajektoria odchyla
siȩ i dla czasów zmierzaja̧cych do ∞ jest nachylona pod ka̧tem θ do osi x.
Wspó lrzȩdna φ jest ka̧tem nachylenia wektora r do osi x i zmienia siȩ od π
w t→ −∞ do θ w t→∞ .

Równanie ruchu w kierunku y ma postać

µ
dvy
dt

= Fy =
α

r2
sinφ. (56)

Ponieważ JS = µr2φ̇ = −µv0b można napisać

µ
dvy
dt

= − α

v0b
sinφ

dφ

dt
. (57)

Ca lkuja̧c ostatnie równanie otrzymujemy∫ ∞
−∞

µ
dvy
dt

= − α

v0b

∫ ∞
−∞

sinφ
dφ

dt
(58)

albo po zamianie zmiennych∫ v0 sin θ

0
µdvy = − α

v0b

∫ θ

π
sinφdφ (59)

i dalej

v0 sin θ =
α

µv0b
(1 + cos θ). (60)

Po przekszta lceniu otrzymujemy

b =
α

µv2
0

ctg
θ

2
. (61)

Oznacza to, że cza̧stki padaja̧ce z parametrem zderzenia b zostana̧ rozpros-
zone po ka̧tem θ spe lniaja̧cym ostatnia̧ relacjȩ.
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Aby porównać wynik z doświadczeniami zderzeniowymi problem formu luje
siȩ inaczej. Niech liczba cza̧stek padaja̧cych na jednostkȩ powierzchni w jed-
nostce czasu wynosi n. Weźmy pierścień o promieniu b i szerokości db; jego
powierzchnia wynosi 2πbdb. Liczba cza̧stek padaja̧cych na pierścień w jed-
nostce czasu wynosi n2πbdb. Te cza̧stki zostana̧ rozproszone do obszaru
pomiȩdzy stożkami o ka̧cie rozwarcia miȩdzy θ a θ + dθ. Mamy

n2π|bdb| = n2π
α2

µ2v4
0

ctg
θ

2

1

sin2 θ
2

1

2
dθ = n2π

α2

2µ2v4
0

cos θ
2

sin3 θ
2

dθ. (62)

Ka̧t bry lowy odpowiadaja̧cy obszarowi miȩdzy stożkami wynosi 2π sin θ =
2π2 sin θ

2
cos θ

2
. Liczba cza̧stek rozproszonych w jednostce czasu do jednos-

tkowego ka̧ta bry lowego podzielona przez liczbȩ cza̧stek padaja̧cych na jed-
nostkȩ powierzchni w jednostce czasu wynosi wiȩc

dσ

dΩ
=

α2

4µ2v4
0

1

sin4 θ
2

. (63)

Ω jest ka̧tem bry lowym, dΩ = sinθdθdφ. Wielkość dσ
dΩ

nazywa siȩ różniczkowym
przekrojem czynnym na rozpraszanie i ma miano powierzchni. Formu la
z ostatniej relacji nazywa siȩ wzorem Rutherforda. Interesuja̧ce jest, że
formu la kwantowa, uzyskana w zupe lnie odmiennym formalizmie, daje taki
sam wynik. Wzór ten zastosowany do opisu rozproszenia cza̧stek α na
cienkiej folii z lota pozwoli l wyjaśnić, dlaczego niektóre cza̧stki odchyla ly siȩ
bardziej niż inne. By l to dowód na ziarnista̧ strukturȩ materii.
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