Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.3

1 Uklady punktéw materialnych

Metody opisu jednej czastki daja sia tatwo uogolnié¢ dla przypadku N punktow
materialnych. Niech ¢ — ty punkt materialny ma wspélrzedna r; i mase m;.
Roéwnania Newtona dla ¢ — tego punktu materialnego ma postac

dp;
gdzie F; jest sila dzialajaca na ten punkt materialny. Site t¢ mozna podzieli¢
na sil¢ zewnetrzna F;y oraz sume sit F;; pochodzacych od innych punktéw
materialnych uktadu numerowanych przez j

Jy#

Trzecia zasada dynamiki moéwi, ze F;; = —F}j;, nie wchodzac w istote i
pochodzenie oddziatywan.

Réwnania Newtona tworza uklad 3N réwnan rézniczkowych liniowych
drugiego rzedu. Dla warunkéw poczatkowych r;(tg) = ri, Ti(to) = vio i
dostatecznie regularnych funkcji F; rozwiazania isnieja i sa jednoznaczne.

1.1 Zasada zachowania pedu

Ped uktadu jest suma pedow wszystkich punktéw materialnych
P=)_Di=) mi; =y mv; (3)

Korzystajac z réwnan Newtona dla poszczegdlnych punktéw materialnych
otrzymuje sie

dp_ dpi_ _
oL T XF=F (4)
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czyli

% 7 YNE:D) %
gdzie skorzystano z faktu, ze wobec spehlienia trzeciej zasady dynamiki
dla kazej sily wewnetrznej istnieje inna, o tej samej wartosci i przeciwnie
skierowana; zatem suma sit wewnetrznych jest réwna zero. Sita Fy jest
wypadkowa sit zewnetrznych.
Jesli wypadkowa sit zewnetrznych jest rowna zero, to catkowity ped uktadu

jest zachowany.

1.2 Zasada zachowania momentu pedu

Moment pedu ukladu punktéw materialnych jest suma momentéw pedu jego

elementéw

Roézniczkujac ostatnia relacje wzgledem czasu otrzymuje sie

dJ dr; dp;

—_— = X Pi r; X = I',L'XFZ': DZED, 7

A v
gdzie skorzystano z faktu, ze wektory % oraz p; sa rownpleglte. D, jest

momentem sity dzialajacym na ¢ —te cialo, a D jest wypadkowym momentem
sity.

Wypadkowy moment sity mozna wyrazi¢ przez wklady od sit zewnetrznych
i wewnetrznych, dopuszczajac oznaczenie F;; =0

D:ZI'ZX(Flg—i-ZF”):ZI'ZXFzO—i—ZI'ZXFU (8)
i j i ij

Jesli sity wewnetrzne spehniaja trzecia zasade dynamiki, drugi wyraz mozna
przepisa¢ zamieniajac w pewnym miejscu rolami indeksy ¢ oraz j
1 1 1 1 1
521'1 X Fij + 521'1 X Fij = §ZI'Z X Fij + §er X Fji = 52(1'1 —I'j) X Fz] (9)

1] 1] 1) J ()
Jezeli sity wewngtrzne sa centralne, tzn. wektor F;; jest roéwnolegly do wek-
tora r; — r;, to wypadkowy moment sit wewnetrznych znika.

Tak wiec jesli wypadkowy moment sity jest rowny zero, to wypadkowy
moment pedu jest zachowany. Zachodzi to w szczegdlnosci, gdy wypadkowy
moment sit zewnetrznych znika, a sity wewnetrzne sa centralne.



1.3 Zasada zachowania energii

WezZzmy réwnania Newtona dla ¢ — tego ciala, pomnézmy obie strony przez r;
i wysumumy po 7. Otrzymamy

Lewa strona jest pochodng funkcji T' = 3 Ly mit?, ktéra jest energia kinety-
czna uktadu jako suma energii kinetycznych jego skltadnikéw. Catkujac obie
strony po czasie otrzmamy

tdT
to dt

= T{t) ~T(to) = [ SR, (11)

Prawa strona reprezentuje prace wykonana na uktadzie jako sume prac wyko-
nanych na jego elementach.

Wazny jest przypadek sit potencjalnych, tzn. takich, ze istnieje funkcja
V(ry,ry,..ry, 1), takich ze F; = —V,;V, gdzie indeks i przy nabli sygnal-
izuje, wzgledem wspolrzednych ktérego ciala zachodzi rézniczkowanie. Jesli
sity sa zachowawcze, funkcja V' nie zalezy od czasu i reprezentuje energie
potencjalna. Wtedy

/ttZF it = / > ViVt = Z/C V.Vdr; = (12)

—/dV = —(V(ri(t1),ra(t1), ..t (t1)) — V(ri(to), r2(to), ... tn(to)) = —(V(t1) — V(to)).

C; jest trajektoria ¢ — tego punktu materialnego.
Gdy istnieje energia potencjalna V, energia catkowita T+ V' jest za-
chowana.

1.4 Srodek masy
Srodek masy jest punktem zdefiniownym jako

2 Ml
> M
Wyznacza wiec srednie wazone potozenie mas uktadu. Oznaczmy sume mas

przez M =3, m,.

R = (13)



Przy zmianie uktadu odniesienia wektor potozenia $rodka masy transfor-
muje sie jak wszystkie wektory

r; =ro+ 71, (14)
1
R = > mi(ro + 1)) =g+ R. (15)

Réwnania ruchu srodka masy mozna otrzyma¢ sumujac stronami réwnania
ruchu dla poszczegdlnych punktéw materialnych

z:mzrZ :ZFi, (16)

czyli )
MR =F. (17)

Oznacza to ze srodek masy porusza sie tak, jakby poruszat sie fikcyjny punkt
o masie réwnej sumie mas wszystkich ciat uktadu pod wplywem wypadkowe;j
wszystkich sit dzialajacych w ukladzie.

Calkowity ped ukitadu Y-, m;r; = M R.

Moment pedu $rodka masy jest rowny R X p i spetnia rownanie

d o d MR — P

ngp—%Rx R=RxF. (18)
Zmiana momentu pedu srodka masy na jednostke czasu jest réwna momen-
towi wypadkowej sity zaczepionej w srodku masy.

Wprowadzmy wektory r7, okreslajace poloinie wzgledem $rodka masy,
tzn

r;=R+r?. (19)

Moment pedu uktadu wyraza sie¢ jako
MR xR+Y mirf xif = MR x R+ J%, (20)
gdzie J¥ jest momentem pedu wzgledem érodka masy. Skorzystano z faktu,

ze Y, miry = Y, mi(r; — R) = MR — MR = 0 (jest to polozenie $rodka
masy wzgledem srodka masy.



Moment sity mozna wyrazic¢ jako

7

D=1, xF,=>R+1’)xF,=R x F+ D" (21)

czyli moment sity jest rowny sumie momentu sity wzgledem srodka masy oraz
momentu sity wypadkowej zaczepionej w $rodku masy, wzgledem poczatku
uktadu.

Pochodna momentu pedu mozna napisaé jako

aJ d . S A B dJ®
dt_dt<MRXR+J)_MRXR+ i =R xF+ s (22)
Wielkoéé ta musi byé réwna D = R x F + D®. Wynika stad, ze spelnione
jest réwnanie ;
dJ S
prai D~. (23)
Jest to réwnanie analogiczne do rownania obowiazujacego w ukladzie iner-
cjalnym, cho¢ srodek masy w ogdlnosci nie spoczywa w zadnym ukladzie
inercjalnym.

Pochodna % jest wykonana w ukladzie U lub w innym ukladzie inercjal-
nym, na przyklad w ukladzie zaczepionym w $rodku masy i nieobracajacym
sie¢ wzgledem uktadu inercjalnego (tzw. uktadzie srodka masy).

Energia kinetyczna uktadu punktéw materialnych wyraza sie przez wspotrzedne
srodka masy

1 1 : 1., 1 1.
T= S mi? = 3 S mi(R+17)* = 5MR2 +3 S m(if)? = 5MR2 +T%(24)

gdzie T jest energia kinetyczna ruchu wzgledem $rodka masy. Skorzystano
znow z faktu, ze Y, mirf =0

2 Zagadnienie 2 cial

Rozwazmy 2 punkty materialne 1 i 2, o masach m; i my i wspétrzednych ry
i ry. Sila oddzialywania zalezy od ich odlegtosci i jest centralna, tzn.

r —r
Fiy = F(jr; —ra))m—— (25)

|1“1—r2|'



Od pewnego momentu bedziemy zaklada¢, ze sita jest grawitacyjna lub ku-
lombowska, tzn. V(r) = ¢, gdzie odpowiednio a@ = —Gmym; lub o = Qs
(G jest stalg grawitacji, (); - fadunkiem. Sila ma wtedy posta¢ F = —V< =
5. Parametr a jest ujemny dla oddzialywar przyciagajacych, a dodatni dla
odpychajacych. W przypadku oddzialywan grawitacyjnych mozemy mysle¢
o ciele 1 jak o planecie, a o ciele 2 jak o Stonncu. Rownania ruchu maja postac

moly = Fop = —F1s. (26)

2.1 Eliminacja ruchu srodka masy

Wprowadzmy wspoélrzedne srodka masy R = % iwzgledner = r;—rs,.

Oznaczmy M = my + msy. Dodanie réwnan ruchu ruchu daje
MR =0, (27)

gdzie M = my + mao. Srodek masy porusza sie wiec ruchem jednostajnym.
Dzielac pierwsze réwnanie ruchu przez mq, a drugie przez ms i odemujac
otrzymujemy

,ur - F12<I'), (28>
gdzie p = ™72 = T Jest tzw. masa zredukowana.
Wspétrzedne ry i r; wyrazaja sie¢ przez R i r jako
Mol
r = R+ ﬁa
mqr
r,=R— Wl (29)
Energie kinetyczna i moment pedu mozna obliczy¢
1 1 1. . 1
T = —myi] + —maois = ~ MR* + —pui?
9 14 + 2 219 2 + 2:“ 99
erl><m11"1+r2><m21'“2:R><MR+r><uI". (30)

Pomijajac ruch srodka masy, mamy wiec do czynienia z opisem ruchu fik-
cyjnego ciala o masie zredukowanej poruszajacego sie wzgledem centrum sity
umieszczonego w poczatku ukltadu. Nalezy zwroci¢ uwage, ze przy masie mo
znacznie wiekszej od my (jak w Ukladzie Slonecznym) masa zredukowana
niewiele rézni sie od masy myq; przy réwnych masach y = %mljg.
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2.2 Wspblrzedne biegunowe

Sila jest centralna, a wiecc moment pedu J° = r x ui jest zachowany. Oz-
nacza to, ze istnieje kierunek, do ktérego zaréwno r jak i r sa prostopadte.
Wybierzmy uklad, w ktérym J* jest skierowany wzdhuz osi 2, a ruch zachodzi
w plaszczyznie (zy) . WprowadZmy wspéhrzedne biegunowe

X = rCcosQ,
y = rsin¢. (31)

Rézniczkujac te relacje otrzymujemy

T :fcosgb—rsinaﬁgz%,

§ = 7sin ¢ + 1 cos o, (32)
= cos ¢ — 2 sin ¢ — 1 cos ¢ — rsin ¢,
gj:fsin¢+2fcos¢q{5—rsin¢qﬁ2+rcosqbg5.

Moment pedu i energia kinetyczna daja sie zapisa¢ jako

J% = J7 = play — yi) = pr’é.
r . . r . :
T = Sp(E® +97) = Sp( +1r°¢%). (33)
Pole zakreslane przez wektor wodzacy w infinitezymalnym czasie dt wynosi
ds = %T2d¢ = %T2¢dt = g—sdt. Zachowanie momentu pedu oznacza wiec
o
stala predkos¢ polowa %. Jest to trescia Il prawa Keplera.
Réwnanie ruchu pit = Fia(r) T rzutujemy na kierunek r mnozac skalarnie

przez . Otrzymuje sig

plie + o) = (i = rd) = Folr) = 5. (34)

-
(Rzutowanie na kierunek prostopadly do r prowadzi do relacji zachowania

momentu pedu, juz znanej.) ‘
W ostatnim réwnaniu mozna wyrazié¢ ¢ przez J° otrzymujac



2.3 Trajektoria ruchu

Réwnanie to nie daje si¢ latwo rozwiazac. Obliczmy najpierw trajektorie

dr 7, r S . . e
1) Wedy % % — i —— 13 du 7 7 -
(4 ¢T)d¢ = j:? is d;{; 1 — (/;] T)Q 2 1 Réwnanie przybiera wiec postaé¢ dla
sity Flo = %
1 1 Q@ 1
pr i (36)
dg*r o (J%)? p
Rozwiazanie tego rownania tatwo znalez¢ podstawiajac roboczo w = % — ]%.
Otrzymujemy wtedy
d2
—w+w =0, 37
d? (37)
skad w = C' cos(¢ — ¢y), a
O p (39)

14 €ecos(¢p — ¢p)’

gdzie e=pC i ¢¢ sa stalymi, na razie nieznanymi. Zmiana ¢, oznacza obrdt
trajektorii w ukladzie; polozymy ¢ = 0.

Obliczmy energi¢ catkowita ruchu. Energia potencjalna dla sity Fip = 5
jest réwna V = ¢

12 d1, 1 ,J9 a
s_ 1 L o o _
po= pn E e Jt O (39)
(J5)2 €% s 2¢+(JS) (1+ecosq§) 1—|—ecosq§_ o’ (@ - 1)
2u  p? 24 P p 25 '

JS)ZES
pa?

Stata e = /1 + 21

W przypadku przyciagania p jest liczba dodatnia. Jesli energia jest
ujemna, € < 1 i wszystkie wartosci ¢ sa dozwolone, r jest skoriczone, a
krzywa jest zamknieta - jest to elipsa. Jedli B > 0, trajektoria ucieka do
nieskonczonosci, a poniewaz r nie moze by¢ ujemne, dozwolone sa wartosci
¢ takie, ze cos ¢ > —%; trajektoria jest blizsza galezia hiperboli.

W przypadku odpychania p < 0, dozwolone sa katy takie, ze cos¢ <
—%; trajektoria jest dalsza gatezia hiperboli. Przypadek graniczny E° = 0
odpowiada paraboli. Wnioski te beda uzasadnione nizej.



Roéwnanie trajektorii mozna zapisa¢ w lepiej rozpoznawalny sposob we
wspotrzezdnych kartezjanskch. Biorac pod uwage, ze ©* = rcos¢ oraz r =

V2 + y? mozna napisaé
Va2 +y? =p—ex. (40)

Podnoszac obie strony do kwadratu i przeksztalacajac otrzymuje sie dla e # 1
(r+ 7%= )2 2
@ 4 )

p? p?
(1—€2)2 (1-€?)

=1 (41)

Dla € < 1 jest to réwnanie elipsy o wielkiej pétosi a = %= i malej pétosi b =

\/%, przesunigtej w lewo o f = ;%5. Wielko$¢ f jest réwna f = va? — b%,
czyli jest ogniskowa elipsy. Udowodnione jest wiec pierwsze prawo Keplera:
trajektoria jest elipsa z centrum sily w ognisku. Okres T obiegu ciala po
orbicie eliptycznej mozna obliczy¢, korzystajac z tego, ze pole elipsy wynosi

. s
mab, a predkosé¢ polowa 2L
> m

2

S\2 532

L e e e

(42)

Stad dla sily grawitacyjnej T? = —%aiﬁ = Cf#f’:@. Poniewaz w przypadku

Ukladu Slonecznego masa Slonica ms jest o kilka rzedéw wieksza od masy

planety, masa planety m; ~ p. Iloraz T2 i a® jest wspélny dla wszystkich
planet. Jest to trzecie prawo Keplera.

W przypadku € > 1 rownanie trajektorii we wspotrzednych kartezjanskich
jest rozpoznanwane jako réwnanie hiperboli. Dla sit przyciagajacych p > 0,
7 < 0, hiperbola jest przesunigta w prawo w poréwnaniu z potozeniem
centralnym, trajektoria jest jej blizsza galaz, a dozwolone sa katy takie, ze
cos ¢ > —%. Dlasit odpychajacych p < 0, {25 > 0, hiperbola jest przesunigta
w lewo, trajektoria jest dalsza galezia hiperboli, a dozwolone sa katy takie,

ze cos ¢ < —%.

2.4 Zaleznos¢ czasowa

Zalezno$¢ wspotrzednych od czasu, czyli wlasciwe rozwiazanie rownann ruchu
po elipsie, mozna uzyska¢ z relacji

2 do

S
— ur???, 4
J> = pr o (43)



CO oznacza
p*d¢

(1+ ecos¢)?’
Obustronne scatkowanie powyzszej relacji da funkcje t = t(¢), czyli odwrotna
do poszukiwanej; catka nie jest jednak prosta do wykonania. Oplaca sie¢
wprowadzi¢ zmienna u, bedaca tez katem okreslajacym polozenie punktu na
trajektorii, ale gdy poczatek uktadu wypada w geometrycznym srodku elipsy,
a nie w jej ognisku (jak w przypadku kata ¢). Kat u definiujemy tak, ze

JS
7alt = r?d¢ = (44)

x=acosu— f=a(cosu— e€),
y = bsinu. (45)

Po wstawieniu tych zwiazkéw mozna napisac

r=/2?2 +y? = a(l — ecosu), (46)

gdzie skorzystano z relacji b = av/1 — €2. Prawdziwa jest relacja

p
r = m :a(l—ecosu) (47)
i jej rozniczka
pe sin pd o )
w = aesin udu. (48)
Dodatkowo zachodzi
y =rsin¢g = bsinu. (49)
Uzywajac tych relacji mozna napisac
JS it 20 p?do pa sin udu r
_— =T = = = a— =
e + € cos sin
1 0)? : Py
pa?
7(1 —ecosu)du = ab(1l — ecosu)du. (50)
Po obustronnym scatkowaniu otrzymujemy réwnanie Keplera
JS
—(t — ty) = ab(u — esinu). (51)
1

Roéwnanie to wyznacza zalezno$é czasu od polozenia na orbicie okreslonego
przez kat u; funkcja odwrotna stanowi rozwiazanie réwnania ruchu u = w(t).
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3 Wektor Rungego-Lenza

Wektor Rungego-Lenza jest jeszcze jedna stata ruchu punktu materialnego w
polu sity odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu odleglosci. Jest zdefiniowny
jako

G:foMa; (52)
obliczmy pochodna
dG . ¢ . dJ’ r T
E:rxJ +rxﬁ+a;—arﬁ:
ﬁxu(rxi‘)—kai—ar;— (53)
%(r(rf) — %) + ai - ar:z =0,

gdzie skorzystano z tego, ze J¥ jest wielkodcia zachowana oraz ze ri = 77 (to
ostatnie wynika ze zrézniczkowania tozsamosi r? = r?).

Obliczmy
rG =rGcosg =r(F x J¥) +ar=J%(r x 1) = (J:)Q—l—ozr. (54)
Tu ¢ jest katem miedzy G i r. Stad
wr P
7—oz+/écosgb:1+ecosgz5’ (55)
Stalg € = —g wyznacza sie obliczjac energie, jak poprzednio.

W ten sposéb, korzystajac z dodatkowej stalej ruchu otrzymano trajek-
torie, bez calkowania rownania ruchu. Stala ta jest zwiazana ze ustalona
orientacja krzywej stozkowej na plaszczyznie (zy).

4 Wzdor Rutherforda

Innym aspektem zagadnienia 2 cial jest problem efektywnosci rozpraszania
pod wplywem sily odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu odlegtosci. Zadaje
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sie tu inne pytanie i nie zachodzi potrzeba kompletnego rozwiazania rownan
ruchu.

Zalézmy, ze na centrum rozpraszajece w poczatku ukitadu odniesienia
pada punkt materialny. W granicy czasu zmierzajacego do —oo jego predkosé
wynosi vy i jest skierowana wzdhuz ujemnej czesci osi z, a odleglosé poczatkowa
czgstki od osi & wynosi b (jest to tzw. parametr zderzenia). Ruch jest ptaski
w plaszezyZnie (zy), moment pedu jest zachowany i skierowany wzdhuz osi z,
a jego dhugos¢ wymosi pvob. Pod wpltywem sity F = 5 trajektoria odchyla
sie i1 dla czaséw zmierzajacych do oo jest nachylona pod katem 6 do osi x.
Wspéhrzedna ¢ jest katem nachylenia wektora r do osi x i zmienia sie od
wt——oodofwt—o0.

Réwnanie ruchu w kierunku y ma postac

dv a .
u?; = Fy = ﬁ S1n ¢ (56)
Poniewaz J° = ur2¢ = — b mozna napisac
dv, a . do
,LLE = —@ Sin E (57)

Calkujac ostatnie rownanie otrzymujemy

© dvy, o« [ . do
/_oo“dT_ vob oo (58)

albo po zamianie zmiennych

vg sin 6 o 6 .
/0 pdv, = “ob e sin ¢pdo (59)
i dalej
a
inf = ——(1 0). 60
vp sin /wob( + cos6) (60)
Po przeksztalceniu otrzymujemy
« 0
b= —ctg—. 61
0283 (61)

Oznacza to, ze czastki padajace z parametrem zderzenia b zostana rozpros-
zone po katem 6 speliajacym ostatnia relacje.
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Aby poréwnac¢ wynik z doswiadczeniami zderzeniowymi problem formutuje
sie inaczej. Niech liczba czastek padajacych na jednostke powierzchni w jed-
nostce czasu wynosi n. Wezmy pierscienn o promieniu b i szerokosci db; jego
powierzchnia wynosi 27bdb. Liczba czastek padajacych na pierécien w jed-
nostce czasu wynosi n2mbdb. Te czastki zostana rozproszone do obszaru
pomiedzy stozkami o kacie rozwarcia miedzy 6 a 6 4+ df. Mamy

2 2
n2m|bdb| = n27rugv4ctge ! 1d@ X 08 5 de. (62)
0

20 39
2sin” 3 2 2u2ve sin

Kat brylowy odpowiadajacy obszarowi miedzy stozkami wynosi 27sinf =
272 sin g cos g. Liczba czastek rozproszonych w jednostce czasu do jednos-
tkowego kata brytowego podzielona przez liczbe czastek padajacych na jed-

nostke powierzchni w jednostce czasu wynosi wiec

do o? 1
1 9

— 63
aQ 4205 sin (63)

Q) jest katem brytowym, dQ2 = sinfdfdqe. Wlelkosc o nazywa sig rézniczkowym
przekrojem czynnym na rozpraszanie i ma mlano powierzchni. Formuta
z ostatniej relacji nazywa sie wzorem Rutherforda. Interesujace jest, ze
formuta kwantowa, uzyskana w zupelnie odmiennym formalizmie, daje taki
sam wynik. Wzdr ten zastosowany do opisu rozproszenia czastek « na
cienkiej folii ztota pozwolit wyjasni¢, dlaczego niektére czastki odchylaty sie
bardziej niz inne. Byl to dowdd na ziarnista strukture materii.
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