Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.2

W tym rozdziale podane zostana przykiady rozwiazan rownan Newtona
dla punktu materialnego.

1 Oscylator harmoniczny

Rozwazmy jednowymiarowy oscylator harmoniczny z tlumieniem i periody-
cznym wymuszaniem. Opisany jest réwnaniem

mi = —kx — vyt + F cos (t, (1)

gdzie sila jest wprost proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie skierowana,
sita tlumienia jest proporcjonalna do predkosci i skierowana przeciwnie do
predkosci, F' i € sa odpowiednio amplituda i czestodcia sity wymuszajace;j.
WprowadZmy oznaczenia w? = %, 20 =1, f = % Korzystamy z faktu,.ze
rownanie jest liniowe. Mozna wtedy napisa¢ sile wymuszaja w postaci ze-
spolonej, rozwiaza¢ rownanie i wziac czes¢ rzeczywista rozwiazania jako majaca
sens fizyczny. Otrzymujemy réwnanie

i+ 203 + w’r = fexp(iQt). (2)

Jest to réwnanie rozniczkowe, liniowe, niejednorodne, o wspolczynnikach
stalych. Rozwiazanie ogdlne réwnania liniowego niejednorodnego otrzymuje
sie, biorac rozwiazanie ogélne rownania jednorodnego i dodajac do niego
rozwiazanie szczegdlne rownania niejednorodnego. Rozwazmy najpierw rownanie

&+ 2bt 4+ w?r = 0. (3)
Rozwiazanie mozna zgadnaé, postulujac jego wyktadnicza postaé
x(t) = exp(At). (4)

Wistawienie takiego rozwiazania do réwnania implikuje réwnanie kwadratowe
na state A
N+ 20A 4w =0 (5)



i dwie wartosci stalej

)\1,2 =—-b=+t V b2 - w2. (6)

Rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego jest superpozycja
x(t) = Crexp(Ait) + Cyexp(Aat), (7)

gdzie (2 sa stalymi, ktére wyznaczy si¢ z warunkéw poczatkowych. W
wyjatkowej sytuacji, gdy A\; = Ay rozwiazanie ogélne ma postac

z(t) = exp(A\it)(Cy + Cat). (8)

Jakosciowe zachowanie rozwiazania zalezy od sily tlumienia. W warunkach
stabego tlumienia b < w rozwiazanie mozna napisac¢ jako

x(t) = exp(—bt)(Cy exp(iwt) + Cq exp(—iwt) = exp(—bt)(A cos wt + B sin &t,

(9)
gdzie nieznane stale A, B wyrazaja sie przez nieznane state Cy 5: A = C1+C%,
B = i(Cy — Cy). Jest to wiec ruch oscylacyjny thumiony, z czestoscia @ =
Vw? — b2, Czestosé oscylacji jest wiec zmniejszona w poréwnaniu z czestoscia
w oscylatora niettmionego.

W przypadku silnego ttumienia b > w oba rozwiazania A 5 sa rzeczywiste.
Rozwiazanie jest wiec zlozeniem dwéch rozwigzan tlumionych wyktadniczo
z roznymi stalymi tlumienia. Przypadek A\ = Ay odpowiada thumieniu wol-
niejszemu niz w przypadku silnego ttumienia.

Rozwiazanie réwnania niejednorodnego mozna zgadnac, podstawiajac

x(t) = M exp(iQdt), (10)
co powadzi do relacji
(=% 4+ 2biQ + WM = f. (11)

Zespolona stala M daje sie napisa¢ jako

M = |M|exp(io), (12)
gdzie
_ f
‘M‘ - \/(w2792)2+452927
o= arctguﬂ%bm. (13)
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Ostatecznie pelne rozwigzanie mozna napisaé¢ jako (! oznacza czesé rzeczy-
wista)

z(t) = R{C} exp(A\it) + Cyexp(Aat) + | M| exp(i) exp(i€dt)}. (14)

Na przykiad w przypadku stabego thumienia otrzymujemy

f

x(t) = exp(—bt)(A cos &t + Bsinwt) + Sl — ) 1 402
i

cos(Qt + ¢).

(15)
Po dostatecznie dlugim czasie drgania z czestoscia w zostaja sttumione. Po-
zostaja drgania o czestosci wymuszajacej €). Maksymalna amplitude drgan
otrzymuje sie przy czestosci wymuszajaej €2 = vw? — 2b2, co mozna stwierdzié,
szukajac maksimum |M| jako funkcji Q. Stale C o wyznacza si¢ z warunkow
poczatkowych, np. z(0) = xg, ©(0) = vy, co daje w ostatnim przypadku

ro=A+ / cos(¢), (16)

V(w2 — 02)2 + 45202
vo=—-bA+wB — / sin(¢)
V(w2 — 02)2 + 45202

2 Ruch naladowanej czastki w stalym polu
elektromagnetycznym (K)

Na czastke o masie m i fadunku ¢ dziata sita Lorentza i réwnanie ruchu ma
postac
mi = q(E +1 x B). (17)

2.1 Pola réwnolegle

Skierujmy oba pola wzdtuz osi z, tzn. E = (0,0, F), B = (0,0, B). Réwnania
ruchu przyjmuja postac

mi = qyB,
mz = qF.
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Trzecie réwnanie nie jest sprzezone w pierwszymi dwoma i mozna je tatwo
rozwiazaé

E
=0,
m
1qF
z2==

zﬁtz + Cyt + Cs. (19)

Przy warunkach poczatkowych z(t = 0) = 2o, 2(¢ = 0) = wp, stale mozna
wyznaczy¢ 1 rozwiazanie ma postac

1
2(t) = int2 + vo:t + 0. (20)

Jest to ruch jednostajnie przyspieszony.
Pozostate réwnania sa sprzezone; mozna je rozwiaza¢ wprowadzajac ze-
spolona zmienna n = = + iy. Spelnia ona rownanie

i+ iwn = 0, (21)

— 4B

L= 0 mianie czgstosci. Réwnanie to mozna

gdzie wprowadzono wielko$¢ w
dwukrotnie scatkowac

1 = Cs exp(—iwt),
1
n= iC’ga exp(—iwt) 4+ Cy. (22)

Zmienne x i y otrzymamy biorac odpowiednio czesé rzeczywista i urojona
zmiennej 7n
1
xr = —(—C4 coswt + Cysinwt) + C,
w
1
y = —(C4coswt + C¥ sinwt) + C, (23)
w

gdzie C34 = (3, +iCy ;. Rozwigzanie mozna napisac¢ inaczej, wprowadzaja
state M = |Cs|, ¢ = arg Cs,

T = M sin(wt — ¢) + C4,
w
M
y=— cos(wt — @) + CY. (24)

Jest to ruch po okregu o promieniu % i srodku w (C}, CY). Stale wyznacza

sie z warunkéw poczatkowych: z(0) = zg, #(0) = vz, ¥(0) = yo, ¥(0) = vy,

4



2.2 Pola prostopadie

Skierujmy pole E wzdluz osi y, a pole B wzdluz osi z. Rdéwnania ruchu
przyjmuja postac

mi = qyB,
my = qF — qiB,
mz = 0. (25)

Ruch w kierunku osi z jest wiec jednostajny: z = vg,t + z9. Wprowadzmy
znéw zmienng 1 = x + ty. Otrzymamy réwnanie

i+ iwn = w7y, (26)
gdzie v = %. Podstawmy & = 7). Otrzymamy

€+ iwé = iwy (27)
Podstawmy & — v = u. Otrzymujemy
U —iwu = 0. (28)

Rozwigzaniem ostatniego réwnania jest u = Cj exp(—iwt) = M exp(—i(wt —
¢), gdzie zapisano stala C3 za pomoca amplitudy i fazy, Dla zmiennej n
otrzymuje sie

=7+ M exp(—i(wt — ¢)). (29)
Po scatkowaniu dostajemy
M
0=t +i—exp(—i(wt —9)), (30)

a dla czesci rzeczywistej 1 urojonej otrzymujemy odpowiednio
M
z(t) = vt + — sin(wt — ¢) + C},
w

y(t) = Aj cos(wt — @) + CY. (31)

State otrzymujemy z warunkéw poczatkowych. Na przyklad w przypadku
z(0) = y(0) = £(0) = 9(0) = 0 otrzymuje sie

T = l(wt — sinwt),
w

Y= %(1 — coswt). (32)



Jest to rownanie cykloidy, czyli krzywej, jaka zatacza punkt na obwodzie
okredu toczacego sie bez poslizgu.

3 Spadanie z oporem osrodka

Rozpatrzmy jednowymiarowy ruch w kierunku pionowym. Zakladamy, ze sita
oporu osrodka jest liniowa funkcja predkosci. Réwnanie ruchu ma postaé

mi = —mg — Yz, (33)

lub
T4 bt = —g, (34)

gdzie b = L jest wspélczynnikiem oporu na jednostke masy.
Poszukujemy najpierw rozwiazania réwnania jednorodnego. Podstaaw-
iajac x(t) = exp(At), dostajemy réwnanie

A+ b\ =0, (35)

o rozwigzaniach A\; = 0, Ay = —b. Rozwiazanie szczegdlne rownania niejed-

norodnego mozna zgadnac jako x(t) = —7t. Zatem rozwiazanie ogdlne
pelnego réwnania ma postac

z = C1 + Cyexp(—bt) — %t. (36)

Niech z(0) = xg, ©(0) = vg. Wtedy

Cy + Oy = o,
—bCQ — % = Vp. (37>

Po wyliczeniu stalych otrzymuje sie

2(t) = 20+ (00 + g)iu ~exp(-b) ~ 1. (39)

Predkos¢ ciata wynosi

o(t) = (v0 + ) exp(—bt) -

S

(39)



Po dostatecznie dtugim czasie cialo spada ruchem jednostajnym z predkoscia
v = —%. Przy rzucie w gére (vp > 0), maksimum wysokosci jest osiagane po
czasie 7, gdy

0= (vo+ %) exp(—br) — %. (40)
Czyli po czasie T = %log(l + b”?O)

4 Ruch punktu o zmiennej masie

Rozwazmy rakiete (traktowana jako punkt materialny), startujaca w gore.
Wyrzuca ona gaz z prekoscia wzgledna w. Ped ukladu przed wyrzuceniem
masy dm wynosi (m+ dm)v. Po wyrzuceniu rakieta porusza si¢ z predkoscia
v + dv, a wyrzucony gaz - z prekoscia v + w (wszystko w uktadzie Ziemi).
Bilans pedu ma wiec postac

m(v + dv) + dm(v 4+ w) — (m + dm)v = —mgdt (41)
co prowadzi do rownania

dv  wdm

2T, 42
at Tmar Y (42)
Trzeba zadac funkcje charakteryzujaca ubytek masy. Jesli na przyklad masa
odrzucana w jednostce czasu jest stala, tzn. dd—T = —a = const, czyli m =

mo(1 — at), to réwnanie sprowadza sie do

dv 1
— —wa——— = —g. 43
dt w&mo —at g (43)

Calkowanie réwnania daje (log jest logarytmem naturalnym)

t
v(t) = —gt —wlog(1l — Oé—) + v (44)
mo

t t t
(1= ) log(1- )~ (1 o)

mo mo mo

+x0. (45)

It

1
x(t) = —igt2+vot+



5 Modyfikacja ruchu czastki w stabym polu
magnetycznym

Wiadomo, ze w ukladzie U ruch czastki naladowanej pod wpltywem sity F jest

opisany réwnaniem ma = F. Okazuje si¢ ze po wlaczeniu stalego pola mag-

netycznego ruch jest w przyblizeniu taki sam w uktadzie U’ obracajacym sie

wzgledem U z odpowiednio dobrana predkoscia katowa. Mozna to wykazaé

w sposob nastepujacy.
W uktadzie U ruch czastki opisany jest rownaniem

ma=F + qv x B, (46)

Wezmy uktad U’ obracajacy sie ze stata predkoscia katowa . Wyrazajac
predkosé i przyspieszenie w U przez wielkosci w U’ otrzymujemy

mla +20 x v +d x (@ x1)]=F+¢q(v +& xr') x B. (47)

Dobierzmy & tak, aby znioslty sie wyrazy zawierajace v’

2m@ x v/ = qv’' x B, (48)
tzn. & = —;=-B. W ukladzie U’ spetnione jest wigc réwnanie
ma’ =F — q—Q(B < 1') x B. (49)
4m

Jesli pole magnetyczne jest stabe, to ostatni wyraz drugiego stopnia wzgledem
B jest do pominiecia; wtedy rownanie ruchu jest takie samo, jak w ukladzie
U bez pola magnetycznego.

6 Wahadlo Foucaulta

Wahadla beda dyskutowane w dalszej czesci wykladu. Tu chodzi tylko o
jeden aspekt wahadla matematycznego w przyblizeniu malych drgan.
Rozwazmy najpierw wahadlo matematyczne w ukladzie inercjalnym. O$
z wyznacza pion. Jesli drgania zachodza tylko w plaszczyznie (xz), a ¢ jest
katem odchylenia od pionu, to x = [sin¢, z = [ cos ¢, gdzie [ jest dlugoscia
nici. Na punkt materialny dziata sita ciezkosci skierowana wzdiuz osi z oraz
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m’U2
T

sita reakcji nici, skierowana wzdiuz nici, o wartosci R = mgcos ¢ +
Réwnania ruchu maja postaé

2
mi = —Rsin¢ = —(mg cos ¢ + #) sin @,
mu?
mzi = —mg + Rcos¢ = —mg + (mgcos ¢ + T)cosgb. (50)

W przyblizeniu matych drgan pozostaja tylko wyrazy pierwszego rzedu ze
wzgledu na potege polozen i predkosci, sin¢ ~ ¢, cos¢ ~ 1, v? ~ 0. Ruch

w kierunku z jest opisany réwnaniem & = —w?z, gdzie w® = 4, a ruch w

kierunku z nie zachodzi w pierwszym rzedzie przyblizenia. Jesli ruch moze
zachodzi¢ takze w kierunku y, réwnania ruchu maja postac

j=—wy. (51)

Wezmy wahadlo znajdujace sie na szerokosci geograficznej 6 i opiszmy ruch
w ukladzie U’, zaczepionym w punkcie zawieszenia wahadta. Zorientujmy
uklad tak, aby skladowe predkosci katowej ruchu wirowego Ziemi byty Q=
(Qcosh,0,9Q, = Qsinf). Réwnanie ruch ma postaé

mr' = —mw?r’ — 2mQ x v/, (52)
czyli

z = —wx’ + 20y,
y = —w’y — 207, (53)

Wprowadzjac zmienna n = 2’ 4+ iy’ i dodajac pierwsze z réwnan do drugiego
pomnozonego przez ¢ otrzymujemy

i -+ w’n + 2im = 0. (54)
Przyjecie rozwiazania w postacji exp(At) prowadzi do réwnania na A
A 2000 +w? =0, (55)

i jego pierwiastkéw

Mo = —iQu £ iyJw? + Q2 = —iQ + id. (56)
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Rozwiazanie ogdlne daje sie zapisa¢ jako
n = Cyexp(A\t) + Cyexp(Aat) = exp(—if,t)(A; coswt + Agsinwt), (57)

gdzie Ao = A, + A7, sa zespolonymi stalymi. Rozwigzania w zmiennych
(2',y") otrzymamy bioraac odpowiednio czesé rzeczywista i urojong

2’ (t) = cos Qt(A] coswt + A sinwt) + sin Q. (A cos Ot + Aj sinot),
y'(t) = —sin Q. t(A] cos 0t + Aj sinwt) 4 cos Q¢ (A cos Ot + Aj sin@t).(58)

Przy warunkach poczatkowych 2/(0) = z, v/(0) = 2'(0) = ¢/(0) = 0, otrzy-
muje sie w szczgolnosci

Q.
7' (t) = cos Qutxy cos Ot + sin Qt— 1z sin Ot

Z/

y'(t) = — sin Q,txy cos wt + cos Q,t—xj sin wt. (59)
Inaczej
)\ [ cosQut  sinQt 2'(0) cos wt (60)
y'(t) )\ —sinQut cosQt 2'(0) 95, sinwt |-

Jest to réwnanie elipsy obracajacej sie z predkoscia katowa €2... Na biegu-

nie predkos$¢ ta wynosi i—“h, na rowniku spada do zera.
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