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W tym rozdziale podane zostana̧ przyk lady rozwia̧zań równań Newtona
dla punktu materialnego.

1 Oscylator harmoniczny

Rozważmy jednowymiarowy oscylator harmoniczny z t lumieniem i periody-
cznym wymuszaniem. Opisany jest równaniem

mẍ = −kx− γẋ+ F cos Ωt, (1)

gdzie si la jest wprost proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie skierowana,
si la t lumienia jest proporcjonalna do prȩdkości i skierowana przeciwnie do
prȩdkości, F i Ω sa̧ odpowiednio amplituda̧ i czȩstościa̧ si ly wymuszaja̧cej.
Wprowadźmy oznaczenia ω2 = k

m
, 2b = γ

m
, f = F

m
. Korzystamy z faktu,.ze

równanie jest liniowe. Można wtedy napisać si lȩ wymuszaja̧ w postaci ze-
spolonej, rozwia̧zać równanie i wzia̧ć czȩść rzeczywista̧ rozwia̧zania jako maja̧ca̧
sens fizyczny. Otrzymujemy równanie

ẍ+ 2bẋ+ ω2x = f exp(iΩt). (2)

Jest to równanie różniczkowe, liniowe, niejednorodne, o wspó lczynnikach
sta lych. Rozwia̧zanie ogólne równania liniowego niejednorodnego otrzymuje
siȩ, biora̧c rozwia̧zanie ogólne równania jednorodnego i dodaja̧c do niego
rozwia̧zanie szczególne równania niejednorodnego. Rozważmy najpierw równanie

ẍ+ 2bẋ+ ω2x = 0. (3)

Rozwia̧zanie można zgadna̧ć, postuluja̧c jego wyk ladnicza̧ postać

x(t) = exp(λt). (4)

Wstawienie takiego rozwia̧zania do równania implikuje równanie kwadratowe
na sta le λ

λ2 + 2bλ+ ω2 = 0 (5)
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i dwie wartości sta lej
λ1,2 = −b±

√
b2 − ω2. (6)

Rozwia̧zanie ogólne równania jednorodnego jest superpozycja̧

x(t) = C1 exp(λ1t) + C2 exp(λ2t), (7)

gdzie C1,2 sa̧ sta lymi, które wyznaczy siȩ z warunków pocza̧tkowych. W
wyja̧tkowej sytuacji, gdy λ1 = λ2 rozwia̧zanie ogólne ma postać

x(t) = exp(λ1t)(C1 + C2t). (8)

Jakościowe zachowanie rozwia̧zania zależy od si ly t lumienia. W warunkach
s labego t lumienia b < ω rozwia̧zanie można napisać jako

x(t) = exp(−bt)(C1 exp(iω̃t) +C2 exp(−iω̃t) = exp(−bt)(A cos ω̃t+B sin ω̃t,
(9)

gdzie nieznane sta le A,B wyrażaja̧ siȩ przez nieznane sta le C1,2: A = C1+C2,
B = i(C1 − C2). Jest to wiȩc ruch oscylacyjny t lumiony, z czȩstościa̧ ω̃ =√
ω2 − b2. Czȩstość oscylacji jest wiȩc zmniejszona w porównaniu z czȩstościa̧

ω oscylatora niet lmionego.
W przypadku silnego t lumienia b > ω oba rozwi̧azania λ1,2 sa̧ rzeczywiste.

Rozwia̧zanie jest wiȩc z lożeniem dwóch rozwia̧zań t lumionych wyk ladniczo
z różnymi sta lymi t lumienia. Przypadek λ1 = λ2 odpowiada t lumieniu wol-
niejszemu niż w przypadku silnego t lumienia.

Rozwia̧zanie równania niejednorodnego można zgadna̧ć, podstawiaja̧c

x(t) = M exp(iΩt), (10)

co powadzi do relacji

(−Ω2 + 2biΩ + ω2)M = f. (11)

Zespolona̧ sta la̧ M daje siȩ napisać jako

M = |M | exp(iφ), (12)

gdzie

|M | = f√
(ω2−Ω2)2+4b2Ω2

,

φ = arctg 2b
ω2−Ω2 . (13)
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Ostatecznie pe lne rozwia̧zanie można napisać jako (< oznacza czȩść rzeczy-
wista̧)

x(t) = <{C1 exp(λ1t) + C2 exp(λ2t) + |M | exp(iφ) exp(iΩt)}. (14)

Na przyk lad w przypadku s labego t lumienia otrzymujemy

x(t) = exp(−bt)(A cos ω̃t+B sin ω̃t) +
f√

(ω2 − Ω2)2 + 4b2Ω2
cos(Ωt+ φ).

(15)
Po dostatecznie d lugim czasie drgania z czȩstościa̧ ω̃ zostaja̧ st lumione. Po-
zostaja̧ drgania o czȩstości wymuszaja̧cej Ω. Maksymalna̧ amplitudȩ drgań
otrzymuje siȩ przy czȩstości wymuszaja̧ej Ω =

√
ω2 − 2b2, co można stwierdzić,

szukaja̧c maksimum |M | jako funkcji Ω. Sta le C1,2 wyznacza siȩ z warunków
pocza̧tkowych, np. x(0) = x0, ẋ(0) = v0, co daje w ostatnim przypadku

x0 = A+
f√

(ω2 − Ω2)2 + 4b2Ω2
cos(φ), (16)

v0 = −bA+ ω̃B − f√
(ω2 − Ω2)2 + 4b2Ω2

sin(φ).

2 Ruch na ladowanej cza̧stki w sta lym polu

elektromagnetycznym (K)

Na cza̧stkȩ o masie m i  ladunku q dzia la si la Lorentza i równanie ruchu ma
postać

mr̈ = q(E + ṙ×B). (17)

2.1 Pola równoleg le

Skierujmy oba pola wzd luż osi z, tzn. E = (0, 0, E), B = (0, 0, B). Równania
ruchu przyjmuja̧ postać

mẍ = qẏB,

mÿ = −qẋB, (18)

mz̈ = qE.
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Trzecie równanie nie jest sprzȩżone w pierwszymi dwoma i można je  latwo
rozwia̧zać

ż =
qE

m
t+ C1,

z =
1

2

qE

m
t2 + C1t+ C2. (19)

Przy warunkach pocza̧tkowych z(t = 0) = z0, ˙z(t = 0) = v0z sta le można
wyznaczyć i rozwia̧zanie ma postać

z(t) =
1

2
qEt2 + v0zt+ z0. (20)

Jest to ruch jednostajnie przyspieszony.
Pozosta le równania sa̧ sprzȩżone; można je rozwia̧zać wprowadzaja̧c ze-

spolona̧ zmienna̧ η = x+ iy. Spe lnia ona równanie

η̈ + iωη̇ = 0, (21)

gdzie wprowadzono wielkość ω = qB
m

o mianie czȩstości. Równanie to można
dwukrotnie sca lkować

η̇ = C3 exp(−iωt),

η = iC3
1

ω
exp(−iωt) + C4. (22)

Zmienne x i y otrzymamy biora̧c odpowiednio czȩść rzeczywista̧ i urojona̧
zmiennej η

x =
1

ω
(−C ′′3 cosωt+ C ′3 sinωt) + C ′4,

y =
1

ω
(C ′3 cosωt+ C ′′3 sinωt) + C ′′4 , (23)

gdzie C3,4 ≡ C ′3,4 + iC ′′3,4. Rozwia̧zanie można napisać inaczej, wprowadzaja̧
sta le M = |C3|, φ = argC3,

x =
M

ω
sin(ωt− φ) + C ′4,

y =
M

ω
cos(ωt− φ) + C ′′4 . (24)

Jest to ruch po okrȩgu o promieniu M
ω

i środku w (C ′4, C
′′
4 ). Sta le wyznacza

siȩ z warunków pocza̧tkowych: x(0) = x0, ẋ(0) = v0x, y(0) = y0, ẏ(0) = v0y.
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2.2 Pola prostopad le

Skierujmy pole E wzd luż osi y, a pole B wzd luż osi z. Równania ruchu
przyjmuja̧ postać

mẍ = qẏB,

mÿ = qE − qẋB,
mz̈ = 0. (25)

Ruch w kierunku osi z jest wiȩc jednostajny: z = v0zt + z0. Wprowadźmy
znów zmienna̧ η = x+ iy. Otrzymamy równanie

η̈ + iωη̇ = iωγ, (26)

gdzie γ = E
B

. Podstawmy ξ = η̇. Otrzymamy

ξ̇ + iωξ = iωγ (27)

Podstawmy ξ − γ = u. Otrzymujemy

u̇− iωu = 0. (28)

Rozwia̧zaniem ostatniego równania jest u = C3 exp(−iωt) = M exp(−i(ωt−
φ), gdzie zapisano sta la̧ C3 za pomoca̧ amplitudy i fazy, Dla zmiennej η
otrzymuje siȩ

η̇ = γ +M exp(−i(ωt− φ)). (29)

Po sca lkowaniu dostajemy

η = γt+ i
M

ω
exp(−i(ωt− φ)), (30)

a dla czȩści rzeczywistej i urojonej otrzymujemy odpowiednio

x(t) = γt+
M

ω
sin(ωt− φ) + C ′4,

y(t) =
M

ω
cos(ωt− φ) + C ′′4 . (31)

Sta le otrzymujemy z warunków pocza̧tkowych. Na przyk lad w przypadku
x(0) = y(0) = ẋ(0) = ẏ(0) = 0 otrzymuje siȩ

x =
γ

ω
(ωt− sinωt),

y =
γ

ω
(1− cosωt). (32)
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Jest to równanie cykloidy, czyli krzywej, jaka̧ zatacza punkt na obwodzie
okrȩdu tocza̧cego siȩ bez poślizgu.

3 Spadanie z oporem ośrodka

Rozpatrzmy jednowymiarowy ruch w kierunku pionowym. Zak ladamy, że si la
oporu ośrodka jest liniowa̧ funkcja̧ prȩdkości. Równanie ruchu ma postać

mẍ = −mg − γẋ, (33)

lub
ẍ+ bẋ = −g, (34)

gdzie b = γ
m

jest wspó lczynnikiem oporu na jednostkȩ masy.
Poszukujemy najpierw rozwia̧zania równania jednorodnego. Podstaaw-

iaja̧c x(t) = exp(λt), dostajemy równanie

λ2 + bλ = 0, (35)

o rozwia̧zaniach λ1 = 0, λ2 = −b. Rozwia̧zanie szczególne równania niejed-
norodnego można zgadna̧ć jako x(t) = −g

b
t. Zatem rozwia̧zanie ogólne

pe lnego równania ma postać

x = C1 + C2 exp(−bt)− g

b
t. (36)

Niech x(0) = x0, ẋ(0) = v0. Wtedy

C1 + C2 = x0,

−bC2 −
g

b
= v0. (37)

Po wyliczeniu sta lych otrzymuje siȩ

x(t) = x0 + (v0 +
g

b
)
1

b
(1− exp(−bt))− g

b
t. (38)

Prȩdkość cia la wynosi

v(t) = (v0 +
g

b
) exp(−bt)− g

b
. (39)
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Po dostatecznie d lugim czasie cia lo spada ruchem jednostajnym z prȩdkościa̧
v = −g

b
. Przy rzucie w górȩ (v0 > 0), maksimum wysokości jest osia̧gane po

czasie τ , gdy

0 = (v0 +
g

b
) exp(−bτ)− g

b
. (40)

Czyli po czasie τ = 1
b

log(1 + bv0
g

).

4 Ruch punktu o zmiennej masie

Rozważmy rakietȩ (traktowana̧ jako punkt materialny), startuja̧ca̧ w górȩ.
Wyrzuca ona gaz z prȩkościa̧ wzglȩdna̧ w. Pȩd uk ladu przed wyrzuceniem
masy dm wynosi (m+dm)v. Po wyrzuceniu rakieta porusza siȩ z prȩdkościa̧
v + dv, a wyrzucony gaz - z prȩkościa̧ v + w (wszystko w uk ladzie Ziemi).
Bilans pȩdu ma wiȩc postać

m(v + dv) + dm(v + w)− (m+ dm)v = −mgdt (41)

co prowadzi do równania

dv

dt
+
w

m

dm

dt
= −g. (42)

Trzeba zadać funkcjȩ charakteryzuja̧ca̧ ubytek masy. Jeśli na przyk lad masa
odrzucana w jednostce czasu jest sta la, tzn. dm

dt
= −α = const, czyli m =

m0(1− αt), to równanie sprowadza siȩ do

dv

dt
− wα 1

m0 − αt
= −g. (43)

Ca lkowanie równania daje (log jest logarytmem naturalnym)

v(t) = −gt− w log(1− αt

m0

) + v0 (44)

i

x(t) = −1

2
gt2+v0t+

m0w

α
[(1− αt

m0

) log(1− αt

m0

)−(1− αt

m0

)]+
m0w

α
+x0. (45)

7



5 Modyfikacja ruchu cza̧stki w s labym polu

magnetycznym

Wiadomo, że w uk ladzie U ruch cza̧stki na ladowanej pod wp lywem si ly F jest
opisany równaniem ma = F. Okazuje siȩ że po w la̧czeniu sta lego pola mag-
netycznego ruch jest w przybliżeniu taki sam w uk ladzie U ′ obracaja̧cym siȩ
wzglȩdem U z odpowiednio dobrana̧ prȩdkościa̧ ka̧towa̧. Można to wykazać
w sposób nastȩpuja̧cy.

W uk ladzie U ruch cza̧stki opisany jest równaniem

ma = F + qv ×B, (46)

Weźmy uk lad U ′ obracaja̧cy siȩ ze sta la̧ prȩdkościa̧ ka̧towa̧ ~ω. Wyrażaja̧c
prȩdkość i przyspieszenie w U przez wielkości w U ′ otrzymujemy

m[a′ + 2~ω × v′ + ~ω × (~ω × r′)] = F + q(v′ + ~ω × r′)×B. (47)

Dobierzmy ~ω tak, aby znios ly siȩ wyrazy zawieraja̧ce v′

2m~ω × v′ = qv′ ×B, (48)

tzn. ~ω = − q
2m

B. W uk ladzie U ′ spe lnione jest wiȩc równanie

ma′ = F− q2

4m
(B× r′)×B. (49)

Jeśli pole magnetyczne jest s labe, to ostatni wyraz drugiego stopnia wzglȩdem
B jest do pominiȩcia; wtedy równanie ruchu jest takie samo, jak w uk ladzie
U bez pola magnetycznego.

6 Wahad lo Foucaulta

Wahad la bȩda̧ dyskutowane w dalszej czȩści wyk ladu. Tu chodzi tylko o
jeden aspekt wahad la matematycznego w przybliżeniu ma lych drgań.

Rozważmy najpierw wahad lo matematyczne w uk ladzie inercjalnym. Oś
z wyznacza pion. Jeśli drgania zachodza̧ tylko w plaszczyźnie (xz), a φ jest
ka̧tem odchylenia od pionu, to x = l sinφ, z = l cosφ, gdzie l jest d lugościa̧
nici. Na punkt materialny dzia la si la ciȩżkości skierowana wzd luż osi z oraz
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si la reakcji nici, skierowana wzd luż nici, o wartości R = mg cosφ + mv2

l
.

Równania ruchu maja̧ postać

mẍ = −R sinφ = −(mg cosφ+
mv2

l
) sinφ,

mz̈ = −mg +R cosφ = −mg + (mg cosφ+
mv2

l
)cosφ. (50)

W przybliżeniu ma lych drgań pozostaja̧ tylko wyrazy pierwszego rzȩdu ze
wzglȩdu na potȩgȩ po lożeń i prȩdkości, sinφ ≈ φ, cosφ ≈ 1, v2 ≈ 0. Ruch
w kierunku x jest opisany równaniem ẍ = −ω2x, gdzie ω2 = g

l
, a ruch w

kierunku z nie zachodzi w pierwszym rzȩdzie przybliżenia. Jeśli ruch może
zachodzić także w kierunku y, równania ruchu maja̧ postać

ẍ = −ω2x,

ÿ = −ω2y. (51)

Weźmy wahad lo znajduja̧ce siȩ na szerokości geograficznej θ i opiszmy ruch
w uk ladzie U ′, zaczepionym w punkcie zawieszenia wahad la. Zorientujmy
uk lad tak, aby sk ladowe prȩdkości ka̧towej ruchu wirowego Ziemi by ly ~Ω =
(Ω cos θ, 0,Ωz′ ≡ Ω sin θ). Równanie ruch ma postać

mr̈′ = −mω2r′ − 2m~Ω× v′, (52)

czyli

ẍ′ = −ω2x′ + 2Ωz′ ẏ′,

ÿ′ = −ω2y′ − 2Ωz′ẋ′. (53)

Wprowadzja̧c zmienna̧ η = x′ + iy′ i dodaja̧c pierwsze z równań do drugiego
pomnożonego przez i otrzymujemy

η̈ + ω2η + 2iΩz′ η̇ = 0. (54)

Przyjȩcie rozwia̧zania w postacji exp(λt) prowadzi do równania na λ

λ2 + 2iΩz′λ+ ω2 = 0, (55)

i jego pierwiastków

λ1,2 = −iΩz′ ± i
√
ω2 + Ω2

z′ ≡ −iΩz′ ± iω̃. (56)
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Rozwia̧zanie ogólne daje siȩ zapisać jako

η = C1 exp(λ1t) + C2 exp(λ2t) ≡ exp(−iΩz′t)(A1 cos ω̃t+ A2 sin ω̃t), (57)

gdzie A1,2 ≡ A′1,2 + iA′′1,2 sa̧ zespolonymi sta lymi. Rozwia̧zania w zmiennych
(x′, y′) otrzymamy bioraa̧c odpowiednio czȩść rzeczywista̧ i urojona̧

x′(t) = cos Ωz′t(A
′
1 cos ω̃t+ A′2 sin ω̃t) + sin Ωz′t(A

′′
1 cos ω̃t+ A′′2 sin ω̃t),

y′(t) = − sin Ωz′t(A
′
1 cos ω̃t+ A′2 sin ω̃t) + cos Ωz′t(A

′′
1 cos ω̃t+ A′′2 sin ω̃t).(58)

Przy warunkach pocza̧tkowych x′(0) = x′0, y′(0) = ẋ′(0) = ẏ′(0) = 0, otrzy-
muje siȩ w szczgólności

x′(t) = cos Ωz′tx
′
0 cos ω̃t+ sin Ωz′t

Ωz′

ω̃
x′0 sin ω̃t,

y′(t) = − sin Ωz′tx
′
0 cos ω̃t+ cos Ωz′t

Ωz′

ω̃
x′0 sin ω̃t. (59)

Inaczej (
x′(t)
y′(t)

)
=

(
cos Ωz′t sin Ωz′t
− sin Ωz′t cos Ωz′t

)(
x′(0) cos ω̃t

x′(0)Ωz′
ω̃

sin ω̃t

)
. (60)

Jest to równanie elipsy obracaja̧cej siȩ z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ Ωz′ . Na biegu-
nie prȩdkość ta wynosi 2π

24h
, na równiku spada do zera.
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