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1 Wyznaczanie pól wektorowych z ich źróde l

1.1 Istnienie i jednoznaczność rozwia̧zań

Niech pole wektorowe F spe lnia równania z danymi źród lami A i α

∇× F(r = A(r),

∇F(r) = α(r) (1)

w skończonym, jednospójnym obszarze V , ograniczonym powierzchnia̧ zamkniȩta̧
S. Niech dane sa̧ sk ladowe normalne pola nF na powierzchni S, gdzie
n jest wektorem jednostkowym prostopad lym do powierzchni. Przy tych
za lożeniach źród la A i α wyznaczaja̧ jednoznacznie pole F.

Dla dowodu nie wprost za lóżmy, że dwa różne pola Fj, j = 1, 2, spe lniaja̧
równania (1) i maja̧ te same sk ladowe normalne na powierzchni S. Oznaczmy
G = F1 − F2. Wtedy pole G spe lnia równania

∇×G(r) = 0,

∇G(r) = 0 (2)

oraz nG = 0 na powierzchni S.
Ponieważ rotacja G jest ’̊owna zero, pole to jest gradientem pewnego pola

skalarnego χ, czyli G = ∇χ. Sta̧d ∇G = ∇(∇χ) = ∇2χ = 0.
Rozważmy wyrażenie∮

S
χGdS =

∮
S
χ(∇χ)dS =

∫
V
∇[χ(∇χ)]dV =∫

V
[(∇χ)2 + χ∇2χ]dV =

∫
V

G2dV, (3)

gdzie zamieniono ca lkȩ powierzchniowa̧ na objȩtościowa̧ oraz podzia lano op-
eratorem∇ na iloczyn. Lewa strona jest równa

∮
S χGndS = 0, gdyż sk ladowa
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normalna wektora G na powierzchni S zeruje siȩ. Zerowanie siȩ prawej strony
jako ca lki z funkcji nieujemnej oznacza, że G2 = 0, czyli G = 0, a wiȩc
rozwia̧zania F1 i F2 sa̧ identyczne.

Twierdzenie to można przeformu lować odsuwaja̧c powierzchniȩ S do nieskończoności;
V jest wtedy ca la̧ przestrzenia̧ trójwymiarowa̧. Zamiast za lożenia o znikaniu
sk ladowej normalnej pola na powierzchni S trzeba za lożyć, że pole F zmierza
w nieskończoności do zera wystarczaja̧co szybko (wystarczy jak 1

r2
).

1.2 Funkcja Greena

Zbadajmy wyrażenie

∇21

r
. (4)

Wykonuja̧c różniczkowania otrzymuje siȩ

∇21

r
= ∇(∇1

r
) = ∇−r

r3
= − 1

r3
∇r− r

−3

r4
r

r
=
−3

r3
+

3

r3
= 0. (5)

W punkcie r = 0 funkcja nie jest określona. Można jej nadać sens, badaja̧c jej
zachowanie pod ca lka̧ po ca lej przestrzeni i dopuszczaja̧ s luszność twierzdzenia
Gaussa∫

V
∇21

r
dV =

∮
S
∇1

r
dS =

∮
S

−r

r3
r

r
r2dΩ = −4π = −4π

∫
V
δ(r)dV, (6)

gdzie wprowadzono wspó lrzȩdne sferyczne i wyca lkowano po pe lnym ka̧cie
bry lowym Ω = 4π.

Badane wyrażenie ma wiȩc w lasność delty Diraca

∇2−1

4π

1

r
= δ(r), (7)

albo ogólniej

∇2
r

−1

4π

1

|r− r′|
= δ(r− r′). (8)

Funkcje spe lniaja̧ce równanie takie, że jakís operator dzia laja̧c na taka̧ funkcjȩ
daje deltȩ Diraca, nazywaja̧ siȩ funkcjami Greena.

Przyk ladowo rozwia̧zanie równania Poissona

∇2f(r) = g(r) (9)
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z danym źród lem g można napisać

f(r) =
−1

4π

∫
V

1

|r− r′|
g(r′)d3r′ + f0(r), (10)

gdzie f0 jest rozwia̧zaniem równania jednorodnego (Laplace’a) ∇2f0 = 0.
Sprawdźmy

∇2f(r) = ∇2−1

4π

∫
V

1

|r− r′|
g(r′)d3r′ =

∫
V
δ(r− r′)g(r′)d3r′ = g(r). (11)

Podobnie można napisać rozwia̧zanie równania dla funkcji wektorowej.

1.3 Rozk lad pola wektorowego na czȩści bezwirowa̧ i
bezźród lowa̧

Niech pole F spe lnia równania

∇× F(r = A(r),

∇F(r) = α(r), (12)

gdzie źród la A i α znikaja̧ w nieskończoności. Pole F można roz lożyć na
czȩść bezwirowa̧ F1 i cza̧ść bezźród lowa̧, tzn. takie że

∇× F1 = 0, ∇F1 = α,

∇× F2 = A, ∇F2 = 0. (13)

Pola F1 i F2 określone sa̧ jednoznacznie.
Pierwsze z równań można rozwia̧zać dzia laja̧c dywergencjȩ obu stron

drugiego z ró’wnań, czyli pisza̧c

∇(∇F1) = ∇2F1 = ∇α (14)

i rozwia̧zanie

F1(r) =
−1

4π

∫
V

1

|r− r′|
∇r′α(r′)d3r′, (15)

gdzie rozwia̧zanie równania jednorodnego pominiȩto, gdyż dla źród la α = 0
pole F1 = 0.
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Drugie z równań można rozwia̧zać biora̧c rotacjȩ obu stron trzeciego z
równań

∇× (∇× F2) ≡ ∇(∇F2)−∇2F2 = −∇2F2 = ∇×A, (16)

gdzie skorzystano z tożasamości dla podwójnego iloczynu wektorowego oraz
z zerowania siȩ dywergencji pola F2. Rozwia̧zanie daje siȩ napisać jako

F2(r) =
1

4π

∫
V

1

|r− r′|
[∇r′ ×A(r′)]d3r′, (17)

gdzie znów opuszczono rozwia̧zanie równania jednorodnego.
Pozostaje sprawdzić, czy rzeczywíscie rotacja pola F1 i dywergencja pola

F2 siȩ zeruja̧. Obliczmy

∇r × F1(r) = ∇r
−1

4π

∫
V

1

|r− r′|
∇r′α(r′)d3r′ =

−1

4π

∫
V

[∇r
1

|r− r′|
]×∇r′α(r′)d3r′ =

1

4π

∫
V

[∇r′
1

|r− r′|
]×∇r′α(r′)d3r′ = (18)

1

4π

∫
V
{∇r′ × [

1

|r− r′|
∇r′α(r′)]− 1

|r− r′|
∇r′ ×∇r′α(r′)}d3r′ =

− 1

4π

∮
S

1

|r− r′|
∇r′α(r′)× dS′ = 0, (19)

gdzie kolejno zamieniono różniczkowanie funkcji 1
|r−r′| wzglȩdem r na różniczkowanie

wzglȩdem r′ (ze zmiana̧ znaku), skorzystano z tożsamości (∇f) × a =
∇×(fa)−f∇×a dla dowolnego skalara f i dowolnego wektora a, wykorzys-
tano fakt, że rotacja gradientu pola skalarnego jest równa zero, zamieniono
ca lkȩ objȩtościowa̧ na powierzchniowa̧ wed lug relacji

∫
V ∇×adV = −

∮
a×dS

oraz skorzystano z zerowania siȩ źród la α i jego pochodnych na nieskończonej
powierzchni.

Podobnie oblicza siȩ dywergencjȩ F2

∇rF2(r) = ∇r
1

4π

∫
V

1

|r− r′|
[∇r′ ×A(r′)]d3r′ =

1

4π

∫
V
∇r

1

|r− r′|
[∇r′ ×A(r′)]d3r′

−1

4π

∫
V

[∇r′
1

|r− r′|
][∇r′ ×A(r′)]d3r′ = (20)

−1

4π

∫
V
{∇r′ [

1

|r− r′|
∇r′ ×A(r′)]− 1

|r− r′|
∇r′∇r′ ×A(r′)}d3r′ =

−1

4π

∮ 1

|r− r′|
∇r′ ×A(r′)dS′ = 0, (21)
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gdzie skorzystano z tożsamości (∇f)a = ∇(fa) − f∇a, z zerowania siȩ
dywergencji z rotacji pola wektorowego, zamieniono ca lkȩ objȩtościowa̧ na
powierzchniowa̧ oraz skorzystano z zerowania siȩ źród la A i jego pochodnych
na nieskończonej powierzchni.
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