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1 Wyznaczanie pél wektorowych z ich zrédet

1.1 Istnienie i jednoznacznos$¢ rozwiazan

Niech pole wektorowe F spelnia rownania z danymi Zrédtami A i «

V x F(r = A(r),
VF(r) = a(r) (1)

w skoniczonym, jednospdjnym obszarze V', ograniczonym powierzchnia zamknieta
S. Niech dane sa skladowe normalne pola nF na powierzchni S, gdzie
n jest wektorem jednostkowym prostopadlym do powierzchni. Przy tych
zalozeniach 7zrédla A i a wyznaczaja jednoznacznie pole F.

Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze dwa rézne pola F;, j = 1,2, spelniaja
réwnania (1) i maja te same sktadowe normalne na powierzchni S. Oznaczmy
G =F; — F,. Wtedy pole G spetnia réwnania

V x G(r) =0,
VG(r) =0 (2)

oraz nG = 0 na powierzchni S.
Poniewaz rotacja G jest 'owna zero, pole to jest gradientem pewnego pola
skalarnego , czyli G = Vy. Stad VG = V(Vy) = V2 = 0.

Rozwazmy wyrazenie
§.xGas = § x(Vxas = [ V(vlav =
L1902 +xvidav = [ Gav, (3)
v v

gdzie zamieniono calke powierzchniowa na objeto$ciowa oraz podziatano op-
eratorem V nailoczyn. Lewa strona jest réwna ¢ xGndS = 0, gdyz skltadowa
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normalna wektora G na powierzchni S zeruje si¢. Zerowanie si¢ prawej strony
jako calki z funkcji nieujemnej oznacza, ze G? = 0, czyli G = 0, a wiec
rozwiazania Fq i Fy sa identyczne.

Twierdzenie to mozna przeformutowac¢ odsuwajac powierzchnie S do nieskonczonosci;
V jest wtedy cala przestrzenia trojwymiarowa. Zamiast zatozenia o znikaniu
skladowej normalnej pola na powierzchni S trzeba zalozy¢, ze pole F zmierza
w nieskoriczonosci do zera wystarczajaco szybko (wystarczy jak ).

1.2 Funkcja Greena
Zbadajmy wyrazenie
1
V2. (4)

r
Wykonujac rézniczkowania otrzymuje sie

1 1 -
Vi =V(V)=Vog = gVror o= g D=0, (5)

W punkcie r = 0 funkcja nie jest okreslona. Mozna jej nadac sens, badajac jej
zachowanie pod calka po catej przestrzenii dopuszczaja shusznosé twierzdzenia
Gaussa

1 1 -
/ V2SdV = jq{ V-dS = § 5240 = 47 = —477/ 5(r)dv,  (6)
\%4 T S T S rr |4

gdzie wprowadzono wspohrzedne sferyczne i wycatkowano po pelnym kacie
brytowym 2 = 4m.
Badane wyrazenie ma wiec wiasnos¢ delty Diraca

—-11
27— s
\Y ir d(r), (7)
albo ogolniej
-1 1
2__ =0(r—1').
e - ) 0

Funkcje spelniajace rownanie takie, ze jakis operator dzialajac na taka funkcje
daje delte Diraca, nazywaja sie funkcjami Greena.
Przykladowo rozwiazanie réwnania Poissona

Vif(r) = g(r) (9)
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z danym zrédlem g mozna napisac

)’ + fo(r), (10)

|1“ /I

gdzie fy jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego (Laplace’a) V2 f; = 0.
Sprawdzmy

v2

r)d? ':/Va(r—r')g(r')d%':g(r). (11)

vr— I“’|

Podobnie mozna napisa¢ rozwiazanie réwnania dla funkcji wektorowej.

1.3 Rozklad pola wektorowego na czesci bezwirowa i
bezzrédlowa

Niech pole F speinia réwnania
V xF(r = A(r),
VF(r) = a(r), (12)

gdzie zrédla A i a znikaja w nieskoniczonosci. Pole F mozna rozlozy¢ na
czesé bezwirowa F1 i czasé bezzrodlowa, tzn. takie ze

VXF1:O, VFleé,
VXF2:A7 VFQZO (13)

Pola F; i Fy okreslone sa jednoznacznie.
Pierwsze z réwnan mozna rozwiaza¢ dzialajac dywergencje obu stron
drugiego z ré’wnan, czyli piszac

V(VFl) = V2F1 =Va (14)
1 rozwigzanie
/ |r ——Vwa(r (") d*r, (15)

gdzie rozwiazanie réwnania Jednorodnego pomml@to, gdyz dla zrodta oo = 0
pole F{ = 0.



Drugie z rownan mozna rozwiaza¢ biorac rotacje obu stron trzeciego z
rownan

V x (V x Fy) = V(VF,) — V2F, = —V2F, = V x A, (16)

gdzie skorzystano z tozasamosci dla podwdjnego iloczynu wektorowego oraz
z zerowania si¢ dywergencji pola Fy. Rozwiazanie daje si¢ napisac jako

1 1
F :—/7Vr/xA’d3’, 17
o) = g [ g Ve < AW (7)
gdzie znéw opuszczono rozwiazanie rownania jednorodnego.

Pozostaje sprawdzi¢, czy rzeczywiscie rotacja pola F i dywergencja pola
F, si¢ zeruja. Obliczmy

47

—1 1 —1 1
Vr X F1<I') = Vrﬂ /V WVﬂO&(I")d:}’r/ - _ /V[vri] X vr/a(r/>d37‘/ =

v —r'|

1 1
- vr’i vr’ ! d3 "= 18
1 L) X Vral) (18)
L / (Ve x [Lv ()] = Ve x Vaa(r)}d =
4 ’ r| T r—r/] " )
AV dS' =0 19
4 7{ |r o(r’) ’ (19)
gdzie kolejno zamieniono rézniczkowanie funkCJl ’| wzgledem r na rézniczkowanie
wzgledem 1’ (ze zmiang znaku), skorzystano z tozsamosci  (V f) x
V x (fa)— fV x a dla dowolnego skalara f i dowolnego wektora a, wykorzys—
tano fakt, ze rotacja gradientu pola skalarnego jest réwna zero, zamieniono
calke objetosciowa na powierzchniowa wedtug relacji [, VxadV = — § axdS
oraz skorzystano z zerowania sie zrodta « i jego pochodnych na nieskonczonej
powierzchni.
Podobnie oblicza sie dywergencj@ F,
1 1
F / o A / d3 /: 7/ . o A / d3 /
V. Fy( 47r |r— x A(r')]|d°r gy Vvi‘r_r,‘[v x A(r')|d"r
-1 1
_— YT r A ! d3 /: 20
47r/[v |r_r,|nv x <r>1 r (20)
1
/ { V X A( )] |r — r/’Vr/Vr/ X A(r/)}d3r/ =
— Ve x A(r)dS =0, 21
47r?{|r—r’| X Alr) (21)



gdzie skorzystano z tozsamosci (Vfla = V(fa) — fVa, z zerowania sie
dywergencji z rotacji pola wektorowego, zamieniono catke objetosciowa na
powierzchniowa oraz skorzystano z zerowania sie zrédia A i jego pochodnych
na nieskonczonej powierzchni.



