Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.14

1 Mechanika osrodkéow ciaglych 2

1.1 Teoria wirdéw

Rozwazmy dwa punkty P i P, i laczacy je tuk C' wewnatrz osrodka. Luk
jest unoszony przez osrodek. Prad jest dany calka krzywoliniowa

/Cvdr (1)

Pochodna $ledcza pradu mozna obliczy¢ przechodzac do opisu Lagrange’a i z
powrotem, przy czym zalozmy, ze wzdtuz krzywej C' zmienia sie tylko jeden
trzech parametréw, np a (w przedziale (a1, as)). Mozna napisaé

D/Vdr—a a2v£da—g CL2v@ a = az[afvﬁ—i-va% |da =
Dt Jc S OtJa da OtJa, Oa  Ja "0t Oa 0adt B
a2 Qv Or a2 Jv Dv a2z 0 1
v / Nia= [ 2V 9 Vda = 2
o 0t0a™ ) Yo" T Je e ™ T ) 9a2v ™ (2)
Dv 1 1
DT VR T VA

Jesli odrodek jest idealny, sily objetosciowe - zachowawcze i spelnione jest
rownanie fizyczne, to mozna skorzystaé¢ z réwnania Eulera w postaci

Dv
i —V(Q+ P) (3)

i napisac

2 2

Udowodniony wniosek nosi nazwe I twierdzenia lorda Kelvina: pochodna
sledcza pradu po tuku unoszonym przez osrodek, przy zachowawczych sitach

D 1 1 1
Dy /Cvdr = — /CV(Q + P)dr+ =vy, — -vp = (§V2 -0 P)gf. (4)
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objetosciowych i obowiazujacym réwnaniu fizycznym, zalezy tylko od punktow
koncowych tuku.

Prad po krzywej zamknietej nosi nazwe krazenia (cyrkulacji). W tym
przypadku otrzymuje si¢ II twierdzenie lorda Kelvina

Ds fvdr = —dr (5)

a przy zalozeniach o idealnosci osrodka, potencjalnosci sit objetosciowych i
obowiazywaniu rownania fizycznego

Dt]?vdr—fv —Q - P)d /VxVQ+P)dS—O (6)

Whioskiem z powyzszego jest twierdzenie Lagrange’a: Przy tych zalozeniach,
jesli krazenie po jakim$ obwodzie byto réwna zero w pewnej chwili, to takim
pozostanie.

Jesli krazenie po wszystkich krzywych zamknietych C' znika w obszarze
jednospdjnym, to

/vadS:j{vdrzo, (7)
S C

gdzie S jest dowolna powierzchnia rozpieta na krzywej C, to V x v =0 i
ruch jest potencjalny.

1.2 Twierdzenie Helmholtza

Linia wirowa jest to linia styczna w kazdym punkcie do wektora wiru & =
V x v. Jej réwnanie mozna napisa¢ jako

— = \dJ, 8
0 (8)
gdzie p jest parametrem. Linie wirowe przechodzace przez krzywa zamknieta
tworza rurke wirowa, a rurka ta ogranicza struge wirowa.
Natezenie strugi wirowej jest krazeniem pola predkosci wzdiuz krzywej
lezacej na powierzchni bocznej strugi

R:fvdr:/vadsz/cvds. 9)
C S S



I twierdzenie Helmholtza mowi, ze natezenie strugi wirowej jest jednakowe
wzdluz strugi, tzn. nie zalezy od wyboru krzywej C.

Dla dowodu rozwazmy dwie krzywe zamknigte C; i Cs opasujace struge i
krzywa C}3 taczaca jakis punkt na C z jakim$ punktem na Cy. WezZmy krzywa
zamknieta skladajaca sie z Cy, C3, —Cy i —C3 (minus oznacza przeciwng
orientacje krzywej).

Calka

f vdr = / ¥ x vdS = 0, (10)
C1+C3—-Cy—C3 S

poniewaz S jest powierzchnia boczna strugi wirowej, tzn. wektor & = Vv
jest do niej styczny, a kierunek wektora dS jest do niej normalny. Wklady
od C3 i —C}5 sie znosza. Stad

]{ vdr:]{ vdr. (11)
o Cs

Jesli krzywe C) 1 Cy sie przecinaja, to mozna znalezé inna krzywa Cy nie
przecinajaca sie z zadna z nich i krazenia po C4 i po Cy sa réwne krazeniu
po Cy, a wiec sa rowne sobie.

Twierdzenie to nie wymaga specjalnych zatozen dotyczacych osrodka i
obowiazuje nawet dla osrodkow nieidealnych.

IT twierdzenie Helmholtza dotyczy osrodkéw idealnych, z potencjalnymi
sitami objetosciowymi i z obowiazujacym réwnaniem fizycznym p = p(p).
Mowi ono, ze natezenie strugi wirowej nie zmienia si¢ podczas przemieszcza-
nia sie krzywej wraz z osrodkiem.

Dowéd wynika z twierdzenia Kelvina, gdyz przy zalozeniach o potenc-
jalnodci sit objetosciowych i o obowiazywaniu réwnania fizycznego

D
_o 12
Dtj{chr 0 (12)

1.3 Rownanie Helmholtza

Réwnanie Helmholtza jest réwnaniem réozniczkowym dla pola wirdéw.
Punktem wyjscia jest réwnanie Eulera, w ktérym uzyto wyprowadzonej
wcezesniej tozsamosci

;Vv2 =vx (VXV)+ (vV)v. (13)



Roéwnanie Eulera przyjmuje postac

0 1 1
a:+2VV2—V><(V><V):F—pr. (14)
Biorac rotacje obu stron otrzymuje sie
o] 1
%—FVX(J}XV):VXF—VX—V]), (15)
p

gdyz V x Vv? = 0.
Podwdjny iloczyn wektorowy mozna rozpisaé (wyraz podkreslony jest
traktowany jako stala przy rézniczkowaniu)
VX (@xv)=VXx(@dxv)+VXx([@dxy)= (16)
WGVv — (GV)v — vVd + (vV)d,
przy czym Vi = 0 (jako dywergencja rotacji). Badane réwnanie sprowadza
sie do postaci
0w oL - 1
5T (VV)d 4+ &Vv — (WV)v=V xF -V x ;Vp. (17)

Jedli sity objetosciowe sa potencjalne i obowiazuje rownanie fizyczne, prawa
strona ostatniego rownania znika, gdyz

VF = -V xVQ =0, (18)
1
Vx;Vp:VxVP:O.

(19)
Wprowadzajac pochodna sledcza otrzymujemy rownanie Helmholtza
DG
ﬁj LGV — (GV)v = 0. (20)
Korzystajac z réwnania ciaglosci
Dp
g =0 21
o TPV (21)
mozna napisa¢ rownanie Helmholtza jako
D& —1Dp
o= ((GV)v=0 22
Dt "9 D (GV)v (22)
lub DG N
W W
—— = (=V)v. 23
iy =GV (23)



1.4 Linia wirowa przemieszcza sie razem z czastkami

osrodka
Réwnanie linii wirowej r = r(u) ma postaé
d
D\, (24)
dp

gdzie p jest parametrem, a A wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
Niech dwie czastki o polozeniach r i r + dr leza na linii wirowej. Wtedy

dr = WAdp. Wprowadzmy pomocnicze oznaczenie Ady = %, czyli

€
dr = —d. (25)
P
Po czasie dt czastki znajda sie w potozeniach
r+v(r)dt i r+dr+v(r+dr)dt. (26)
Wektor taczacy czastki ma wiec postac
dr' = dr + [v(r + dr)dt — v(r)dt] = dr + (drV)vdt. (27)
Zachodzi wiec
€ €
dr' = —@ + dt(-&dV)v (28)
P P
Po skorzystaniu z rownania Helmholtza otrzymuje sie
W D&
dr' = e[— + dt——]. 29
r' = e PREOT p] (29)

w chwili ¢t + dt 1 mozna

o &

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest funkcja

je oznaczy¢ jako “;—,/. zachodzi wiec
—/
= d'Ndp, (30)

dr' = eﬁl =
p

< = Ndu.

gdzie stala proporcjonalnosci oznaczono jako
Wektor dr’ okreslajacy wzgledne polozenie rozwazanych czastek lezy za-

tem na tej samej linii wirowe;j.



1.5 Powstawanie wiréw

Aby powstal wir, musi zosta¢ uchylone przynajmniej jedno z zalozen: albo
nie obowiazuje rownanie fizyczne w zalozonej wyzej postaci albo istnieja sity
objetosciowe niepotencjalne.

Réwnania dla krazenia predkosci mozna napisa¢ uogélniajac réwnanie (6)

D D 1
= d:f——d:de— ~ Vpdr, 1
Dtji*vr > ppvar=¢ Fdr Cprr (31)

gdzie wprowadzenie pochodnej sledczej pod catke uzasadniono wyzej i sko-
rzystano w réwnania Fulera.
W pierwszym przypadku pozostaje

D D 1 dp
= d:f——d:— - dz—f—:—fd, 32
thcvr c Dt " va]?r cp cr (32)

gdzie wprowadzono objetos¢ wlasciwa v = %. Calke §.vdp wygodnie jest

scharakteryzowaé, rozwazajac powierzchnie izobaryczne p = const i izosteryczne
v = const. W przypadku, gdy obowiazywaloby rownanie fizyczne, powierzch-
nie te pokrywatyby sie; w ogélnym przypadku przecinaja sie. Dwie powierzch-
nie izobaryczne odpowiadajace ci$nieniom rézniacym sie o jednostke « i
dwie powierzchnie izosteryczne rézniace si¢ o jedostke S wyznaczaja rurke
izobaryczno-izosteryczna (prostokatna).

Rozwazmy krzywa na powierzchni rurki; jej orientacje przyjmijmy, tak
aby byla zgodna z kierunkiem kata wypuklego miedzy Vp i Vv. Calka po
dodatnim obwodzie sktada sie jest suma catek po czterach odcinkach o stalych
p lub v. Odcinki o statych p nie daja wktadu do calki, bo dp = 0. Na jednym
z odcinkéw v = 13, a [dp = «a, na drugim v = 18 + 8, a [dp = —a.
Calka po zamknietej krzywej wynosi wiec —«af. Zmiana orientacji krzywej
powoduje zmiane znaku.

Calka obejmujaca N, krzywych o orientacji dodatniej i N_ krzywych
o orientacji ujemnej ma warto$¢ —(N, — N_)af. Jesdli krzywa przebiega
miedzy rurkami o niecatkowitych wielokrotnosciach av i 3, to liczby Ni nie
sa caltkowite.

Mozna napisaé ostatecznie

ll?)t %Cvdr =af(Ny— N_). (33)
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Ostatni wynik nazywa sie twierdzeniem Bjerknesa: pochodna $ledcza krazenia
predkosci po obwodzie unoszonym przez osrodek jest rowna roznicy liczby
rurek dodatnich i ujemnych jednostkowych rurek izobaryczno-izosterycznych
(w jednostkach af3).

Przyktadem wiru tak wytworzonego jest ruch powietrza na granicy ladu
o morza (bryza). Rano lad nagrzewa sie szybciej i powietrze nad ladem ma
mniejsza gestosé, czyli wieksza objetos¢ wlasciwa. O ile izobary sa w dobrym
przyblizeniu poziome, o tyle izostery przy przejsci z ladu na morze wyginaja
sie ku gérze. Wektor Vp skierowany jest pionowo w dét, wektor Vv - w gére
w kierunku ladu. Dodatnia orientacja krzywej to od morza do ladu na matej
wysokosci i od ladu do morza na duzej wysokosci i tak wieje wiatr.

Na podobnej zasadzie powstaja wiry w morzu w wyniku réznic w zasole-
niu; izobary sa poziome, a izostery - ukosne.

Przykladem wiréw powodowanych przez sity niepotencjalne sa cyrkulacje
powietrza powstajace w wyniku sity Coriolisa. Zachodzi F = 2&, x v, gdzie
Wy jest predkoscia katowa ruchu wirowego Ziemi, i w konsekwencji

D D
- = ¢ — = — j, ) 4
D %jvdr 740 DtVdr fé}sz X vdr (34)

Wezmy przykiad: niech na pétkuli pétnocnej wiatr wieje na péinoc. Niech w
naszym ukladzie wektor wy skierowany bedzie w gore. Wektor v skierowany
jest stycznie do powierzchni Ziemi ku pélocy w gore. Wektor —d x v
skierowany jest za ptaszczyzne rysunku. Jesli skierujemy wektor dr za plaszczyzne
rysunku, wklad —20 x v do calki bedzie dodatni. Tworzy sie zatem wir obra-
cajacy masy powietrza w prawo.

2 Uogoblnienie dla osrodkéw nieidealnych

W osrodkach nieidealnych wystepuja takze sily powierzchniowe styczne do
powierzchni. By je uwzgledni¢, napiszmy najpierw réwnanie Eulera dla
sktadowej 7 predkosci
D, dp 0
— =pF; — — = pF; + —(—pdi1), 35
th PL oz, p]+8xk( POjk) (35)
gdzie sztucznie wprowadzono sumowanie po podwdjnie powtarzajacym sie
wskazniku k. Dla osrodkéow idealnych uogdlnienie polega na dodaniu do
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s /
diagonalnego tensora —pd;x tensora o’

Dv] dp

0
P i —PFj—aixJ (=pdji + 0p), (36)

= pF;
'0+8

(x1,m9,23) = (7,y,2) ). Skladowa j sily powierzchniowej dzialajaca na ele-
ment o objetosci V' wynosi

a / /
/V G (PO + 03V = ?{S (=pSji + 0%, )dSk (37)

Sens tensora o7 jest wige taki, ze jest to sktadowa j sity stycznej dziatajacej
na jednostke powierzchni prostopadlej do kierunku &.

Tensor ¢’ musi by¢ zwiazany z predkoscia; dla niewielkich predkosci
powinien od niej zaleze¢ liniowo. Jesli predkos¢ wszystkich warstw osrodka
bylaby stata, nie ma efektu lepkosci. Sity te powinny wiec zaleze¢ od pochod-
nych predkosci, w najprostszym przypadku od pierwszych pochodnych & L

Dodatkowo efekt lepkosci nie powinien wystapic¢ prz obrocie osrodka Jako
catodci, tzn. gdy predko$¢ w punkcie r ma posta¢ v = & X r, gdzie & jest
staly. To narzuca warunek na tensor o', ktéry najwygodniej otrzymac piszac
iloczyn wektorowy jako

(W XT)j = €jiswiTs, (38)

gdzie tensor € jest zdefiniowany tak, Ze €193 = 1 oraz €, = —€ji = —€ipj =

—egji; gdy jakis indeks si¢ powtarza, element tensora jest rowny zero. Pochodna
dv; 9
87952 — Oz
sposoby:

1. jako &~ Wi — ¢y = 0,

8 av
2. jako 3% ”’“ (%i = (€gij + €jik)wi = 0;

zZ taklch wyrazc’)w nalezy skonstruowaé tensor o', ktéry zapisuje sie zwykle
jako

€jisWiTs = €jipw;. Wyraz rowny zero mozna otrzymac na dwa

Ov; Oy, 28115 v,
e O, 30w, TG, (39)

Réwnanie ruchu, znane jako réwnanie Naviera-Stokesa, przyblera wiec postaé

¢, 8“5] (40)

ij:n(

D, dp 0 ov;  Ov, 2 8115
— F _
Tt R o UL el o




lub w zapisie wektorowym

Dv

1

Wspélezynniki 1 i £ sa wspdlezynnikami lepkosci. Dla cieczy niescisliwej
Vv = 0 i wystarczy jeden wspdlczynnik 7.

3 Ruch falowy

3.1 Rownanie falowe

Réwnaniem falowym dla pola skalarnego f(r,t) nazywamy réwnanie

1 0%f
Vif— ——= =0, 42
f= %50 (42)
gdzie ¢ jest stala majaca sens predkosci. Dla pola wektorowego rownanie jest
analogiczne.
Réwnaniem falowym w szerszym tego stowa znaczeniu jest kazde réwnanie
zawierajace pochodne wzgledem zmiennych przestrzennych i czasowych.

3.2 Ruch w jednym wymiarze

Rozwazmy najpierw fale f(z,t)w jednym wymiarze opisane réwnaniem

?f 10°f
AN a—Y 4
0z2 2 ot? 0 (43)
Podstawiajac nowe zmienne
&=z —ct,
n=z+ct, (44)
9 _0 0
0z 0¢  on’



otrzymujemy réwnanie dla funkeji g(&,n) = f(2(&,n),t(&,n))

P9 _ 009 _
ocon — I

(45)
Z ostatniego réwnania wynika, ze g—g = b(n), czyli nie zalezy od &. Z kolei
g = Jb(n)dn+ A(§) = B(n) + A(§), gdyz stala catkowania po n w ogélnosci
zalezy od £. Ostatecznie otrzymuje sie rozwigzanie postaci

f(z,t) = A(z — ct) + B(z + ct), (46)

Gdzie A i B sa na razie dowolnymi funkcjami. Reprezentuja one zaburzenie
rozchodzace sie w przestrzeni z predkoscia ¢ odpowiednio w prawo i w lewo.
Jesli okresli¢ warunki poczatkowe

f(Z’()) = )\(Z)a
o= ute), ()
otrzymujemy
A(z) 4+ B(z) = A\(2),
—cA'(z) + eB'(z) = u(z) (48)
a wiec
4@+ BE) = [ ez (19)

Otrzymujemy wiec

A@) = 5Me) — o [ w2z,

27V 2e )
B(z) = gAG) + 5 [ u()d
2)==-\2)+ — z)dz
2 20 Jop 1N
(50)
a rozwiazanie rownania falowego ma postac
1 1 z+ct
Fzt) = 5N = et) + A+ )] + o / u(2)dz. (51)
z—ct
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3.3 Przypadek tréjwymiarowy

Uogdlnienie dla przypadku tréjwymiarowego dla fali rozchodzacej si¢ w kierunku
danym wektorem jednostkowym n, ma postac

f(r,t) = A(nyx + nyy + n.z — ct) = A(nr — ct). (52)

Jest to fala plaska rozchodzaca sie w kierunku n. Warto$¢ funkcji f w
plaszczyznie prostopadtej do n nie zalezy od potoznia punktu na tej ptaszczyznie.

3.4 Fale plaskie monochromatyczne

Waznym przyktadem sa fale plaskie postaci
f(r,t) = M cos(k(nr — ct) + o) = M cos(kr — wt + «), (53)

gdzie M jest amplituda, k = kn jest wektorem falowym, a w = ck jest
czestodcia kotowa.

3.5 Fale kuliste

Innym przykladem jest fala kulista postaci f(r,t), gdzie r = |r|. Laplasjan
we wspolrzednych kulistych ma postaé

0? 20 1.1 0 . 0 1 02
—sinf— +

2 Y
v 2 [sin 0 00 00 sin’6 8gb2]‘

o2 ror

(54)

W przypadku fali kulistej na funkcje dziata tylko radialna czes$¢ laplasjanu.
Podstawienie f(r,t) = @ prowadzi do réwnania

0?’F 1 0°F

a7 o (55)

Rozwiazania dla funkcji F' sa analogiczne do rozwiazan w jednym wymiarze
(poza tym, ze zmienna r zmienia si¢ z zakresie [0,00)), a cale rozwiazanie
ma postac
Alr —ct B(r +ct
fry = A= Blrre) (56)

r r

gdzie poszczegdlne ceasci opisuja fale rozchodzaca sie od srodka i fale schodzaca
sie ku srodkowi.
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Waznym przktadem jest rozchodzaca sie fala kulista monochromatyczna,
zapisana w postaci zespolonej jako
k(r —ct (kr — wt
Firt) = Mexp[z (r —ct)] Mexp[z( r—w )]7 (57)

T T

gdzie znowu w = kc.

3.6 Fale w osrodkach ciaglych

W zaleznosci od konkretnej sytuacji fale w osrodkach opisuje sie réznymi
typami réwnan falowych, w tym rownaniami nieliniowymi lub rzedu wyzszego
niz drugi. Tu rozwazymy fale akustyczne przy zatozeniach prowadzacych do
rozwazanego wyzej rownania falowego.

Zakladamy, ze nie ma sit objetosciowych, a predkosé czastek osrodka jest
mata (nie myli¢ z predkoscia rozchodzenia si¢ fali). To ostatnie zalozenie
oznacza, ze kwadratowy w predkosciach wyraz (vV)v stanowiacy réznice
miedzy pochodna $ledcza a czastkowa jest do pominiecia. Obowiazuje wiec
rownanie Eulera w uproszczonej postaci, réwnanie ciaglosci oraz réwnanie
fizyczne

ov 1

o —;pr

dp

5 T Vv) =0, (58)
p=p(p). (59)

Miara malosci sa v, Vp. Zastapienie p przez wartos¢ poczatkowa pg powoduje
pojawienie sie réznic drugiego rzedu, tu pomijanych. Stad ostatni uklad
rownan mozna napisac jako

av_ 1
ot po
dp

5 T RVV =0, (60)

p = p(p). (61)
Korzystajac z rownania fizycznego mozna napisac

dp 9
Vp=—Vp=~(—)gVp=cV 2
P=3,V" %Q p=cVp, (62)

Vp,
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gdzie pochodna ciénienia wzgledem gestosci oznaczono jako c?.
Uktad réwnan przybiera postaé

ov 1,
A A VA
m eV,
D
=0, 63
at‘i‘PoVV (63)

Dzialaja operatorem V na pierwsze rownanie, rézniczkujac drugie réwanie
wzgledem czasu, wyliczajac %VV z pierwszego réwnania i podstawiajac do
drugiego otrzymujemy rownanie falowe dla gestosci

1 0%p 2,
don V= (64

Poniewaz pochodne ci$nienia i gestosci sa w przyblizeniu proporcjonalne

O o (doy 2 00
ot~ dp’’ot’ o

d
Vp ~ (p

dp. . 0%p
)|° a2’

dp
MoV, VZP%(dfp)!oV P, (65)

takie samo réownanie falowe obowiazuje dla ci$nienia p.

Z réwnan (63) mozna tez dostaé rownanie falowe dla predkosci. Nalezy
pierwsze z rownan zrézniczkowac po czasie, a na drugie podziata¢ operatorem
V otrzymujac

v b, O
= Vo
vg -+ V(YY) =0, (66)

Po wyeliminowaniu wyrazéw z p otrzymuje sie

1 9*v
Nalezy skorzystac z tozsamosci
V x (Vxv)=V(Vv) - V. (68)
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Przy zatozeniu, ze pole predkosci jest bezwirowe, tzn. V x v = 0, prawdziwe
jest réwnanie falowe takze dla predkosci

——— - Vi =0 (69)
Mozna tatwo obliczy¢ predkos$é rozchodzenia sie dzwieku w gazie. Réwnanie

fizyczne powinno opisywaé przemiane adiabatyczna gazu o réwnaniu pV* =
const., albo p% = const., czyli p = constp”. Stad
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