Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.13

1 Mechanika osrodkow ciaglych 1

1.1 Rodéwnania ruchu Eulera
1.1.1 Uwagi ogdlne

Osrodek ciagly jest kolejnym modelem stosowanym w mechanice. Pojecie to
odnosi sie do materii wypeliajacej cala przestrzen (lub jej cze$¢) w sposéb
ciggly. Mozemy mie¢ do czynienia z plynem (ciecza lub gazem) lub ciale
stalym (ale nie sztywnym). Model nie uwzglednia struktury ziarnistej na
poziomie atomowym, gdzie wystepuje koncentracja materii w obszarze jader
atomowych i pustka w obszarze miedzyatomowym. Osrodki ciagte charak-
teryzowane sa funkcjami, ktore sa w zasadzie ciagle, czyli przy zmniejszaniu
rozmiaréw rozwazanej czesci osrodka sa wolnozmienne jako funkcje potozenia
i czasu. .

Jedna z takich funkcji jest gesto$¢ p(r,t). Rozwazmy element (grudke)
osrodka o masie Am i objetosci AV zawieszona w punkcie r. Zmierzajmy
z objetoscia AV do zera, tak aby wszystkie jej wymiary zmierzaly do zera.
Wtedy A

plr) = 2’"’; - zz'mAVﬁoAlVl. (1)
Dla osrodka ziarnistego funkcja ta przyjmowalaby ogromne wartosci w ob-
szarze jadra atomowego i zero w obszarze miedzyatomowym.

Dynamika elementéw osrodka jest newtonowska. Sity mozna podzieli¢ na
objetosciowe i powierzchniowe.

Sity objetosciowe dziatajace na maly element osrodka sa proporcjonalne
do objetosci, a wigc do masy tego elementu. Sita F bedzie brana na jednostke
masy, a wiec bedzie miala wymiar przyspieszenia. ”Prawdziwa” sita bedzie
postaci

Fdm = FpdV. (2)



Typowa sila objetosciowa jest sita grawitacji; wtedy F jest tozsame z przyspiesze-
niem ziemskim.

Sity powierzchniowe dzialaja przez powierzchnig (fizyczng lub pomyslana)
osrodka. Maja wartos¢ proporcjonalna do powierzchni. Site powierzchniowa
mozna rozlozy¢ na sktadowa normalna do powierzchni i skladowa styczna.
Sktadowa styczna zwiazana jest z lepkoscia osrodka i powodowana tarciem
jednej warstwy o druga, poruszajaca sie z inna predkoscia. W osrodkach ide-
alnych wystepuje tylko skltadowa normalna i ten przypadek bedzie tematem
kilku nastepnych rozdziatow.

Jedli interesuje nas element o$rodka ograniczony powierzchnia dS, to jed-
nostkowy wektor normalny n skierowany jest na zewnatrz tego elementu, a
sita dzialajaca na element z zewnatrz wynosi —pndS = —pdS, gdzie p jest
cisnieniem, czyli wartoscia sity na jednostke powierzchni.

Parcie - calkowita sita powierzchniowa dzialajaca na element osrodka o
objetosci V' jest réwna

Fow:—?{ dS:—/V v, 3
P Sp v p ()

1.1.2 Prawo Pascala

Rozpatrzmy maly element osrodka, przy czym cisnienie jest stale. Rownanie
ruchu, o ktéorym bedzie mowa nizej, zawiera iloczyn masy i przyspieszenia
(proporcjonalne do trzeciej potegi rozmiaréw liniowych), site objetosciowa
(takze proporcjonalng do trzeciej potegi rozmiaréw liniowych) oraz site powierzch-
niowg (proporcjonalng do drugiej potegi rozmiaréw liniowych). Ta ostatnia
dominuje i powinna by¢ rowna zero.

Niech rozwazany element ma ksztalt ostrostupa, ktérego krawedzie boczne
sa osiami ukladu odniesienia. Niech cisnienie dzialajace na Scianke leza w
plaszezyznie (yz) 1 majaca powierzchnie o, wynosi p,, a ci$nienie dzialajace
na podstawe ostrostupa o powierzchni ¢ wynosi p. Sktadowa z sity wypad-
kowej wynosi

PeOr — pocosa = 0, (4)

gdzie « jest katem miedzy normalna do powierzchni o a osia x. Ale o cosa =
0., skad wynika p, = p.

Ostatni wniosek nosi nazwe prawa Pascala: ci$nienie w kazdym punkcie
osrodka idealnego jest niezalezne od kierunku.



Whniosek ten jest zgodny z powyzszym wzorem na parcie. Jesli ci$nienie
p jako stale wytaczy¢ przed catke, mozna napisac

Fpow:—jépdsz—pfdszo. (5)

1.1.3 Pochodna sledcza

W metodzie Eulera zmiennymi niezaleznymi sa polozenie r i czas t. Pochodna
%@‘ dowolnej wielkodci fizycznej a(r, t) zdaje sprawe z tego, jak zmienia si¢ jej
warto$¢ w ustalonym punkcie przestrzeni. Formulujac prawa ruchu, trzeba
okresli¢ jak zmienia sie wielkos$¢ fizyczna elementu osrodka podrézujacego w
czasie z predkoscia v

0 D
a(r + vdt, t + dt) — a(r,{) = vdtVa + a—(;dt = ?Czdt, (6)
gdzie wprowadzono operacje pochodnej sledczej
D 0
— = . 7
ot ="Vt (7)

1.1.4 Roéwnania ruchu

Rozwazmy element osrodka o objetosci AV i masie Am = pAV. Sila
powierzchniowa dzialajaca na ten element wynosi — § pdS = — [, VpdV =
—VpAV, poniewaz element AV jest w granicy nieskonczenie maty. Przyspiesze-

nie tego elementu wynosi
Dv

-7 8
a= . (®)
a réwnanie Newtona ma postac
D
EATTLV =d=AmF — VpAV. 9)

Element masy Am = pAV nie zmienia si¢ w trakcie ewolucji (cho¢ p i AV
moga sie zmienia¢). Dlatego Am mozna wyjaé przed pochodna $ledcza i
napisa¢ réwnanie ruchu jako

— =F - -Vp. (10)

Rownanie to jest znane jako rownanie Fulera.
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1.1.5 Rownanie ciaglosci

Réwnanie cigglosci jest wyrazem zachowania masy elementu osrodka. Niech
j jest gestoscia pradu, czyli masa przeptywajaca przez jednostke powierzchni
w jednostce czasu. Masa ktora przeptynie przez powierzchnie d.S prostopdia
do predkosci w czasie dt wynosi pdV = pdSvdt, a wiec j = pv, a po
uwzglednieniu kierunku j = pv. Dla ustalonej, niezaleznej od czasu objetosci
V' zmiana masy zawartej w tej objetosci w jednostce czasu jest réwna masie
wyplywajacej w jednostce czasu przez powierzchni¢ zamykajaca objetosé

jt [ pav == f jas =~ [ wiav =~ [ V(pv)av. (11)

Poniewaz objetosé nie zalezy od czasu, mozna pochodna po czasie wprowadzié¢
pod catke i otrzymac

0
[ 152+ V(pv)av 0. (12)
v ot
Z dowolnosci objetosci V' wynika réwnanie znane jako rownanie ciaglosci
Ip
— = 0. 13
L V(pv) (13)

Réwnanie to mozna zapisa¢ inaczej jako

dp _Op _ Dp B
E‘FV(pV)—E—FVV/)—FPVV—E-FPVV—O. (14)

Warunki brzegowe, jakie nalezy narzuci¢ rozwiazaniom, musza, najogélniej
moéwiac, uwzgledniaé fakt, ze sktadowa normalna predkosci do powierzchni
ograniczjacej osrodek jest rowna zero.

1.1.6 Rownanie fizyczne

Roéwnanie fizyczne jest zwiazane z budowa o$rodka, wiazac cisnienie i gestosé

p = p(p)- (15)
Jest to zalozenie zawezajace, bo w ogdlnym przypadku gesto$¢ moze zalezeé
od innych zmiennych jak temperatura, zasolenie, wilgotnos¢, ... . Jesli

rownanie fizyczne w powyzszej postaci obowiazuje, to razem z réwnaniami



Eulera, i réwnaniem ciaglosci stanowi komplet 5 rownan z 5 niewiadomymi
(Vs Uy, V2, P, D).

Jesli dla p — 0 zachodzi p — 0, mamy do czynienie z gazem. Jesli p
zmierza do stalej réznej od zera, jest to ciecz.

W najprostszym przypadku gestos¢ moze by¢ niezalezna od miejsca i
czasu, tzn. p = const. Moze sie¢ tez zdarzyé¢, ze g@stosc podrézujacego
elementu osrodka sie nie zmienia, tzn. % = 0, cho¢ ” # 0; wtedy Vv = 0.
W obu przypadkach méwimy o osrodku mesmshwym

Dla osrodkéw mato Scisliwych dobre jest przyblizenie liniowe

p = po(l+ ap), (16)

gdzie « jest stala. Dla gazu w przemianie izotermicznej

p
P=po—, 17
Opo a7)
a w przemianie adiabatycznej
p P P\t
= =22 eyl p=po(—)*, (18)
P Po Do

gdzie k jest stosunkiem ciepta wlasciwego pod stalym ci$nieniem do ciepta
wlasciwego w statej objetosci.

1.2 Metoda Lagrange’a
1.2.1 Rownania ruchu

W metodzie Lagrange’a opisu osrodka ciaglego, zamiast przyjmowaé zmienne
r = (x,y, z) jako zmienne niezalezne, przyjmuje sie, ze sa nimi pewne parame-
try (a, b, c); moga byé¢ nimi polozenia poczatkowe, ale nie jest to konieczny
wybér. W tym ostatnim przypadku r = r(a,b,c,t) oznacza potozenie w
chwili ¢ czastki osrodka, ktéra w chwili poczatkowej byla w polozeniu danym
parametrami (a, b, c). Przypomina to mechanike ukltadéw punktéw materi-
alnych.

r =z(a,b,c,t),
y = y(a7 b? C? t)7 (19>
z = z(a,b,ct).
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Zaklada sie. ze ten uklad funkcji jest ciagly i odwracalny, czyli dwie czastki
nie moga zajmowac tego samego miejsca. Materia jest nieprznikalna. Zjawisko
dyfuzji nie bedzie tu odpowiednio uwzglednione. Podobnie predkosé, cisnienie,
gestosé sa funkcjami tych zmiennych.

Rownanie ruchu da sie otrzymac¢ z réwnania Eulera. Po pierwsze zami-
ast pochodnej $ledczej wystapi pochodna czastkowa. Po drugie, gradient p,
wyrazony przez pochodne wzgledem (z,y,z) musi zostaé¢ jakos zastapiony
przez pochodne wzgledem (a, b, c).

Jesi rownania Eulera pomnoizymy przez % otrzymamy

A (20)

a p  Oa pOa
mozna napisa¢ réwnania ruchu jako

9°r F@r 1dp

or

poniewaz v =

Gz "ot 0. "

O*r or 10p

(@—F)%Jr;%—oa (21)
0%r or 1@_0

G ~Pact pac
1.2.2 Rownanie ciaglosci

Zachowanie masy w podejsciu Lagrange’a mozna opisa¢ nastepujaco. Wezmy
"podrézujacy” element masy osrodka dm = pdV = pdxdydz. FElement dm
nie zalezy od czasu. Element objetosci przy zamianie zmiennych, zgodnie z
twierdzeniem o zamianie zmiennych w calce wielokrotnej, wyraza sie¢ przez
jakobian transformacji

O(z,y,2)
drdydz = ——Z—dadbd 22
xdydz b0 adbdc (22)
Stad
dm d(z,y,2)

= const. (23)

dadbde ~ "9(a, b, c)

Jesli w szczegdlnosei (a, b, ¢) sa kartezjanskimi wspéhrzednymi (g, yo, 20) W

chwili ¢y, to jakobian w chwili poczatkowej jest réwny 1 i
(9(x,y,z) _ a(‘rO?yO;ZO) _

Po(a,0,c) ~ " a(abe) (24)

6



Roéwnanie ciaglosci w tej postaci mozna wyprowadzi¢ z réwnania ciagltosci w
obrazie Eulera, stosujac twierdzenia o iloczynie jakobianow oraz rézniczkowaniu
wyznacznika.

1.3 Bilans energii i pedu
Pomnézmy rownanie Eulera skalarnie przez predkosé¢ v

Dv 1
- = F_i . 25
Vo=V vVp (25)

Poszczegdlne wyrazy mozna przeksztalcié:

1 % = %";. Reguly wykonywania pochodner sledczej sa tu takie
same, jak dla zwyktej pochodnej. W szczegélnosci %"7 = v%v;

2 d v3 d
vV = Yjay.e Y5 o, Dk=ey: 3 = Ljk=zy.se Ukvj@%]; =v(vV)v.

2. Jesli istnieje potencjal 2 niezalezny od czasu dla sil objetosciowych,
tzn. F = —VQ(r), to vF = —vVQ = —(£ - 2)( = L2

Dt~ ot T Dt
3. Wyrazenie —%VVp mozna przeksztalcic¢

1 1
——vVp=—=[V(vp) —pVv]. (26)
P p

Rozwazmy zmiane energii wewnetrznej w wyniku pracy wykonanej nad
elementem osrodka o masie dm i prowadzacej do zmiany objetosci . Wynosi
ona —pdV = —pd‘%m = p%ém. Stad zmiana energii wewnetrznej na jed-

nostke masy wynosi dF,, = p{%. Dalej

DE, dE,Dp p
Dt  dp Dt  p?

(=pVv), (27)

gdzie skorzystano z rownia cigglosci. Stad

1 1 1 , p.DE,
——vVp = —=V(vp) + —p(—= :
p p ve) p ( p) Dt



Po uwzglednieniu 1-3 otrzymuje sie

;[;VQ +Q+ E,| = —;V(Vp). (29)
Ostatnie wyrazenie nalezy pomnozy¢ przez dm = pdV i scatkowaé po objetosci.
Korzystajac z tego, ze pdV jako element masy jest state przy rézniczkowaniu
sledczym, mozna pochodna sledcza wystawi¢ przed catke. Po prawej stronie
catke objetosciowa z dywergencji zamienimy na powierzchniowa. Ostatecznie
otrzymamy

D/[VQ+ Q4 pEJdV = — § vpdS (30)
Dt Jy\Pry T T PRIAY = fVPES.

Po lewej stronie mamy pochodna sledcza catkowitej energii osrodka zawartej
w objetosci V' (suma energii kinetycznej, potecjalnej i wewnetrznej); po
prawej stronie mamy moc sit powierzchniowych.
Dla osrodka niescisliwego Vv = 0 i nie ma zmiany energii wewnetrzne;j.
Zasada zachowania pedu tez wynika z réwnania Eulera. Pomndézmy je
przez dm = pdV i scalkujmy po objetosci

Dv 1
V=Y — / AVF — / AV =Vp. 31
/Vp Dt = P AL (31)

W wyrazie po lewej stronie pochodna $ledcza mozna napisa¢ przed calka,
ktora przedstawia catkowity ped, tu oznaczony symbolem G. Pierwszy wyraz
po prawej stronie jest wypadkowa sita objetosciowa dzialajaca na rozwazany
element osrodka. Drugi wyraz zamieniony na calke powierzchniowa daje
wypadkowa sile powierzchniowa. Przyrost pedu elementu osrodka jednosctce
czasu jest wiec rowny wypadkowej sit dzialajacych ten element.

DG

D
Ya_ Y v :/ FdV—yf gs. 39
Dt Dt/vp v Vp Sp (32)

2 Ruch potencjalny i stacjonarny

2.1 Roéwnane Bernoulliego

W przypadku ruchu potencjalnego pole predkosci jest gradientem pewnego
pola skalarnego, tzn.

v =Vo. (33)
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Nie nalezy myli¢ tej sytuacji z rozwazanym juz przypadkiem, gdy sity objetosciowe
sa potencjalne.

Zalozenie to oznacza, ze V x v =0, bo V x Vo = 0.

Zwréémy uwage, ze jesli przypiszemy polu predkosci stala predkosé katowa
W, taka ze v =& X r, to

Vxv=Vx(@xr)=d(Vr)— (dV)r=3d — & = 24d. (34)

Niezerowa rotacja pola oznacza wiec istnienie pola predkosci katowej, czyli
wir. Potencjalnos¢ ruchu oznacza wiec bezwirowos¢. Jak pokazane bedzie
pozniej, wir nie powstaje, ale i nie ginie, jesli sity objetosciowe sa zachowawcze
i obowiazuje rownanie fizyczne.

Zalézmy, ze sily objetoscowe sa zachowawcze, tzn. F = —VQ(r), i
obowiazuje rownanie fizyczne p = p(p). To ostatnie zalozenie pozwala przek-
sztalci¢ ostatni wyraz w réwnaniu Eulera. Odwréémy zalezno$é i napiszmy

p=p(p). Wtedy

dp
Vp=—V 35
P= g,V (35)
* 1_ 1d dP
14
p pdp dp (36)
gdzie P jest zdefiniowane relacja % = %j—ﬁ. Réwnanie Eulera przyjmuje
postac
ov
a5 + (vV)v==-V(Q+ P). (37)

Dalsze przeksztalcenie wymaga zastosowania tozsamosci, ktora bedzie wyprowad-
zona. Rozwazmy dwa wektory a i b. Z wzroréw na podwdjny iloczyn wek-
torowy mamy

ax (V xb)=V(ab)— (aV)b,
b x (V x a)=V(ba) — (bV)a, (38)

gdzie podkreslenie oznacza, ze obiekt nie jest rézniczkowany. Po dodaniu
powyzszych relacji otrzymuje sie

V(ab) = V(ab) + V(ba) =a x (V. xb)+b x (V x a)+ (aV)b + (bV)a.(39)
W szczegdlnosci dla a = b = v otrzymuje sie

V(v?) =2v x (VxVv)+2vV)v. (40)
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Dla ruchu potencjalnego v = V¢ oraz V xv = 0 i réwnanie Eulera przechodzi
w

0 1
albo 96 1
— +-v?+Q+ P)=0. 42
V(at+2v+ +P)=0 (42)
Oznacza to, ze wyrazenie pod gradientem moze by¢ jedynie funkcja czasu
op 1,
— 4= Q+ P = . 4
ot + 2V + 8+ WY(t) (43)

Ostatnie réwnanie nosi nazwe uogdlnionego rownania Bernoulliego. Opisuje
ruch ruch potencjalny osrodéw ciagltych idealnych, spemiajacych réwnanie
fizyczne, pod wpltywem sit zachowawczych.

Ruch jest stacjonarny, jesli predkos¢ w kazdym punkcie jest stata w czasie.
Wtedy otrzymujemy roéwnanie Bernoulliego

1
§V2 + Q+ P = const. (44)

Jesli dodatkowo osrodek jest niescisliwy, tzn. p = const, to z rézniczkowe;j
- o dP _ 1dp . . _p ’ . . .
definicji G = sdp wynika, ze P = ~, a réwnanie Bernoulliego przybiera

postac

1
ipv2 + pQ2 + p = const. (45)

2.2 Roéwnania Bernoulliego w przypadku ruchu niepo-
tencjalnego

Roéwnanie Bernoulliego mozna uogdélni¢ dla ruchu niepotencjalnego. Linia

pradu nazywa si¢ krzywa, dla ktorej styczna w kazdym punkcie ma kierunek

predkosci w tym punkcie. Rownanie parametryczne tej krzywej jest postaci
r = r(«), gdzie a jest parametrem, i spelnione jest rownanie

dr
Sl 4

gdzie A jest stala. Dla ruchu stacjonarnego linia pradu jest torem czastek
osrodka, dla ruchu niestacjonarnego linie pradu zmieniaja ksztaly w czasie i
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tory czastek nie sa z nimi tozsame. W przypadku ruchu niepotencjalnego i
stacjonarnego réwnanie (37) daje sie zapisa¢ jako

;Vv2 —vx(Vxv)=-V(Q+P), (47)

gdzie skorzystano z faktu, ze %‘t' = 0 oraz uzyto tozsamosci (40). Przepisujac
ostatnie rownanie otrzymuje sie

V[;VQ—FQ—FP] =v x (Vxv). (48)

Sparametryzujmy linie pradu diugoscia tuku s wzdiuz linii pradu. Spelnione
jest rownanie ds = dr = Avds.

Jesli pomnozy¢ ostatnie rownanie przez wektor ds , to wyraz po lewej
stronie zeruje si¢ jako iloczyn skalarny prostopadiych wektoréw. W konsek-
wencji

dSV[;VZ +Q+ P =0. (49)

Oznacza to, ze przyrost wartosci funkcji w nawiasie kwadratowym przy prze-
sunieciu ds est rowny zero, czyli

1
§V2 + Q+ P = const., (50)

ale tylko wzdtuz linii pradu. Wartos¢ stalej dla réznych linii pradu jest w
ogolnoéci rézna.

Réwnanie Bernoulliego ma zwiazek z zachowaniem energii.

Struga nazywa sie zbidr linii pradu ograniczonych rurka; ta ostatnia ut-
worzona jest z linii pradu przechodzacych przez pewna krzywa zamknieta.
Rozwazmy objetos$¢ cienkiej strugi zamknieta dwiema powierzchniami S i S’
prostopadlymi do strugi. W czasie dt ubedzie energia Svdtp(%v2 +Q+ E,),
a przybedzie energia S'v'dtp’ (302 + Q' + E))). Przyrost energii zwiazny jest
z roznica par¢ na "denka” strugi, bo sily powierzchniowe sa prostopadle do
powierzchni strugi. Bilans energii ma postaé

1 1
S’v’dtp’(§1/2 +Q' +E,)— Svdtp(§1)2 +Q+ E,) = pSvdt — p'S"v”dt. (51)
Zachowanie masy daje pSvdt = p'S"v'dt, co implikuje

1
502 +Q+E, + P _ const. (52)
p
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Ostatnia relacje mozna przeksztalci¢, pamietajac, ze dla energii wewnetrznej
zachodzi dE,, = p% = —pd%. Wtedy calkujac przez czesci dostaje sie

1 1
Bu==[pi-=-24 [“ap=-L P (53)
P p p P
Po wstawieniu ostatniej relacji otrzymuje sie
1,
Y + Q-+ P = const. (54)

Otrzymano wiec réwnanie Bernoulliego dla linii pradu.

2.3 Przypadki szczegdlne

1. Ciecz idealna, niescisliwa, w polu sit grawitacyjnych, przypadek stacjonarny.
Przyspieszenie grawitacyjne skierowane jest wzdtuz osi z skierowanej w dot,
tzn. 2 = —gz. Niech p jest cisnieniem na wysokosci z, a py - na wysokosci
z = 0. Rownanie Bernoulliego daje

—pgz +p = po, (55)

Cénienie hydrostatyczne p = pg + pgz rosnie z glebokoscia. Nie zalezy od
innych rozmiaréw naczynia (paradoks hydrostatyczny).

2. Paradoks hydrodynamiczny
WezZmy pozioma rure, tak aby pomina¢ wplyw sily grawitacji. W rurze zna-
jduja sie przewezenia. Poniewaz

;pvz + p = const., (56)
w przewezeniach rury, gdzie predkos$é jest wigksza, jest obnizone cisnienie.
Moze sie zdarzy¢, ze jest mniejsze od atmosferycznego i do rury zasysane
bedzie powietrze.

3. Wyplyw cieczy przez waski otwor w naczyniu.
Niech pionowa 0s$ z bedzie skierowana w dét, az = 0 odpowiada powierzchni
cieczy. Réwnanie Bernoulliego daje

1

p— pgz + gmﬂ = po, (57)
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gdzie pominieto predkos¢ gérnego lustra cieczy; p = py jest réwne cisnieniu

atmosferycznemu. Wtedy
v =14/29z, (58)

dla otworu znajdujacego si¢ na gltebokosci z.

4. Prawo Archimedesa.
Obliczmy wypadkowa sile i moment sily dzialajacy na cialo zanurzone w
plynie. Jest to taka sama sila, jaka dziata na element ptynu o tym samym
ksztlcie, co zanurzone cialo. Sita wynosi

Q:—j{pdS:—/VpdV. (59)
S v
W sytuacji statycznej z réwnania Eulera wynika, ze F = %Vp; stad
Q= / pFdV. (60)
v
Dla sily grawitacji F =g i
Q= - [ pgdv. (61)

Jest to cigzar cieczy wypartej przez cialo.
Moment sity wynosi

M:—j{rXpds. (62)
S

Korzystajac z twierdzenia o zamianie catki powierzchniowej na objeto$ciowa
dla dowolnego wektora a, w formie

fgade:—/‘/andV, (63)

moment sity mozna napisac jako
Mz—]{SrXpdsz—/VX(pr)dvz—/[var—rxvp]dvz
v v

/ r x FpdV. (64)
1%

W przypadku sily grawitacji M = [, rpdV X g.
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