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1 Mechanika ośrodków cia̧g lych 1

1.1 Równania ruchu Eulera

1.1.1 Uwagi ogólne

Ośrodek cia̧g ly jest kolejnym modelem stosowanym w mechanice. Pojȩcie to
odnosi siȩ do materii wype lniaja̧cej ca la̧ przestrzeń (lub jej czȩść) w sposób
cia̧g ly. Możemy mieć do czynienia z p lynem (ciecza̧ lub gazem) lub cia le
sta lym (ale nie sztywnym). Model nie uwzglȩdnia struktury ziarnistej na
poziomie atomowym, gdzie wystȩpuje koncentracja materii w obszarze ja̧der
atomowych i pustka w obszarze miȩdzyatomowym. Ośrodki cia̧g le charak-
teryzowane sa̧ funkcjami, które sa̧ w zasadzie cia̧g le, czyli przy zmniejszaniu
rozmiarów rozważanej czȩści ośrodka sa̧ wolnozmienne jako funkcje po lożenia
i czasu. .

Jedna̧ z takich funkcji jest gȩstość ρ(r, t). Rozważmy element (grudkȩ)
ośrodka o masie ∆m i objȩtości ∆V zawieszona̧ w punkcie r. Zmierzajmy
z objȩtościa̧ ∆V do zera, tak aby wszystkie jej wymiary zmierza ly do zera.
Wtedy

ρ(r) =
dm

dV
= lim∆V→0

∆m

∆V
. (1)

Dla ośrodka ziarnistego funkcja ta przyjmowa laby ogromne wartości w ob-
szarze ja̧dra atomowego i zero w obszarze miȩdzyatomowym.

Dynamika elementów ośrodka jest newtonowska. Si ly można podzielić na
objȩtościowe i powierzchniowe.

Si ly objȩtościowe dzia laja̧ce na ma ly element ośrodka sa̧ proporcjonalne
do objȩtości, a wiȩc do masy tego elementu. Si la F bȩdzie brana na jednostkȩ
masy, a wiȩc bȩdzie mia la wymiar przyspieszenia. ”Prawdziwa” si la bȩdzie
postaci

Fdm = FρdV. (2)
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Typowa̧ si la̧ objȩtościowa̧ jest si la grawitacji; wtedy F jest tożsame z przyspiesze-
niem ziemskim.

Si ly powierzchniowe dzia laja̧ przez powierzchniȩ (fizyczna̧ lub pomyślana̧)
ośrodka. Maja̧ wartość proporcjonalna̧ do powierzchni. Si lȩ powierzchniowa̧
można roz lożyć na sk ladowa̧ normalna̧ do powierzchni i sk ladowa̧ styczna̧.
Sk ladowa styczna zwia̧zana jest z lepkościa̧ ośrodka i powodowana tarciem
jednej warstwy o druga̧, poruszaja̧ca̧ siȩ z inna̧ prȩdkościa̧. W ośrodkach ide-
alnych wystȩpuje tylko sk ladowa normalna i ten przypadek bȩdzie tematem
kilku nastȩpnych rozdzia lów.

Jeśli interesuje nas element ośrodka ograniczony powierzchnia̧ dS, to jed-
nostkowy wektor normalny n skierowany jest na zewna̧trz tego elementu, a
si la dzia laja̧ca na element z zewna̧trz wynosi −pndS ≡ −pdS, gdzie p jest
císnieniem, czyli wartościa̧ si ly na jednostkȩ powierzchni.

Parcie - ca lkowita si la powierzchniowa dzia laja̧ca na element ośrodka o
objȩtości V jest równa

Fpow = −
∮
S
p dS = −

∫
V
∇p dV, (3)

1.1.2 Prawo Pascala

Rozpatrzmy ma ly element ośrodka, przy czym císnienie jest sta le. Równanie
ruchu, o którym bȩdzie mowa niżej, zawiera iloczyn masy i przyspieszenia
(proporcjonalne do trzeciej potȩgi rozmiarów liniowych), si lȩ objȩtościowa̧
(także proporcjonalna̧ do trzeciej potȩgi rozmiarów liniowych) oraz si lȩ powierzch-
niowa̧ (proporcjonalna̧ do drugiej potȩgi rozmiarów liniowych). Ta ostatnia
dominuje i powinna być równa zero.

Niech rozważany element ma kszta lt ostros lupa, którego krawȩdzie boczne
sa̧ osiami uk ladu odniesienia. Niech císnienie dzia laja̧ce na ściankȩ leża̧ w
p laszczyźnie (yz) i maja̧ca̧ powierzchniȩ σx wynosi px, a císnienie dzia laja̧ce
na podstawȩ ostros lupa o powierzchni σ wynosi p. Sk ladowa x si ly wypad-
kowej wynosi

pxσx − pσ cosα = 0, (4)

gdzie α jest ka̧tem miȩdzy normalna̧ do powierzchni σ a osia̧ x. Ale σ cosα =
σx, ska̧d wynika px = p.

Ostatni wniosek nosi nazwȩ prawa Pascala: císnienie w każdym punkcie
ośrodka idealnego jest niezależne od kierunku.
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Wniosek ten jest zgodny z powyższym wzorem na parcie. Jeśli císnienie
p jako sta le wy la̧czyć przed ca lkȩ, można napisać

Fpow = −
∮
p dS = −p

∮
dS = 0. (5)

1.1.3 Pochodna śledcza

W metodzie Eulera zmiennymi niezależnymi sa̧ po lożenie r i czas t. Pochodna
∂α
∂t

dowolnej wielkości fizycznej α(r, t) zdaje sprawȩ z tego, jak zmienia siȩ jej
wartość w ustalonym punkcie przestrzeni. Formu luja̧c prawa ruchu, trzeba
określić jak zmienia siȩ wielkość fizyczna elementu ośrodka podróżuja̧cego w
czasie z prȩdkościa̧ v

α(r + vdt, t+ dt)− α(r, t) = vdt∇α +
∂α

∂t
dt ≡ Dα

Dt
dt, (6)

gdzie wprowadzono operacjȩ pochodnej śledczej

D

Dt
≡ v∇+

∂

∂t
. (7)

1.1.4 Równania ruchu

Rozważmy element ośrodka o objȩtości ∆V i masie ∆m = ρ∆V . Si la
powierzchniowa dzia laja̧ca na ten element wynosi −

∮
pdS = −

∫
∆V ∇pdV =

−∇p∆V , ponieważ element ∆V jest w granicy nieskończenie ma ly. Przyspiesze-
nie tego elementu wynosi

a =
Dv

Dt
, (8)

a równanie Newtona ma postać

D

Dt
∆mv = d = ∆mF−∇p∆V. (9)

Element masy ∆m = ρ∆V nie zmienia siȩ w trakcie ewolucji (choć ρ i ∆V
moga̧ siȩ zmieniać). Dlatego ∆m można wyja̧ć przed pochodna̧ śledcza̧ i
napisać równanie ruchu jako

Dv

Dt
= F− 1

ρ
∇p. (10)

Równanie to jest znane jako równanie Eulera.
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1.1.5 Równanie cia̧g lości

Równanie cia̧g lości jest wyrazem zachowania masy elementu ośrodka. Niech
j jest gȩstościa̧ pra̧du, czyli masa̧ przep lywaja̧ca̧ przez jednostkȩ powierzchni
w jednostce czasu. Masa która przep lynie przez powierzchniȩ dS prostopd la̧
do prȩdkości w czasie dt wynosi ρdV = ρdSvdt, a wiȩc j = ρv, a po
uwzglȩdnieniu kierunku j = ρv. Dla ustalonej, niezależnej od czasu objȩtości
V zmiana masy zawartej w tej objȩtości w jednostce czasu jest równa masie
wyp lywaja̧cej w jednostce czasu przez powierzchniȩ zamykaja̧ca̧ objȩtość

d

dt

∫
V
ρdV = −

∮
S

jdS = −
∫
V
∇jdV = −

∫
V
∇(ρv)dV. (11)

Ponieważ objȩtość nie zależy od czasu, można pochodna̧ po czasie wprowadzić
pod ca lkȩ i otrzymać ∫

V
[
∂ρ

∂t
+∇(ρv)]dV = 0. (12)

Z dowolności objȩtości V wynika równanie znane jako równanie cia̧g lości

∂ρ

∂t
+∇(ρv) = 0. (13)

Równanie to można zapisać inaczej jako

∂ρ

∂t
+∇(ρv) =

∂ρ

∂t
+ v∇ρ+ ρ∇v =

Dρ

Dt
+ ρ∇v = 0. (14)

Warunki brzegowe, jakie należy narzucić rozwia̧zaniom, musza̧, najogólniej
mówia̧c, uwzglȩdniać fakt, że sk ladowa normalna prȩdkości do powierzchni
ograniczja̧cej ośrodek jest równa zero.

1.1.6 Równanie fizyczne

Równanie fizyczne jest zwia̧zane z budowa̧ ośrodka, wia̧ża̧c císnienie i gȩstość

ρ = ρ(p). (15)

Jest to za lożenie zawȩżaja̧ce, bo w ogólnym przypadku gȩstość może zależeć
od innych zmiennych jak temperatura, zasolenie, wilgotność, ... . Jeśli
równanie fizyczne w powyższej postaci obowia̧zuje, to razem z równaniami
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Eulera, i równaniem cia̧g lości stanowi komplet 5 równań z 5 niewiadomymi
(vx, vy, vz, ρ, p).

Jeśli dla p → 0 zachodzi ρ → 0, mamy do czynienie z gazem. Jeśli ρ
zmierza do sta lej różnej od zera, jest to ciecz.

W najprostszym przypadku gȩstość może być niezależna od miejsca i
czasu, tzn. ρ = const. Może siȩ też zdarzyć, że gȩstość podróżuja̧cego
elementu ośrodka siȩ nie zmienia, tzn. Dρ

Dt
= 0, choć ∂ρ

∂t
6= 0; wtedy ∇v = 0.

W obu przypadkach mówimy o ośrodku nieścísliwym.
Dla ośrodków ma lo ścísliwych dobre jest przybliżenie liniowe

ρ = ρ0(1 + αp), (16)

gdzie α jest sta la̧. Dla gazu w przemianie izotermicznej

ρ = ρ0
p

p0

, (17)

a w przemianie adiabatycznej

p

ρκ
=
p0

ρκ0
, czyli ρ = ρ0(

p

p0

)
1
κ , (18)

gdzie κ jest stosunkiem ciep la w laściwego pod sta lym císnieniem do ciep la
w laściwego w sta lej objȩtości.

1.2 Metoda Lagrange’a

1.2.1 Równania ruchu

W metodzie Lagrange’a opisu ośrodka cia̧g lego, zamiast przyjmować zmienne
r = (x, y, z) jako zmienne niezależne, przyjmuje siȩ, że sa̧ nimi pewne parame-
try (a, b, c); moga̧ być nimi po lożenia pocza̧tkowe, ale nie jest to konieczny
wybór. W tym ostatnim przypadku r = r(a, b, c, t) oznacza po lożenie w
chwili t cza̧stki ośrodka, która w chwili pocza̧tkowej by la w po lożeniu danym
parametrami (a, b, c). Przypomina to mechanikȩ uk ladów punktów materi-
alnych.

x = x(a, b, c, t),

y = y(a, b, c, t), (19)

z = z(a, b, c, t).

5



Zak lada siȩ. że ten uk lad funkcji jest cia̧g ly i odwracalny, czyli dwie cza̧stki
nie moga̧ zajmować tego samego miejsca. Materia jest nieprznikalna. Zjawisko
dyfuzji nie bȩdzie tu odpowiednio uwzglȩdnione. Podobnie prȩdkość, císnienie,
gȩstość sa̧ funkcjami tych zmiennych.

Równanie ruchu da siȩ otrzymać z równania Eulera. Po pierwsze zami-
ast pochodnej śledczej wysta̧pi pochodna cza̧stkowa. Po drugie, gradient p,
wyrażony przez pochodne wzglȩdem (x, y, z) musi zostać jakoś zasta̧piony
przez pochodne wzglȩdem (a, b, c).

Jeśi równania Eulera pomnoiżymy przez ∂r
∂a

otrzymamy

(
∂v

∂t
− F)

∂r

∂a
= −1

ρ
∇p∂r

∂a
= −1

ρ

∂p

∂a
, (20)

ponieważ v = ∂r
∂t

można napisać równania ruchu jako

(
∂2r

∂t2
− F)

∂r

∂a
+

1

ρ

∂p

∂a
= 0,

(
∂2r

∂t2
− F)

∂r

∂b
+

1

ρ

∂p

∂b
= 0, (21)

(
∂2r

∂t2
− F)

∂r

∂c
+

1

ρ

∂p

∂c
= 0.

1.2.2 Równanie cia̧g lości

Zachowanie masy w podej́sciu Lagrange’a można opisać nastȩpuja̧co. Weźmy
”podróżuja̧cy” element masy ośrodka dm = ρdV = ρdxdydz. Element dm
nie zależy od czasu. Element objȩtości przy zamianie zmiennych, zgodnie z
twierdzeniem o zamianie zmiennych w ca lce wielokrotnej, wyraża siȩ przez
jakobian transformacji

dxdydz =
∂(x, y, z)

∂(a, b, c)
dadbdc (22)

Sta̧d
dm

dadbdc
= ρ

∂(x, y, z)

∂(a, b, c)
= const. (23)

Jeśli w szczególności (a, b, c) sa̧ kartezjańskimi wspó lrzȩdnymi (x0, y0, z0) w
chwili t0, to jakobian w chwili pocza̧tkowej jest równy 1 i

ρ
∂(x, y, z)

∂(a, b, c)
= ρ0

∂(x0, y0, z0)

∂(a, b, c)
= ρ0. (24)
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Równanie cia̧g lości w tej postaci można wyprowadzić z równania cia̧g lości w
obrazie Eulera, stosuja̧c twierdzenia o iloczynie jakobianów oraz różniczkowaniu
wyznacznika.

1.3 Bilans energii i pȩdu

Pomnóżmy równanie Eulera skalarnie przez prȩdkość v

v
Dv

Dt
= vF− 1

ρ
v∇p. (25)

Poszczególne wyrazy można przekszta lcić:

1. vDv
Dt

= D
Dt

v2

2
. Regu ly wykonywania pochodnej śledczej sa̧ tu takie

same, jak dla zwyk lej pochodnej. W szczególności ∂
∂t

v2

2
= v ∂

∂t
v;

v∇v2

2
=

∑
j=x,y,z vj

∂
∂xj

∑
k=x,y,z

v2k
2

=
∑
j,k=x,y,z vkvj

∂vk
∂xj

= v(v∇)v.

2. Jeśli istnieje potencja l Ω niezależny od czasu dla si l objȩtościowych,
tzn. F = −∇Ω(r), to vF = −v∇Ω = −( D

Dt
− ∂

∂t
)Ω = −DΩ

Dt
.

3. Wyrażenie −1
ρ
v∇p można przekszta lcić

−1

ρ
v∇p = −1

ρ
[∇(vp)− p∇v]. (26)

Rozważmy zmianȩ energii wewnȩtrznej w wyniku pracy wykonanej nad
elementem ośrodka o masie δm i prowadza̧cej do zmiany objȩtości . Wynosi
ona −pdV = −pd δm

ρ
= pdρ

ρ2
δm. Sta̧d zmiana energii wewnȩtrznej na jed-

nostkȩ masy wynosi dEw = pdρ
ρ2

. Dalej

DEw
Dt

=
dEw
dρ

Dρ

Dt
=

p

ρ2
(−ρ∇v), (27)

gdzie skorzystano z równia cia̧g lości. Sta̧d

−1

ρ
v∇p = −1

ρ
∇(vp) +

1

ρ
p(−ρ

p
)
DEw
Dt

. (28)

7



Po uwzglȩdnieniu 1-3 otrzymuje siȩ

D

Dt
[
1

2
v2 + Ω + Ew] = −1

ρ
∇(vp). (29)

Ostatnie wyrażenie należy pomnożyć przez dm = ρdV i sca lkować po objȩtości.
Korzystaja̧c z tego, że ρdV jako element masy jest sta le przy różniczkowaniu
śledczym, można pochodna̧ śledcza̧ wystawić przed ca lkȩ. Po prawej stronie
ca lkȩ objȩtościowa̧ z dywergencji zamienimy na powierzchniowa̧. Ostatecznie
otrzymamy

D

Dt

∫
V

[ρ
v2

2
+ ρΩ + ρEw]dV = −

∮
S

vpdS. (30)

Po lewej stronie mamy pochodna̧ śledcza̧ ca lkowitej energii ośrodka zawartej
w objȩtości V (suma energii kinetycznej, potecjalnej i wewnȩtrznej); po
prawej stronie mamy moc si l powierzchniowych.

Dla ośrodka nieścísliwego ∇v = 0 i nie ma zmiany energii wewnȩtrznej.
Zasada zachowania pȩdu też wynika z równania Eulera. Pomnóżmy je

przez dm = ρdV i sca lkujmy po objȩtości∫
V
ρdV

Dv

Dt
=

∫
V
ρdV F−

∫
V
ρdV

1

ρ
∇p. (31)

W wyrazie po lewej stronie pochodna̧ śledcza̧ można napisać przed ca lka̧,
która przedstawia ca lkowity pȩd, tu oznaczony symbolem G. Pierwszy wyraz
po prawej stronie jest wypadkowa̧ si la̧ objȩtościowa̧ dzia laja̧ca̧ na rozważany
element ośrodka. Drugi wyraz zamieniony na ca lkȩ powierzchniowa̧ daje
wypadkowa̧ si lȩ powierzchniowa̧. Przyrost pȩdu elementu ośrodka jednosctce
czasu jest wiȩc równy wypadkowej si l dzia laja̧cych ten element.

DG

Dt
≡ D

Dt

∫
V
ρdV v =

∫
V
ρFdV −

∮
S
pdS. (32)

2 Ruch potencjalny i stacjonarny

2.1 Równane Bernoulliego

W przypadku ruchu potencjalnego pole prȩdkości jest gradientem pewnego
pola skalarnego, tzn.

v = ∇φ. (33)
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Nie należy mylić tej sytuacji z rozważanym już przypadkiem, gdy si ly objȩtościowe
sa̧ potencjalne.

Za lożenie to oznacza, że ∇× v = 0, bo ∇×∇φ ≡ 0.
Zwróćmy uwagȩ, że jeśli przypiszemy polu preḑkości sta la̧ prȩdkość ka̧towa̧

~ω, taka̧ że v = ~ω × r, to

∇× v = ∇× (~ω × r) ≡ ~ω(∇r)− (~ω∇)r = 3~ω − ~ω = 2~ω. (34)

Niezerowa rotacja pola oznacza wiȩc istnienie pola prȩdkości ka̧towej, czyli
wir. Potencjalność ruchu oznacza wiȩc bezwirowość. Jak pokazane bȩdzie
później, wir nie powstaje, ale i nie ginie, jeśli si ly objȩtościowe sa̧ zachowawcze
i obowia̧zuje równanie fizyczne.

Za lóżmy, że si ly objȩtoścowe sa̧ zachowawcze, tzn. F = −∇Ω(r), i
obowia̧zuje równanie fizyczne ρ = ρ(p). To ostatnie za lożenie pozwala przek-
szta lcić ostatni wyraz w równaniu Eulera. Odwróćmy zależność i napiszmy
p = p(ρ). Wtedy

∇p =
dp

dρ
∇ρ, (35)

a
1

ρ
∇p =

1

ρ

dp

dρ
∇ρ =

dP

dρ
∇ρ = ∇P, (36)

gdzie P jest zdefiniowane relacja̧ dP
dρ

= 1
ρ
dp
dρ

. Równanie Eulera przyjmuje
postać

∂v

∂t
+ (v∇)v = −∇(Ω + P ). (37)

Dalsze przekszta lcenie wymaga zastosowania tożsamości, która bȩdzie wyprowad-
zona. Rozważmy dwa wektory a i b. Z wzrorów na podwójny iloczyn wek-
torowy mamy

a× (∇× b) = ∇(ab)− (a∇)b,

b× (∇× a) = ∇(ba)− (b∇)a, (38)

gdzie podkreślenie oznacza, że obiekt nie jest różniczkowany. Po dodaniu
powyższych relacji otrzymuje siȩ

∇(ab) = ∇(ab) +∇(ba) = a× (∇× b) + b× (∇× a) + (a∇)b + (b∇)a.(39)

W szczególności dla a = b = v otrzymuje siȩ

∇(v2) = 2v × (∇× v) + 2(v∇)v. (40)
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Dla ruchu potencjalnego v = ∇φ oraz∇×v = 0 i równanie Eulera przechodzi
w

∂

∂t
∇φ+∇(

1

2
v2) = −∇(Ω + P ), (41)

albo

∇(
∂φ

∂t
+

1

2
v2 + Ω + P ) = 0. (42)

Oznacza to, że wyrażenie pod gradientem może być jedynie funkcja̧ czasu

∂φ

∂t
+

1

2
v2 + Ω + P = ψ(t). (43)

Ostatnie równanie nosi nazwȩ uogólnionego równania Bernoulliego. Opisuje
ruch ruch potencjalny ośrodów cia̧g lych idealnych, spe lniaja̧cych równanie
fizyczne, pod wp lywem si l zachowawczych.

Ruch jest stacjonarny, jeśli prȩdkość w każdym punkcie jest sta la w czasie.
Wtedy otrzymujemy równanie Bernoulliego

1

2
v2 + Ω + P = const. (44)

Jeśli dodatkowo ośrodek jest nieścísliwy, tzn. ρ = const, to z różniczkowej
definicji dP

dρ
= 1

ρ
dp
dρ

wynika, że P = p
ρ
, a równanie Bernoulliego przybiera

postać
1

2
ρv2 + ρΩ + p = const. (45)

2.2 Równania Bernoulliego w przypadku ruchu niepo-
tencjalnego

Równanie Bernoulliego można uogólnić dla ruchu niepotencjalnego. Linia̧
pra̧du nazywa siȩ krzywa̧, dla której styczna w każdym punkcie ma kierunek
prȩdkości w tym punkcie. Równanie parametryczne tej krzywej jest postaci
r = r(α), gdzie α jest parametrem, i spe lnione jest równanie

dr

dα
= λv, (46)

gdzie λ jest sta la̧. Dla ruchu stacjonarnego linia pra̧du jest torem cza̧stek
ośrodka, dla ruchu niestacjonarnego linie pra̧du zmieniaja̧ kszta ly w czasie i
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tory cza̧stek nie sa̧ z nimi tożsame. W przypadku ruchu niepotencjalnego i
stacjonarnego równanie (37) daje siȩ zapisać jako

1

2
∇v2 − v × (∇× v) = −∇(Ω + P ), (47)

gdzie skorzystano z faktu, że ∂v
∂t

= 0 oraz użyto tożsamości (40). Przepisuja̧c
ostatnie równanie otrzymuje siȩ

∇[
1

2
v2 + Ω + P ] = v × (∇× v). (48)

Sparametryzujmy liniȩ pra̧du d lugościa̧  luku s wzd luż linii pra̧du. Spe lnione
jest równanie ds = dr = λvds.

Jeśli pomnożyć ostatnie równanie przez wektor ds , to wyraz po lewej
stronie zeruje siȩ jako iloczyn skalarny prostopad lych wektorów. W konsek-
wencji

ds∇[
1

2
v2 + Ω + P ] = 0. (49)

Oznacza to, że przyrost wartości funkcji w nawiasie kwadratowym przy prze-
suniȩciu ds est równy zero, czyli

1

2
v2 + Ω + P = const., (50)

ale tylko wzd luż linii pra̧du. Wartość sta lej dla różnych linii pra̧du jest w
ogólności różna.

Równanie Bernoulliego ma zwia̧zek z zachowaniem energii.
Struga̧ nazywa siȩ zbiór linii pra̧du ograniczonych rurka̧; ta ostatnia ut-

worzona jest z linii pra̧du przechodza̧cych przez pewna̧ krzywa̧ zamkniȩta̧.
Rozważmy objȩtość cienkiej strugi zamkniȩta̧ dwiema powierzchniami S i S ′

prostopad lymi do strugi. W czasie dt ubȩdzie energia Svdtρ(1
2
v2 + Ω +Ew),

a przybȩdzie energia S ′v′dtρ′(1
2
v′2 + Ω′ + E ′

w). Przyrost energii zwia̧zny jest
z różnica̧ parć na ”denka” strugi, bo si ly powierzchniowe sa̧ prostopad le do
powierzchni strugi. Bilans energii ma postać

S ′v′dtρ′(
1

2
v′2 + Ω′ + E ′

w)− Svdtρ(
1

2
v2 + Ω + Ew) = pSvdt− p′S ′v”dt. (51)

Zachowanie masy daje ρSvdt = ρ′S ′v′dt, co implikuje

1

2
v2 + Ω + Ew +

p

ρ
= const. (52)
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Ostatnia̧ relacjȩ można przekszta lcić, pamiȩtaja̧c, że dla energii wewnȩtrznej
zachodzi dEw = pdρ

ρ2
= −pd1

ρ
. Wtedy ca lkuja̧c przez czȩści dostaje siȩ

Ew = −
∫
pd

1

ρ
= −p

ρ
+

∫ 1

ρ
dp = −p

ρ
+ P. (53)

Po wstawieniu ostatniej relacji otrzymuje siȩ

1

2
v2 + Ω + P = const. (54)

Otrzymano wiȩc równanie Bernoulliego dla linii pra̧du.

2.3 Przypadki szczególne

1. Ciecz idealna, nieścísliwa, w polu si l grawitacyjnych, przypadek stacjonarny.
Przyspieszenie grawitacyjne skierowane jest wzd luż osi z skierowanej w dó l,
tzn. Ω = −gz. Niech p jest císnieniem na wysokości z, a p0 - na wysokości
z = 0. Równanie Bernoulliego daje

−ρgz + p = p0, (55)

Cśnienie hydrostatyczne p = p0 + ρgz rośnie z g lȩbokościa̧. Nie zależy od
innych rozmiarów naczynia (paradoks hydrostatyczny).

2. Paradoks hydrodynamiczny
Weźmy pozioma̧ rurȩ, tak aby pomina̧ć wp lyw si ly grawitacji. W rurze zna-
jduja̧ siȩ przewȩżenia. Ponieważ

1

2
ρv2 + p = const., (56)

w przewȩżeniach rury, gdzie prȩdkość jest wiȩksza, jest obniżone císnienie.
Może siȩ zdarzyć, że jest mniejsze od atmosferycznego i do rury zasysane
bȩdzie powietrze.

3. Wyp lyw cieczy przez wa̧ski otwór w naczyniu.
Niech pionowa oś z bȩdzie skierowana w dó l, az = 0 odpowiada powierzchni
cieczy. Równanie Bernoulliego daje

p− ρgz +
1

2
ρv2 = p0, (57)
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gdzie pominiȩto prȩdkość górnego lustra cieczy; p ≈ p0 jest równe císnieniu
atmosferycznemu. Wtedy

v =
√

2gz, (58)

dla otworu znajduja̧cego siȩ na g lȩbokości z.
4. Prawo Archimedesa.

Obliczmy wypadkowa̧ si lȩ i moment si ly dzia laja̧cy na cia lo zanurzone w
p lynie. Jest to taka sama si la, jaka dzia la na element p lynu o tym samym
kszt lcie, co zanurzone cia lo. Si la wynosi

Q = −
∮
S
pdS = −

∫
V
∇pdV. (59)

W sytuacji statycznej z równania Eulera wynika, że F = 1
ρ
∇p; sta̧d

Q = −
∫
V
ρFdV. (60)

Dla si ly grawitacji F = g i

Q = −
∫
V
ρgdV. (61)

Jest to ciȩżar cieczy wypartej przez cia lo.
Moment si ly wynosi

M = −
∮
S

r× pdS. (62)

Korzystaja̧c z twierdzenia o zamianie ca lki powierzchniowej na objȩtościowa̧
dla dowolnego wektora a, w formie∮

S
a× dS = −

∫
V
∇× adV, (63)

moment si ly można napisać jako

M = −
∮
S

r× pdS = −
∫
V
∇× (pr)dV = −

∫
V

[p∇× r− r×∇p]dV =∫
V

r× FρdV. (64)

W przypadku si ly grawitacji M =
∫
V rρdV × g.
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