Andrzej Raczynski
Mechanika klasyczna cz.12

1 Elementy fizyki bryly sztywnej - przyklady

1.1 Drabina

Drabina o dlugosci 21 i masie m oparta jest o pionowa sciane, a jej podstawa
moze przesuwac sie wzdtuz osi poziomej x. Nie ma ruchu w kierunku z. Nie
ma tarcia. Dziala sila ciezkosci w kierunku pionowym y.

Podloze wywiera silg reakeji R, skierowang pionowo w gore i przylozona w
punkcie styku drabiny z podloga. Sciana wywiera sile reakcji R, skierowana
poziomo i przylozona w punkcie styku drabiny ze Sciana.

Niech (zg, ys) oznaczaja wspéhrzedne srodka masy S. Spemione sa réwnania

miS = Rxa

mis = —mg + R,. (1)

Drabina wykonuje ruch obrotowy ptaski; niech a bedzie katem miedzy dra-
bina a pionowa $ciana . W ukladzie srodka masy spelnione jest rownanie

I°6 = 25R, — ysR, (2)

(moment silty ciezkosci jest réwny zero, bo jest przylozona w srodku masy).
Wiezy implikuja zaleznosci

rg =lsina, ig=ldcosa, Tg= —ld*sina + lécosa, (3)
ys = lcosa, s = —lasina, i = —Id?cosa — lésina.
Stad
R, = mig = m(—Il&”sina + lé cos a), (4)

R, = mg + mijis = mg + m(—1&* cos a — léisin ).



Po podstawieniu réwnanie ruchu obrotowego ma postac
ISt = —mi®é + myl sin (5)
albo
It = mglsin o, (6)
gdzie I = I° + ml?.
To samo réwnanie mozna otrzymac jako rownanie Lagrange’a II rodzaju.
Energia kinetyczna ma postac

1 1 1
T = 5m(:i:g +3) + 515 V2 = 51@2. (7)

Energia potencjalna wysokosci wynosi V' = mgl cos a. Stad

1
L= §Id2 — mgl cos . (8)

Roéwnanie Lagrange’a ma postac

%%—%:]a—mglsma:& (9)

Po pomnozeniu ostatniego rownania przez ¢ mozna je scatkowac

1
262

1
54— g*cosa = 5@3 — g* cos ay, (10)

gdzie g* = ngl. Roéwnanie to przedstawia zachowanie energii (po pomnozeniu
przez mil?).

Jesli w chwili ¢ = 0 drabina nie poruszala si¢ i byla nachylona pod katem
g, to otrzymujemy

&= \/292(005040 — cos ), (11)
oraz rozwigzanie dla funkcji odwrotnej ¢t = t(«)

= [ da (12)

ao \/ng(cos Qp — COS a).

Rozwigzanie jest stuszne dla o < 7. Mozna zakres przedtuzy¢, dopuszczajac,
by opadajacy koniec mogt opas¢ ponizej poziomu podiogi.



1.2 Wymuszanie obrotu wirujacej bryty

Niech bryta o symetrii obrotowej wiruje wokot osi symetrii ze stala predkoscia
katowa &y. Poszukuje sie momentu sity D, jaki trzeba przytozy¢, aby bryla
wykonywala obrét z predkoscia &y + & wokét punktu O = O lezacego na
osi symetrii. Spelnione jest rownania

[Ad’(ﬁo + 1)

Tt (G + ) x 1(&@o + &) = D. (13)

Predkos¢ katowa wy ma stata wartosé i kierunek osi symetrii bryty, staty w
U, stad d;“f’ = 0.

Wezmy uklad U”, obracajacy sie z predkoscia katowa —dy wzgledem U’,
czyli z predkoscia katowa @, wzgledem U. Zachodzi

diz, d'Ia,

= — o x 1. 14
dt a0 (14)
Stad réwnanie ruchu mozna napisaé jako
am; . . .
dt1+w0><mo+wl><mo+wlxml:]) (15)

Wektor g jest skierowany wzdtuz osi symetrii bryly, ktéra wyznacza kierunek
gléwny tensora I, czyli I3y = 1,,,&o; stad wektory oy i 13, sa rownolegle i
ich iloczyn wektorowy znika.

Jesli wektor &y jest prostopadly do osi symetrii, to takze jest skierowany
wzdtuz osi gléwnej tensora; wtedy 1@, = 1,,@y; stad wektory @y i I sa
rownolegle i ich iloczyn wektorowy znika. Moment bezwiladnosci I,, nie
zalezy od czasu, momenty bezwladnosci wzgledem wszystkich osi prostopadtych
do osi symetrii sa réwne z powodu symetrii obrotowej.

Jesli dodatkowo predkosé katowa w; jest stala w U, to jest takze stala w
U// bOdwlIdwl—leXu]l do.zl.

dt
Przy tych Wszystk1ch zalozeniach

D= U_jl X IAQO = Iwoa_ﬁl X a_))g. (16)

Moment sity jest prostopadly do &y i &y, a jego wartosé jest tym wieksza, im
wieksze sa wartosci obu predkosci katowych.



1.3 Bak swobodny - analiza jakosciowa

Rozpatrzmy bryle sztywna, na ktéra nie dziala moment sity. Moze to by¢
planeta obracajaca sie wokot srodka masy i znajdujaca sie w polu grawita-
cyjnym jednorodnym lub planeta sferycznie symetryczna w polu sit central-
nych.

Dla ciata w polu grawitacyjnym jednorodnym momenty sit wzgledem
érodka masy wynosi D = 3, 1% x m;g = (3, mr?) x g =0 x g = 0.

Potencjal oddziatywania grawitacyjnego mlgdzy umieszczona w poczatku
uktadu jednorodna kula o masie m i promieniu p a punktowa masa M
umieszczong w punkcie s wynosi

GMdm

r—s|

Vi(s)=— (17)

gdzie catkowanie odbywa sie po masie jednorodnej kuli o gestosci d i promie-
niu p. Przechodzac do calkowania po jej objetosci mozna napisac

r?sin 6

V:—GMd/ ——GMd/ dr/ a0 [ de

0 V124 p? —2rpcosf

v —s|

gdzie wprowadzono wspétrzdne sferyczne, 6 jest katem miedzy wektorami r
i s. Calka po d¢ daje 27, catke do df wykonuje sie podstawiajac cosf = u

P 1 1
V = —GMd2 /d 2/ d _
L u\/r2+82—2rsu
1
—GMde/prz 2r 5| = (r +5) (19)
o

Dla s > r, tzn. dla masy M umieszczone] na zewnatrz rozwazanej bryly
Ir —s| =s—r. Wtedy

14 M
V= —GMd2r~ / 2y = —GMd_~ p* = _GAMm.

: (20)
Potencjal jest wiec taki sam, jak gdyby bryle o masie m $ciagna¢ do jednego
punktu. Silta dzialajaca na bryle jest wiec przylozona w w $rodku masy (i
symetrii), a jej moment wzgledem $rodka masy jest réwna zero.
Rozwazajac przypadek masy M umieszczonej wewnatrz bryly, nalezaloby
podzieli¢ obszar catkowania na cz¢$¢ z r < pizr > p. Otrzymano by wynik,
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ze niezerowa sita dziala miedzy masa M a Sciagnieta do punktu ta czescia
bryty, ktora jest blizej jej $rodka niz masa M.

Bakiem swobodnym jest tez bryla obracajaca sie wokoét punktu spoczy-
wajacego w ukladzie inercjalnym.

Dla baka swobodnego musi by¢ zachowana energia, moment pedu w
uktadzie inercjalnym i jego dlugo$é takze w ukladzie z U’ zwiazanym z
bryta. Niech osie uktadu U’ sa kierunkami gléwnymi tensora bezwtadnosci z
I, < Iy < I,. Spelnione sa réwnania Eulera (opuszczono indeks gérny S
przy momencie bezwladnosci wzgledem srodka masy)

Ix/wxl = ([y’ - sz)wy/wz,,
Iy/d}y/ = (Iz’ — Imr)wzxwrf (21)

Iz/wz’ = ([x’ - Iy/)wx/wy/.

Jesli réwnania te pomnozy¢ odpowiednio przez w,/, w,, w. i doda¢, otrzy-
muje sie

d d
%(Lﬂwﬁ, + Iywl + Lw?) = 2T =0, (22)

. 1 =7~ .
gdzie T' = W1 jest energia.

Jesli rownania Eulera pomnozy¢ odpowiednio przez [yw,, Lywy, Iiw.s i
doda¢, otrzymuje sie

d d
%([g/wz/ + [5/&);/ + Izlwz/) = %JQ == 07 (23)

Roéwnania powyzsze sg opisuja elipsoidy w zmiennych w,r, wy, w,

2 2 2
War wy/ W -1
2r 2T 2r —
I, Iy/ 1,
2 2 2
Wi Wy W
x Yy A
mt+ 5+ =1 (24)
A A )

Osie elipsoid leza na osiach z/, ¢/, 2/, maja one $§rodek w poczatku ukladéw
Ui U’ i ich dlugosci sa stosunku —— : —— : —— dla elipsoidy energii
g 3 NN AN p Yy g

S EE
Orazl/ 'Iy/ CLy

x

dla elipsoidy momentu pedu. ta ostatnia jest bardziej

wysmuklona.



Koniec wektora & zakresla w ukladzie U’ krzywa zwana polhodia, a w
ukiadzie U - herpolhodia. Polhodia musi mie¢ koniec na linii przeciecia obu
elipsoid.

Rozwazmy zachowanie polhodii ustalajac energie i zmieniajac dhugosé
momentu pedu. Dla bardzo matych J? elipsoidy sie nie przecinaja i ruch jest
niemozliwy. Przy zwiekszaniu J? dochodzimy do sytuacji, gdy najwieksze
osie elipsoid sa réwne Ruch odbywa sie wtedy wokét osi 2/ - osi gléwnej
najmniejszego momentu bezwladnosci; polhodia sktada sie z dwoch punktow.
Dalsze zwickszanie J? powoduje, ze elipsoidy przecinaja sie wzdhuz elipsy,
ktoérej réwnanie otrzymuje sie eliminujac w réwnan elipsoid zmienna w,

Ly(Ly — Ip)wly + Li(Ly — L)w? = J* = 2T, (25)

Rzut polhodii na plaszczyzne (2'z") przedstawia hiperbole

Lo(Ly — I)w2 + Li(Ly — L)w? = J* — 2T'1,. (26)
Dalsze zwickszanie J? prowadzi do réwnosci érednich osi elipsoid
J* 2T
- = —. (27)
]yQ/ ]y/

Rzut polhodii na plaszczyzne (2'z') daje dwie przecinajace sie proste.

Gdy J? dalej wzrasta, rzut polhodii na ptaszczyzne (2'z) znéw jest hiper-
bola z zamienionymi rolami osi 2’ i z’. Rzut polhodii na plaszczyzne (x'y’)
staje sie elipsa, ktora Sciaga sie do punktu, gdy réwne staja sie najmniejsze
sie elipsoid. Wtedy ruch odbywa sie wokét osi z/. Jeszcze wieksza wartosé
J? powoduje nieprzecinanie sie elipsoid i niemoznoé¢ ruchu.

W ten sposéb widaé, ze predkosé katowa jest stata w U’, gdy ma kierunek
osi gléwnej tensora bezwladnosci. Dodatkowo, gdy ruch odbywa sie wokot osi
gtéwnej o najwiekszym lub najmniejszym momencie bezwladnosci, niewielkie
zaburzenie powoduje, ze wektor & pozostaje w otoczeniu pierwotnego kierunku.
W przypadku osi o srednim momencie bezwladnosci zaburzenie takie ma
charakter nietrwaly: ruch wokot osi 3/ przechodzi w ruch o polhodii w postaci
elipsy otaczajacej o$ x’ lub 2’

W ukladzie inercjalnym zachodzi J = [&d = const oraz T = %dﬁf@’ =
%LUJ = const. Oznacza to, ze ) - rzut wektora & na kierunek J jest za-
chowany. Koniec wektora & porusza sie po krzywej lezacej w stalej plaszczyznie
|| = const.



Chwilowa os obrotu & lezy i na polhodii i na herpolhodii; mozna powiedzieé,
ze polhodia toczy sie po herpolhodii.

1.4 Bak symetryczny swobodny

Zakladamy ze elipsoida bezwladnosci jest obrotowa, a srodek masy lezy na
osi symetrii bryly. Przyjmujemy, ze I,; = I,,. Réwnania Eulera sprowadzaja
sie do postaci

]:c’wa:’ = (Ix’ — IZ,)wy/wz/,
Lytoy = (L — Ly)wawy (28)
Iyw,y = 0.

Stad w., = w.g = const, czyli

Q)y/ = —OWy, (29)

. 11
gdzie o = Qo =Lr)wg 17’)‘”2’0.

. . x /7 / /7
Rozwiazanie réwnan Eulera ma postac

wy = hsin(at + ),
wy = hcos(at +7), (30)
Wy = Wypo-

Polhodia jest wiec okregiem o promieniu h lezacym w plaszczyznie 2’ = w.r.

Ruch jest okresowy z predkoscia katowa (czestoscia kotowa) a.
Podobnie wyglada ewolucja wektora momentu pedu w uktadzie U’

Jpr = Tpwy = Lyhsin(at + ),
Jy/ = ]m/wy/ = [m/h COS(Oét + ’}/), (31)

S = Liwy = Liwy.

Koniec wektora J zakresla z predkoscia katowa (czestoscia kolowa) « okrag
o promieniu I,-h w plaszczyznie 2’ = [ w.q.



Jak pokazano wyzej, sktadowe predkosci katowej wyrazaja sie przez katy
Eulera

Wy = GsinOsin ) + 0 cosh = hsin(at + 7),

Wy = ésin@cosw — ésinw = hcos(at + ),

Wy = cosh + 1 = wyy. (32)
Niech o$ z ma kierunek wektora J (staly). Wobec zachowania J, 1 J» kat

0, czyli kat miedzy osiami z i 2/, jest staly 6 = 6y 1 & = 0. Roéwnania
przyjmujawiec postac

¢sin By siny = hsin(at +7),
$sin Oy cos 1 = hcos(at + ),
b cos by + 1 = war. (33)

Podzielenie pierwszego rownania przez drugie daje

tgy = tg(at + ), (34)
czyli
Ix/ — ]z’ Wy
R T (35)
gdzie ¥y = ¢ (t = 0).
Trzecie z réwnan sprowadza sie do
. Wyrg —
= — 36
cosly ' (36)
czyli
Wyog — & Iz’wz’O
)= 0 T4 = 37
o(t) cos b o I cos by %o, (37)

gdzie ¢g = ¢(t = 0). Ruch jest ztozeniem dwdéch ruchéw o statych predkosciach
katowych odpowiednio wzgledem osi z i 2/

[lez/() /(Ix’ — Iz’)wz/()

5=k (38)

I, cos b 1

Taki ruch nazywa sie¢ precesja regularna



Zbierzmy sktadowe wektora < w obu ukladach odniesienia. Poniewaz
& = ko + K4, (39)
zachodzi

wy = 1@ = sin 1 sin Oy,

wy = j'& = cos Y sin By,

wy =K' = cos g + 1) = war, (40)
w, = iW = sin ¢ sin Golb,

wy = ji = —cos¢sin90¢,

w, = k& = cos Opth + & (41)

Sktadowe w, i w,/ sa stale w czasie. Rzuty & na plaszezyzny (zy) oraz (z'y')
wykonuja obrét odpowiednio o katy ¢ i v». Wynika stad, ze o$ obrotu &
zakresla w U powierzchnie stozka (herpolhodii) z predkoscia katowa ¢, a w
uktadzie U’ - powierzchnie stozka (polhodii) z predkoscia katowa ).

O$ symetrii baka zakresla z predkoscia katowa gzﬁ w ukladzie U stozek
obrotowy dokola osi z (nie wykonuje obrotu wokét osi 2').

. . .. . (Iy—I,) o 1 ~
W przypadku Ziemi, z powodu jej splaszczenia, = T R g0 & W R
2

5in- Stad okres obrotu o kat ¢ wynosi ok. 300 dni. W rzeczywistosci
Ziemi nie mozna traktowac jako bryty scisle sztywnej: podlega elastycznym
odksztalceniom oraz zachodzi przesuwanie sie mas na powierzchni i wewnatrz
planety. Punkt przeciecia osi obrotu z powierzchnia Ziemi porusza si¢ ruchem
nieregularnym, réznym w réznych latach, z wysredniowanym okresem ok. 14

miesiecy. Ponadto Ziemia nie jest Scisle bakiem swobodnym.

2 Bak symetryczny ciezki

Bak jest poddany dzialaniu momentu sily. Niech pole zewnetrzne bedzie
jednorodne, ale punkt O = O, wokdt ktérego obraca sie bak nie jest jego
srodkiem masy.
Energia kinetyczna ma postac
1

T = 5[111((,0320/ + wi/) =+ Izlwg/] =



;{LE/[@ sin@sin e + 0 cos ) + ($sind cos ) — sin1))?] + L/ (¢ cos O + 1))?} =

(42)

(44)

1 . ) . )
i[lx/ (sin? 0¢* + 6%) + L/(¢pcosd +1))?].
Energia potencjalna ma postac
V= Zmigzi = Mgzg = MgRcos®. (43)
Zalozono, ze srodek masy lezy na osi 2’ w odlegloéci R od punktu O (czyli R
jest potozeniem srodka masy w uktadzie U’), a przyspieszenie g dziala wzdhuz
osi z. Lagranzjan ma posta¢ L = T — V. Zmienne ¢ i 1) nie wystepuja w
lagranzjanie, czyli sa cykliczne. Pedy uogélnione z nimi zwiazane sa stalymi
ruchu
oL S
= — = [(cosO¢ + 1) = const
Py =73 7 (cos0¢ + 1))
oL o : : -
Py = 8Tb = [y sin”0¢ + L/ (¢ cos O + 1)) cos = I, sin” B¢ + p,, cos @ = const.
Te pedy uogolnione sa sktadowymi momentu pedu
Sy = Lw, = IZ’<COS ng + ¢) = Dy (45)

JZ = k([m/wx/i’ + [m/wy/j’ + [z/wsz’) =
I [(¢ sin 0 sin 1) 4 0 cos ) sin 0 sin 1) + (¢ sin 6 cos 1 — Osin ) sin § cos Y]
+L(¢pcosh + 1p) cos = Ly sin® 0 + Li(dpcosf + 1)) cosh = py.  (46)
Zamiast pierwszego catkowania réwnania Lagrange’a dla zmiennej € mozna
skorzysta¢ z zachowania energii
1 : . : .
§[Ix/ (sin? 0> + 62) + L/(¢cos O + )*] + MgRcos = E, (47)

lub po wyrazeniu predkosci uogélnionych przez pedy uogdlnione

1 5 2Dy — Dy cosf)® ., L,
—I[sin”* 0 (L sin? 0)? 0] + s+py, + MgRcos = E, (48)

21,
Analize rozwiazania mozna przeprowadzi¢ podstawiajac
cosf =&, —sinf)=¢, 0> = ¢ (49)
) ) —e
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Po podstawieniu otrzymuje si¢

1 (pp—py&)? Lo & 1,
il MgR¢ = E. 50
2, 1-¢& 21— o Pet MRS (50)

Stad

o 1 (ps — Pué)?, 2
£ =[(E— MgR¢ - QIz/pi)(l — &%) — T] I

[ (61

Funkcja f(§) jest wielomianem trzeciego stopnia i daje si¢ zapisa¢ jako

_ 2MgR

fe) = =

(£ —&)(§ — &) — &), (52)

gdzie & sa uporzadkowanymi rosnaco pierwiastkami wielomianu. Wartos¢
wielomianu zmierza do oo dla € — oo i do —oo dla & — —oo. Funkcja f
ma dodatnig wartosé¢ dla & z przedziatu (&1, &) oraz dla £ > £3. Dodatkowo
f(£1) < 0. Stad &3 > 1, a & > —1. Fizyczny sens ma tylko zakres —1 < & <
€ < & < 1, bo £ jest kosinusem rzeczywistego kata, a f(£) jest kwadratem
pochodne;j f .

Rozwiazanie dla funkcji odwrotnej daje sie napisa¢ jako

& de
NG

Zmak trzeba wybrac tak, aby funkcja po prawej stronie byla rosnaca. Funkcja
&(t) jest okresowa, a jej okres wynosi

t—ty ==+ (53)

&2 d§

T=2 . (54)
SERVAACS)
Mozna tez wyznaczy¢ kat ¢. Mamy
. Py — Py cosl
¢= I, sin? 6 (55)
a wiec
. [tPe — pycCOS o) /é(t) pe — Dy dE
U A Fr R A R NG
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Po czasie T kat ¢ zmieni si¢ o

&2 py—pyp§  d
o Lo(1=8)\/1(¢)

A¢ =2 . (57)

Podobnie mozna obliczy¢ 1 = (t).

Jakosciowa nowoscia w porownaniu z precesja regularna sa okresowe zmi-
any kata 6 = arccos&, czyli tzw. nutacje. Redukuja sie one do zera, gdy
& = &, czyli funkcja f ma pierwiastek podwdéjny. Przy malych nutacjach
precesja nazywa si¢ pseudoregularna.

W przypadku Ziemi wpltyw Storica i Ksiezyca na czesci Ziemi stanowiace
jej odstepstwo od ksztaltu kulistego powoduje precesje pseudoregularna o
okresie ok. 26000 lat. Okres nutacji jest rzedu 18.6 lat, a zmiany kata 6 sa
rzedu 9 sekund tuku.
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