
Andrzej Raczyński
Mechanika klasyczna cz.12

1 Elementy fizyki bry ly sztywnej - przyk lady

1.1 Drabina

Drabina o d lugości 2l i masie m oparta jest o pionowa̧ ścianȩ, a jej podstawa
może przesuwać siȩ wzd luż osi poziomej x. Nie ma ruchu w kierunku z. Nie
ma tarcia. Dzia la si la ciȩżkości w kierunku pionowym y.

Pod loże wywiera si lȩ reakcji Ry skierowana̧ pionowo w górȩ i przy lożona̧ w

punkcie styku drabiny z pod loga̧. Ściana wywiera si lȩ reakcji Rx skierowana̧
poziomo i przy lożona̧ w punkcie styku drabiny ze ściana̧.

Niech (xS, yS) oznaczaja̧ wspó lrzȩdne środka masy S. Spe lnione sa̧ równania

mẍS = Rx,

mÿS = −mg +Ry. (1)

Drabina wykonuje ruch obrotowy p laski; niech α bȩdzie ka̧tem miȩdzy dra-
bina̧ a pionowa̧ ściana̧ . W uk ladzie środka masy spe lnione jest równanie

ISα̈ = xSRy − ySRx (2)

(moment si ly ciȩżkości jest równy zero, bo jest przy lożona w środku masy).
Wiȩzy implikuja̧ zależności

xS = l sinα, ẋS = lα̇ cosα, ẍS = −lα̇2 sinα + lα̈ cosα, (3)

yS = l cosα, ẏS = −lα̇ sinα, ÿS = −lα̇2 cosα− lα̈ sinα.

Sta̧d

Rx = mẍS = m(−lα̇2 sinα + lα̈ cosα), (4)

Ry = mg +mÿS = mg +m(−lα̇2 cosα− lα̈ sinα).
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Po podstawieniu równanie ruchu obrotowego ma postać

ISα̈ = −ml2α̈ +mgl sinα (5)

albo
Iα̈ = mgl sinα, (6)

gdzie I = IS +ml2.
To samo równanie można otrzymać jako równanie Lagrange’a II rodzaju.

Energia kinetyczna ma postać

T =
1

2
m(ẋ2S + ẏ2S) +

1

2
ISα̇2 =

1

2
Iα̇2. (7)

Energia potencjalna wysokości wynosi V = mgl cosα. Sta̧d

L =
1

2
Iα̇2 −mgl cosα. (8)

Równanie Lagrange’a ma postać

d

dt

∂L

∂α̇
− ∂L

∂α
= Iα̈−mgl sinα = 0. (9)

Po pomnożeniu ostatniego równania przez α̇ można je sca lkować

1

2
α̇2 − g2 cosα =

1

2
α̇2
0 − g2 cosα0, (10)

gdzie g2 = mgl
I

. Równanie to przedstawia zachowanie energii (po pomnożeniu
przez ml2).

Jeśli w chwili t = 0 drabina nie porusza la siȩ i by la nachylona pod ka̧tem
α0, to otrzymujemy

α̇ =
√

2g2(cosα0 − cosα), (11)

oraz rozwia̧zanie dla funkcji odwrotnej t = t(α)

t =
∫ α

α0

dα√
2g2(cosα0 − cosα)

. (12)

Rozwia̧zanie jest s luszne dla α ≤ π
2
. Można zakres przed lużyć, dopuszczaja̧c,

by opadaja̧cy koniec móg l opaść poniżej poziomu pod logi.
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1.2 Wymuszanie obrotu wiruja̧cej bry ly

Niech bry la o symetrii obrotowej wiruje wokó l osi symetrii ze sta la̧ prȩdkościa̧
ka̧towa̧ ~ω0. Poszukuje siȩ momentu si ly D, jaki trzeba przy lożyć, aby bry la
wykonywa la obrót z prȩdkościa̧ ~ω0 + ~ω1 wokó l punktu O′ = O leża̧cego na
osi symetrii. Spe lnione jest równania

Î
d′(~ω0 + ~ω1)

dt
+ (~ω0 + ~ω1)× Î(~ω0 + ~ω1) = D. (13)

Prȩdkość ka̧towa ~ω0 ma sta la̧ wartość i kierunek osi symetrii bry ly, sta ly w
U ′, sta̧d d′ ~ω0

dt
= 0.

Weźmy uk lad U ′′, obracaja̧cy siȩ z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ −~ω0 wzglȩdem U ′,
czyli z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ ~ω1 wzglȩdem U . Zachodzi

d′Î~ω1

dt
=
d′′Î~ω1

dt
− ~ω0 × Î~ω1. (14)

Sta̧d równanie ruchu można napisać jako

d′′Î~ω1

dt
+ ~ω0 × Î~ω0 + ~ω1 × Î~ω0 + ~ω1 × Î~ω1 = D (15)

Wektor ~ω0 jest skierowany wzd luż osi symetrii bry ly, która wyznacza kierunek
g lówny tensora Î, czyli Î~ω0 = Iω0~ω0; sta̧d wektory ~ω0 i Î~ω0 sa̧ równoleg le i
ich iloczyn wektorowy znika.

Jeśli wektor ~ω1 jest prostopad ly do osi symetrii, to także jest skierowany
wzd luż osi g lównej tensora; wtedy Î~ω1 = Iω1~ω1; sta̧d wektory ~ω1 i Î~ω1 sa̧
równoleg le i ich iloczyn wektorowy znika. Moment bezw ladności Iω1 nie
zależy od czasu, momenty bezw ladności wzglȩdem wszystkich osi prostopad lych
do osi symetrii sa̧ równe z powodu symetrii obrotowej.

Jeśli dodatkowo prȩdkość ka̧towa ~ω1 jest sta la w U , to jest także sta la w
U ′′, bo d~ω1

dt
= d′′~ω1

dt
+ ~ω1 × ~ω1 = d′′~ω1

dt
.

Przy tych wszystkich za lożeniach

D = ~ω1 × Î~ω0 = Iω0~ω1 × ~ω0. (16)

Moment si ly jest prostopad ly do ~ω0 i ~ω1, a jego wartość jest tym wiȩksza, im
wiȩksze sa̧ wartości obu prȩdkości ka̧towych.
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1.3 Ba̧k swobodny - analiza jakościowa

Rozpatrzmy bry lȩ sztywna̧, na która̧ nie dzia la moment si ly. Może to być
planeta obracaja̧ca siȩ wokó l środka masy i znajduja̧ca siȩ w polu grawita-
cyjnym jednorodnym lub planeta sferycznie symetryczna w polu si l central-
nych.

Dla cia la w polu grawitacyjnym jednorodnym momenty si l wzglȩdem
środka masy wynosi DS =

∑
i r
S
i ×mig = (

∑
imir

S
i )× g = 0× g = 0.

Potencja l oddzia lywania grawitacyjnego miȩdzy umieszczona̧ w pocza̧tku
uk ladu jednorodna̧ kula̧ o masie m i promieniu ρ a punktowa̧ masa̧ M
umieszczona̧ w punkcie s wynosi

V (s) = −
∫ GMdm

|r− s|
, (17)

gdzie ca lkowanie odbywa siȩ po masie jednorodnej kuli o gȩstości d i promie-
niu ρ. Przechodza̧c do ca lkowania po jej objȩtości można napisać

V = −GMd
∫ d3r

|r− s|
= −GMd

∫ ρ

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ

r2 sin θ√
r2 + ρ2 − 2rρ cos θ

,(18)

gdzie wprowadzono wspó lrzdne sferyczne, θ jest ka̧tem miȩdzy wektorami r
i s. Ca lka po dφ daje 2π, ca lkȩ do dθ wykonuje siȩ podstawiaja̧c cos θ = u

V = −GMd2π
∫ ρ

0
drr2

∫ 1

−1
du

1√
r2 + s2 − 2rsu

=

−GMd2π
∫ ρ

0
r2

1

−2rs
2[|r − s| − (r + s)] (19)

Dla s > r, tzn. dla masy M umieszczonej na zewna̧trz rozważanej bry ly
|r − s| = s− r. Wtedy

V = −GMd2π
1

s

∫ ρ

0
2r2dr = −GMd

1

s

4π

3
ρ3 = −GMm

s
. (20)

Potencja l jest wiȩc taki sam, jak gdyby bry lȩ o masie m ścia̧gna̧ć do jednego
punktu. Si la dzia laja̧ca na bry lȩ jest wiȩc przy lożona w w środku masy (i
symetrii), a jej moment wzglȩdem środka masy jest równa zero.

Rozważaja̧c przypadek masy M umieszczonej wewna̧trz bry ly, należa loby
podzielić obszar ca lkowania na czȩść z r < ρ i z r > ρ. Otrzymano by wynik,

4



że niezerowa si la dzia la miȩdzy masa̧ M a ścia̧gniȩta̧ do punktu ta̧ czȩścia̧
bry ly, która jest bliżej jej środka niż masa M .

Ba̧kiem swobodnym jest też bry la obracaja̧ca siȩ wokó l punktu spoczy-
waja̧cego w uk ladzie inercjalnym.

Dla ba̧ka swobodnego musi być zachowana energia, moment pȩdu w
uk ladzie inercjalnym i jego d lugość także w uk ladzie z U ′ zwia̧zanym z
bry la̧. Niech osie uk ladu U ′ sa̧ kierunkami g lównymi tensora bezw ladności z
Ix′ < Iy′ < Iz′ . Spe lnione sa̧ równania Eulera (opuszczono indeks górny S
przy momencie bezw ladności wzglȩdem środka masy)

Ix′ω̇x′ = (Iy′ − Iz′)ωy′ωz′ ,
Iy′ω̇y′ = (Iz′ − Ix′)ωz′ωx′ (21)

Iz′ω̇z′ = (Ix′ − Iy′)ωx′ωy′ .

Jeśli równania te pomnożyć odpowiednio przez ωx′ , ωy′ , ωz′ i dodać, otrzy-
muje siȩ

d

dt
(Ix′ω

2
x′ + Iy′ω

2
y′ + Iz′ω

2
z′) =

d

dt
2T = 0, (22)

gdzie T = 1
2
~ωÎ~ω jest energia̧.

Jeśli równania Eulera pomnożyć odpowiednio przez Ix′ωx′ , Iy′ωy′ , Iz′ωz′ i
dodać, otrzymuje siȩ

d

dt
(I2x′ω

2
x′ + I2y′ω

2
y′ + I2z′ω

2
z′) =

d

dt
J2 = 0, (23)

Równania powyższe sa̧ opisuja̧ elipsoidy w zmiennych ωx′ , ωy′ , ωz′

ω2
x′

2T
Ix′

+
ω2
y′

2T
Iy′

+
ω2
z′

2T
Iz′

= 1,

ω2
x′

J2

I2
x′

+
ω2
y′

J2

I2
y′

+
ω2
z′

J2

I2
z′

= 1. (24)

Osie elipsoid leża̧ na osiach x′, y′, z′, maja̧ one środek w pocza̧tku uk ladów
U i U ′ i ich d lugości sa̧ stosunku 1√

Ix′
: 1√

Iy′
: 1√

Iz′
dla elipsoidy energii

oraz 1
Ix′

: 1
Iy′

: 1
Iz′

dla elipsoidy momentu pȩdu. ta ostatnia jest bardziej

wysmuklona.
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Koniec wektora ~ω zakreśla w uk ladzie U ′ krzywa̧ zwana̧ polhodia̧, a w
uk ladzie U - herpolhodia̧. Polhodia musi mieć koniec na linii przeciȩcia obu
elipsoid.

Rozważmy zachowanie polhodii ustalaja̧c energiȩ i zmieniaja̧c d lugość
momentu pȩdu. Dla bardzo ma lych J2 elipsoidy siȩ nie przecinaja̧ i ruch jest
niemożliwy. Przy zwiȩkszaniu J2 dochodzimy do sytuacji, gdy najwiȩksze
osie elipsoid sa̧ równe Ruch odbywa siȩ wtedy wokó l osi x′ - osi g lównej
najmniejszego momentu bezw ladności; polhodia sk lada siȩ z dwóch punktów.
Dalsze zwiȩkszanie J2 powoduje, że elipsoidy przecinaja̧ siȩ wzd luż elipsy,
której równanie otrzymuje siȩ eliminuja̧c w równań elipsoid zmienna̧ ωx′

Iy′(Iy′ − Ix′)ω2
y′ + Iz′(Iz′ − Ix′)ω2

z′ = J2 − 2TIx′ . (25)

Rzut polhodii na p laszczyznȩ (x′z′) przedstawia hiperbolȩ

Ix′(Ix′ − Iy′)ω2
x′ + Iz′(Iz′ − Iy′)ω2

z′ = J2 − 2TIy′ . (26)

Dalsze zwiȩkszanie J2 prowadzi do równości średnich osi elipsoid

J2

I2y′
=

2T

Iy′
. (27)

Rzut polhodii na p laszczyznȩ (x′z′) daje dwie przecinaja̧ce siȩ proste.
Gdy J2 dalej wzrasta, rzut polhodii na p laszczyznȩ (x′z′) znów jest hiper-

bola̧ z zamienionymi rolami osi x′ i z′. Rzut polhodii na p laszczyznȩ (x′y′)
staje siȩ elipsa̧, która ścia̧ga siȩ do punktu, gdy równe staja̧ siȩ najmniejsze
sie elipsoid. Wtedy ruch odbywa siȩ wokó l osi z′. Jeszcze wiȩksza wartość
J2 powoduje nieprzecinanie siȩ elipsoid i niemożność ruchu.

W ten sposób widać, że prȩdkość ka̧towa jest sta la w U ′, gdy ma kierunek
osi g lównej tensora bezw ladności. Dodatkowo, gdy ruch odbywa siȩ wokó l osi
g lównej o najwiȩkszym lub najmniejszym momencie bezw ladności, niewielkie
zaburzenie powoduje, że wektor ~ω pozostaje w otoczeniu pierwotnego kierunku.
W przypadku osi o średnim momencie bezw ladności zaburzenie takie ma
charakter nietrwa ly: ruch wokó l osi y′ przechodzi w ruch o polhodii w postaci
elipsy otaczaja̧cej oś x′ lub z′.

W uk ladzie inercjalnym zachodzi J = Î~ω = const oraz T = 1
2
~ωÎ~ω =

1
2
~ωJ = const. Oznacza to, że ~ω|| - rzut wektora ~ω na kierunek J jest za-

chowany. Koniec wektora ~ω porusza siȩ po krzywej leża̧cej w sta lej p laszczyźnie
~ω|| = const.
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Chwilowa oś obrotu ~ω leży i na polhodii i na herpolhodii; można powiedzieć,
że polhodia toczy siȩ po herpolhodii.

1.4 Ba̧k symetryczny swobodny

Zak ladamy że elipsoida bezw ladności jest obrotowa, a środek masy leży na
osi symetrii bry ly. Przyjmujemy, że Ix′ = Iy′ . Równania Eulera sprowadzaja̧
siȩ do postaci

Ix′ω̇x′ = (Ix′ − Iz′)ωy′ωz′ ,
Iy′ω̇y′ = (Iz′ − Ix′)ωz′ωx′ (28)

Iz′ω̇z′ = 0.

Staḑ ωz′ = ωz′0 = const, czyli

ω̇x′ = αωy′

ω̇y′ = −αωx′ , (29)

gdzie α = (Ix′−Iz′ )ωz′0
I′x

.
Rozwia̧zanie równań Eulera ma postać

ωx′ = h sin(αt+ γ),

ωy′ = h cos(αt+ γ), (30)

ωz′ = ωz′0.

Polhodia jest wiȩc okrȩgiem o promieniu h leża̧cym w p laszczyźnie z′ = ωz′0.
Ruch jest okresowy z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ (czȩstościa̧ ko lowa̧) α.

Podobnie wygla̧da ewolucja wektora momentu pȩdu w uk ladzie U ′

Jx′ = Ix′ωx′ = Ix′h sin(αt+ γ),

Jy′ = Ix′ωy′ = Ix′h cos(αt+ γ), (31)

Jz′ = Iz′ωz′ = Iz′ωz′0.

Koniec wektora J zakreśla z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ (czȩstościa̧ ko lowa̧) α okra̧g
o promieniu Ix′h w p laszczyźnie z′ = Ix′ωz′0.
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Jak pokazano wyżej, sk ladowe prȩdkości ka̧towej wyrażaja̧ siȩ przez ka̧ty
Eulera

ωx′ = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ = h sin(αt+ γ),

ωy′ = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ = h cos(αt+ γ),

ωz′ = φ̇ cos θ + ψ̇ = ωz′0. (32)

Niech oś z ma kierunek wektora J (sta ly). Wobec zachowania Jz i Jz′ ka̧t
θ, czyli ka̧t miȩdzy osiami z i z′, jest sta ly θ = θ0 i θ̇ = 0. Równania
przyjmuja̧wiȩc postać

φ̇ sin θ0 sinψ = h sin(αt+ γ),

φ̇ sin θ0 cosψ = h cos(αt+ γ),

φ̇ cos θ0 + ψ̇ = ωz′0. (33)

Podzielenie pierwszego równania przez drugie daje

tgψ = tg(αt + γ), (34)

czyli

ψ(t) = αt+ ψ0 =
(Ix′ − Iz′)ωz′0

Ix′
t+ ψ0, (35)

gdzie ψ0 = ψ(t = 0).
Trzecie z równań sprowadza siȩ do

φ̇ =
ωz′0 − α

cos θ0
, (36)

czyli

φ(t) =
ωz′0 − α

cos θ0
t+ φ0 =

Iz′ωz′0
Ix′ cos θ0

+ φ0, (37)

gdzie φ0 = φ(t = 0). Ruch jest z lożeniem dwóch ruchów o sta lych prȩdkościach
ka̧towych odpowiednio wzglȩdem osi z i z′

~ω = k
Iz′ωz′0
Ix′ cos θ0

+ k′
(Ix′ − Iz′)ωz′0

Ix′
. (38)

Taki ruch nazywa siȩ precesja̧ regularna̧
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Zbierzmy sk ladowe wektora ~ω w obu uk ladach odniesienia. Ponieważ

~ω = kφ̇+ k′ψ̇, (39)

zachodzi

ωx′ = i′~ω = sinψ sin θ0φ̇,

ωy′ = j′~ω = cosψ sin θ0φ̇,

ωz′ = k′~ω = cos θ0φ̇+ ψ̇ = ωz′0, (40)

ωx = i~ω = sinφ sin θ0ψ̇,

ωy = j~ω = − cosφ sin θ0ψ̇,

ωz = k~ω = cos θ0ψ̇ + φ̇ (41)

Sk ladowe ωz i ωz′ sa̧ sta le w czasie. Rzuty ~ω na p laszczyzny (xy) oraz (x′y′)
wykonuja̧ obrót odpowiednio o ka̧ty φ i ψ. Wynika sta̧d, że oś obrotu ~ω
zakreśla w U powierzchniȩ stożka (herpolhodii) z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ φ̇, a w
uk ladzie U ′ - powierzchniȩ stożka (polhodii) z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ ψ̇.

Oś symetrii ba̧ka zakreśla z prȩdkościa̧ ka̧towa̧ φ̇ w uk ladzie U stożek
obrotowy doko la osi z (nie wykonuje obrotu wokó l osi z′).

W przypadku Ziemi, z powodu jej sp laszczenia, (Ix′−Iz′ )
Ix′

≈ 1
300

, a ωz′0 ≈
2π
24h

. Sta̧d okres obrotu o ka̧t ψ wynosi ok. 300 dni. W rzeczywistości
Ziemi nie można traktować jako bry ly ścísle sztywnej: podlega elastycznym
odkszta lceniom oraz zachodzi przesuwanie siȩ mas na powierzchni i wewna̧trz
planety. Punkt przeciȩcia osi obrotu z powierzchnia̧ Ziemi porusza siȩ ruchem
nieregularnym, różnym w różnych latach, z wyśredniowanym okresem ok. 14
miesiȩcy. Ponadto Ziemia nie jest ścísle ba̧kiem swobodnym.

2 Ba̧k symetryczny ciȩżki

Ba̧k jest poddany dzia laniu momentu si ly. Niech pole zewnȩtrzne bȩdzie
jednorodne, ale punkt O = O′, wokó l którego obraca siȩ ba̧k nie jest jego
środkiem masy.

Energia kinetyczna ma postać

T =
1

2
[Ix′(ω

2
x′ + ω2

y′) + Iz′ω
2
z′ ] =
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1

2
{Ix′ [(φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ)2 + (φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ)2] + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2} =

1

2
[Ix′(sin

2 θφ̇2 + θ̇2) + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2]. (42)

Energia potencjalna ma postać

V =
∑
i

migzi = MgzS = MgR cos θ. (43)

Za lożono, że środek masy leży na osi z′ w odleg lości R od punktu O (czyli R
jest po lożeniem środka masy w uk ladzie U ′), a przyspieszenie g dzia la wzd luż
osi z. Lagranżjan ma postać L = T − V . Zmienne φ i ψ nie wystȩpuja̧ w
lagranżjanie, czyli sa̧ cykliczne. Pȩdy uogólnione z nimi zwia̧zane sa̧ sta lymi
ruchu

pψ =
∂L

∂ψ̇
= Iz′(cos θφ̇+ ψ̇) = const (44)

pφ =
∂L

∂φ̇
= Ix′ sin2 θφ̇+ Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) cos θ = Ix′ sin2 θφ̇+ pψ cos θ = const.

Te pȩdy uogólnione sa̧ sk ladowymi momentu pȩdu

Jz′ = Iz′ωz′ = Iz′(cos θφ̇+ ψ̇) = pψ, (45)

Jz = k(Ix′ωx′i
′ + Ix′ωy′j

′ + Iz′ωz′k
′) =

Ix′ [(φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ) sin θ sinψ + (φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ) sin θ cosψ]

+Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) cos θ = Ix′ sin2 θφ̇+ Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇) cos θ = pφ. (46)

Zamiast pierwszego ca lkowania równania Lagrange’a dla zmiennej θ można
skorzystać z zachowania energii

1

2
[Ix′(sin

2 θφ̇2 + θ̇2) + Iz′(φ̇ cos θ + ψ̇)2] +MgR cos θ = E, (47)

lub po wyrażeniu prȩdkości uogólnionych przez pȩdy uogólnione

1

2
Ix′ [sin

2 θ
(pφ − pψ cos θ)2

(Ix′ sin2 θ)2
+ θ̇2] +

1

2Iz′
p2ψ +MgR cos θ = E, (48)

Analizȩ rozwia̧zania można przeprowadzić podstawiaja̧c

cos θ = ξ, − sin θθ̇ = ξ̇, θ̇2 =
ξ̇2

1− ξ2
. (49)
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Po podstawieniu otrzymuje siȩ

1

2Ix′

(pφ − pψξ)2

1− ξ2
+
Ix′

2

ξ̇2

1− ξ2
+

1

2Iz′
p2ψ +MgRξ = E. (50)

Sta̧d

ξ̇2 = [(E −MgRξ − 1

2Iz′
p2ψ)(1− ξ2)− (pφ − pψξ)2

2Ix′
]

2

Ix′
≡ f(ξ). (51)

Funkcja f(ξ) jest wielomianem trzeciego stopnia i daje siȩ zapisać jako

f(ξ) =
2MgR

Ix′
(ξ − ξ1)(ξ − ξ2)(ξ − ξ3), (52)

gdzie ξj sa̧ uporza̧dkowanymi rosna̧co pierwiastkami wielomianu. Wartość
wielomianu zmierza do ∞ dla ξ → ∞ i do −∞ dla ξ → −∞. Funkcja f
ma dodatnia̧ wartość dla ξ z przedzia lu (ξ1, ξ2) oraz dla ξ > ξ3. Dodatkowo
f(±1) < 0. Sta̧d ξ3 > 1, a ξ1 > −1. Fizyczny sens ma tylko zakres −1 < ξ1 ≤
ξ ≤ ξ2 < 1, bo ξ jest kosinusem rzeczywistego ka̧ta, a f(ξ) jest kwadratem
pochodnej ξ̇.

Rozwia̧zanie dla funkcji odwrotnej daje siȩ napisać jako

t− t0 = ±
∫ ξ

ξ0

dξ√
f(ξ)

. (53)

Znak trzeba wybrać tak, aby funkcja po prawej stronie by la rosna̧ca. Funkcja
ξ(t) jest okresowa, a jej okres wynosi

T = 2
∫ ξ2

ξ1

dξ√
f(ξ)

. (54)

Można też wyznaczyć ka̧t φ. Mamy

φ̇ =
pφ − pψ cos θ

Ix′ sin2 θ
, (55)

a wiȩc

φ(t)− φ0 =
∫ t

t0

pφ − pψ cos θ(t)

Ix′ sin2 θ(t)
dt =

∫ ξ(t)

ξ0

pφ − pψξ
Ix′(1− ξ2)

dξ√
f(ξ)

. (56)
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Po czasie T ka̧t φ zmieni siȩ o

∆φ = 2
∫ ξ2

ξ1

pφ − pψξ
Ix′(1− ξ2)

dξ√
f(ξ)

. (57)

Podobnie można obliczyć ψ = ψ(t).
Jakościowa̧ nowościa̧ w porównaniu z precesja̧ regularna̧ sa̧ okresowe zmi-

any ka̧ta θ = arccos ξ, czyli tzw. nutacje. Redukuja̧ siȩ one do zera, gdy
ξ1 = ξ2, czyli funkcja f ma pierwiastek podwójny. Przy ma lych nutacjach
precesja nazywa siȩ pseudoregularna̧.

W przypadku Ziemi wp lyw S lońca i Ksiȩżyca na czȩści Ziemi stanowia̧ce
jej odstȩpstwo od kszta ltu kulistego powoduje precesjȩ pseudoregularna̧ o
okresie ok. 26000 lat. Okres nutacji jest rzȩdu 18.6 lat, a zmiany ka̧ta θ sa̧
rzȩdu 9 sekund  luku.
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