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Mechanika klasyczna cz.11

1 Elementy fizyki bry ly sztywnej

Bry la sztywna jest kolejnym modelem - idealizacja̧ istnieja̧cych obiektów.
Jest to zespó l skończonej lub nieskończonej (nawet nieprzeliczalnej) liczby
punktów materialnych, taki że odleg lość każdej pary punktów jest ustalona.
Z doświadczenia wynika, że si ly reakcji odpowiadaja̧ce za te wiȩzy, czyli
nadaja̧ce spójność bryle, spe lniaja̧ trzecia̧ zasadȩ dynamiki i sa̧ centralne.
Oczywíscie tak określone wiȩzy nie sa̧ niezależne.

Aby jednoznacznie określić po lożenie takiego cia la, wystarczy podać po lożenia
trzech jego punktów: ustalenie po lożenia pierwszego punktu (3 wspó lrzȩdne)
pozwala jeszcze na obrót wokó l trzech osi; ustalenie drugiego punktu (2 do-
datkowe niezależne wspó lrzȩdne) pozostawia jeszcze możliwość obrotu wokó l
jednej osi; ustalenie trzeciego punktu jednoznacznie lokalizuje cia lo.

Wspó lrzȩdne tych trzech punktów sa̧ ograniczone trzema równaniami
wiȩzów (ustalone odleg lości punktów 1-2, 2-3, 3-1). Bry la sztywna jest wiȩc
uk ladem o 6 stopniach swobody, chyba że na lożono dodatkowo p wiȩzów
zewnȩtrznych; wtedy liczba stopni swobody wynosi f = 6− p

Niech uk lad U ′ bȩdzie sztywno zwia̧zany z bry la̧, tzn. bry la siȩ w nim
nie porusza. Wygodny zespó l 6 wspó lrzȩdnych opisuja̧cych po lożenie bry ly
w uk ladzie inercjalnym U to 3 kartezjańskie wspó lrzȩdne jednego punktu
(czȩsto wybiera siȩ środek masy) oraz trzy ka̧ty Eulera φ, θ, ψ.

Przesuńmy chwilowo uk lad U , tak aby jego pocza̧tek O pokrywa l siȩ z
pocza̧tkiem O′ uk ladu U ′. P laszczyzny (xy) oraz (x′y′) przecinaja̧ siȩ wzd luż
prostej zwanej linia̧ wȩz lów w. Można przeprowadzić osie uk ladu U w osie
uk ladu U ′ przez trzy kolejne transformacje:
1. obrót wokó l osi z o ka̧t φ, tak aby oś x pokry la siȩ z linia̧ wȩz lów;
2. obrót wokó l linii wȩz lów (czyli nowej osi x) o ka̧t θ, tak aby oś z pokry la
siȩ z osia̧ z′;
3. obrót wokó l osi z′ o ka̧t ψ, tak aby nowa oś x (czyli oś w) pokry la siȩ z
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osia̧ x′.
Można napisać i′

j′

k′

 =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1


 1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1


 i

j
k

 ,
(1)

a także

w = cosφi + sinφj,

w = cosψi′ − sinψj′. (2)

Wektor prȩdkości ka̧towej ω można roz lożyć w nieortogonalnej bazie

~ω = kφ̇+ wθ̇ + k′ψ̇. (3)

W dalszym cia̧gu potrzebne bȩda̧ w szczególności relacje wynikaja̧ce z
powyższych zwia̧zków

i′k = sin θ sinψ,

i′w = cosψ,

i′k′ = 0,

j′k = sin θ cosψ,

j′w = − sinψ, (4)

j′k′ = 0,

k′k = cos θ,

k′w = 0,

k′i = sin θ sinφ,

k′j = − sin θ cosφ.

Dziȩki tym relacjom można roz lożyć wektor prȩdkości ka̧towej w uk ladzie U ′

~ω = ωx′i′ + ωy′j
′ + ωz′k

′, (5)

ωx′ = i′~ω = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ,

ωy′ = j′~ω = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ,

ωz′ = k′~ω = φ̇ cos θ + ψ̇ (6)
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1.1 Moment pȩdu bry ly sztywnej

Moment pȩdu bry ly sztywnej jest suma̧ (lub ca lka̧) momentów pȩdu jej czȩści
sk ladowych

J =
∑
i

ri × pi =
∑
i

miri × vi lub J =
∫

r× vdm. (7)

Niżej stosowany bȩdzie zapis w postaci sumy.
Wyrażaja̧c wielkości w uk ladzie U przez wielkości w U ′ otrzymujemy

vi = vtr + ~ω × r′i, (8)

gdyż v′
i = 0. Pisza̧c ri = r0 + r′i otrzymujemy

J =
∑
i

miri × (vtr + ~ω × r′i) = MR× vtr +
∑
i

mi(r0 + r′i)× (~ω × r′i) =

MR× vtr +Mr0 × (~ω ×R′) +
∑
i

mir
′
i × (~ω × r′i). (9)

Wektor R′ w drugim wyrazie jest po lożeniem środka masy w uk ladzie U ′;
znika, jeśli pocza̧tek O′ uk ladu U ′ zaczepimy w laśnie w środku masy S.

Ostatni wyraz traktować można jako wynik dzia lania operatora-tensora Î
na wektor ~ω. Napiszmy najpierw, korzystaja̧c z tożasamości dla podwójnego
iloczynu wektorowego

Î~ω =
∑
i

mir
′
i × (~ω × r′i) =

∑
i

mi[(r
′
i)
2~ω − r′i(~ωr′i)]. (10)

Biora̧c wektor jednostkowy e w dowolnym kierunku możemy napisać moment
bezw ladności wzglȩdem osi e

Ie = eÎe =
∑
i

mi[(r
′
i)
2 − (er′i)(er′i)] =

∑
i

mi(r
′
i⊥)2, (11)

gdzie r′i⊥ jest odleg lościa̧ i− tego punktu od osi o kierunku e przechodza̧cej
przez punkt O′.

Rozk ladaja̧c wystȩpuja̧ce tu wektory w bazie ortonarmalnej e′
j (inne oz-

naczenie dla i′, j′,k′), tzn. pisza̧c

~ω =
3∑

j=1

ω′
je

′
j,
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r′i =
3∑

j=1

x′ije
′
j (12)

Î~ω =
3∑

j=1

(Îω)′e′
j, (13)

otrzymamy∑
k

(Î~ω)′ke
′
k =

∑
i

mi[(r
′
i)
2
∑
s

ω′
se

′
s −

∑
k

x′ike
′
k

∑
s

x′isωs],

(14)

lub w postaci macierzowej
(Î~ω)′x′

(Î ~ω)′y′

(Î ~ω)′z′

 =

 Ix′ −Dx′y′ −Dx′z′

−Dy′x′ Iy′ −Dy′z′

−Dz′x′ −Dz′y′ Iz′


 ωx′

ωy′

ωz′

 , (15)

gdzie element macierzy o indeksach jk ma postać Ijk = e′
J Îe

′
k, czyli

Ix′ = i′Îi′ =
∑
i

mi[(y
′
i)
2 + (z′i)

2],

Iy′ = j′Îj′ =
∑
i

mi[(z
′
i)
2 + (x′i)

2],

Iz′ = k′Îk′ =
∑
i

mi[(x
′
i)
2 + (y′i)

2],

Dx′y′ = i′Îj′ =
∑
i

mix
′
iy

′
i = Dy′x′ , (16)

Dy′z′ = j′Îk′ =
∑
i

miy
′
iz

′
i = Dz′y′ ,

Dz′x′ = k′Îi′ =
∑
i

miz
′
ix

′
i = Dx′z′ . (17)

Tensor Î nazywa sia̧ tensorem momentu bezw ladności, jego diagonalne ele-
menty sa̧ momentami bezw ladności wzglȩdem kolejnych osi, a niediagonalne
- znane sa̧ jako momenty dewiacji.

Widać, że w ogólności kierunki wektora prȩdkości ka̧towej ~ω i momentu
pȩdu Î~ω sa̧ różne. Równość kierunków zachodzi, gdy Î~ω = Iω~ω, czyli wektor
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~ω jest wektorem w lasnym tensora momentu bezw ladności; Iω jest momentem
bezw ladności wzglȩdem kierunku prȩdkości ka̧towej Iω = ~ω

ω
Î ~ω
ω

.
Wektor w lasny macierzy Ijk nazywa siȩ kierunkiem g lównym tensora.

Wiadomo, że macierz symetryczna ma trzy ortogonalne wektory w lasne; jeśli
nie ma degenercji, kierunki g lówne musza̧ być ortogonalne; jeśli jest degen-
eracja, można je wybrać tak, aby by ly ortogonalne.

Uk lad U ′ można obrócić. Niech nowe wektory jednostkowe bȩda̧ f ′j =∑
k Ujke

′
k. Ponieważ nowa baza też jest ortonormalna, tzn. f ′jf

′
k = δjk,

macierz U musi być ortogonalna, tzn. UUT = I oraz e′
j =

∑
s Usjf

′
s.

Tensor momentu bezw ladności po zmianie bazy zmienia siȩ

Ijk = e′
j Îe

′
k → Î ′jk = f ′j Îf

′
k =

∑
m

Ujme′
mÎ

∑
s

Ujse
′
s =

∑
ms

UjmImsU
T
sm (18)

W bazie, w której wektory bazowe maja̧ kierunki osi g lównych, tensor bezw ladności
jest macierza̧ diagonalna̧, z momentami bezw ladności wzglȩdem osi g lównych
na g lównej przeka̧tnej.

Jeśli pocza̧tek O′ uk ladu U ′ wybierzemy w środku masy S, to moment
pȩdu ma postać (vtr = vS)

J = Jtr + Jrot = MR× vS + Îs~ω. (19)

Dla ruchu postȩpowego prȩdkość ka̧towa jest równa zero i moment pȩdu
ma tylko czȩść translacyjna̧. Odwrotnie, dla ruchu obrotowego vtr = 0 i
pozostaje moment pȩdu zwia̧zany z rotacja̧ JS = Îs~ω.

Z relacji Ie = eÎe wynika równanie dla a = 1√
Ie

e

aÎa = 1. (20)

W szczególności w uk ladzie osi g lównych

Ix′a2x′ + Iy′a
2
y′ + Iz′a

2
z′ = 1. (21)

Można rozpoznać równanie elipsoidy. Elipsoidȩ tȩ otrzymuje siȩ wyprowadzaja̧c
z ustalonego punktu, najczȩściej O′, odcinki o d lugości 1√

Ie
w kierunku e.

Dla momentu bezw ladności wzglȩdem osi e obowia̧zuje twierdzenie Stein-
era. Punkt r′i = R′ + rSi , gdzie R′ jest po lożeniem środka masy w uk ladzie
U ′, a rSi jest po lożeniem punktu wzglȩdem środka masy. Można napisać

Ie =
∑

mi[(R
′ + rSi )2 − {e(R′ + rSi )}2] =∑

i

mi[(R
′)2 − (eR′)2] +

∑
i

mi[(r
S
i )2 − (erSi )2] = M(R′

⊥)2 + IS. (22)

5



Moment bezw ladności wzglȩdem osi e jest wiȩc równy sumie momentu bezw ladności
wzglȩdem osi równoleg lej do e i przechodza̧cej przez środek masy oraz wielkości
M(R′

⊥)2, gdzie R′
⊥ jest odleg lościa̧ środka masy od pierwszej osi.

1.2 Energia kinetyczna bry ly sztywnej

Energia kinetyczna bry ly sztywnej jest suma̧ energii kinetycznych mas wchodza̧cych
w jej sk lad.

T =
1

2

∑
i

miv
2
i =

1

2

∑
i

mi(vtr + ~ω × r′i)
2 =

1

2
Mv2tr +Mvtr(~ω ×R′) +

1

2

∑
i

mi(~ω × r′i)(~ω × r′i) = (23)

1

2
Mv2tr +Mvtr(~ω ×R′) +

1

2

∑
i

mi~ω[r′i × (~ω × r′i)] =

1

2
Mv2tr +Mvtr(~ω ×R′) +

1

2
~ωÎ~ω.

Ostatni sk ladnik można napisać jako 1
2
Iωω

2.
Jeśli pocza̧tek O′ uk ladu U ′ zaczepić w środku masy S, to R′ = 0 i energia

kinetyczna jest suma̧ energii kinetycznej ruchu postȩpowego i energii kinety-
cznej ruchu obrotowego. Jeśli mamy do czynienia tylko z ruchem obrotowym,
to moment pȩdu J = Î~ω i wtedy T = 1

2
~ωJ.

Jeśli osie uk ladu U ′ sa̧ osiami g lównymi tensora bezw ladności, to

Î~ω = i′Ix′ωx′ + j′Iy′ωy′ + k′Iz′ωz′ , (24)

a

T =
1

2
[Ix′ω2

x′ + Iy′ω
2
y′ + Iz′ω

2
z′ ]. (25)

1.3 Równania ruchu

Punktem wyj́scia sa̧ relacje już dyskutowane. Dla każdego punktu material-
nego wchodza̧cego w sk lad bry ly sztywnej s luszne jest równanie Newtona z
si lami reakcji w uk ladzie inercjalnym

mir̈i = Fi + FRi. (26)
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Po wysumowaniu po i otrzymujemy równanie ruchu dla środka masy

MR̈ = F + FR, (27)

gdzie M jest masa̧ bry ly, R - po lożeniem środka masy, F - wypadkowa̧ si l
dzia laja̧cych, a FR - wypadkowa̧ si l reakcji; wypadkowa si l reakcji nadaja̧cych
spójność bryle jest równa zero, ponieważ spe lniaja̧ trzecia̧ zasadȩ dynamiki
(sa̧ także centralne).

Jeśli pocza̧tek uk ladu U ′ zwia̧zanego z bry la̧ przyja̧ć w środku masy, to
moment pȩdu ma postać

J = MR× Ṙ + ÎS~ω ≡MR× Ṙ + JS (28)

(vs ≡ vtr = Ṙ).
Dla wypadkowego momentu pȩdu zachodzi znana już relacja

dJ

dt
= D + DR, (29)

gdzie oddzielono moment si l reakcji DR dzia laja̧cych na bry lȩ jako ca lość.
Moment si l można wyrazić przez moment si l wzglȩdem środka masy

D =
∑
i

ri × Fi0 =
∑
i

(R + rSi )× Fi0 = R× F + DS. (30)

Tak samo można napisać dla si l reakcji

DR =
∑
i

ri × FiR =
∑
i

(R + rSi )× FiR = R× FR + DS
R. (31)

Otrzymuje siȩ wiȩc równanie ruchu

d

dt
(MR× Ṙ + JS) = D + DR = R× (F + FR) + DS + DS

R. (32)

Ale
d

dt
MR× Ṙ = MR× R̈ = R× (F + FR). (33)

Spe lnione jest zatem równanie

dJS

dt
= DS + DS

R. (34)
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Posumowuja̧c, należy stwierdzić, że spe lnione sa̧ równania ruchu

MR̈ = F + FR, (35)

dJ

dt
= D + DR lub

dJS

dt
= DS + DS

R. (36)

Równanie dla momentu pȩdu wzglȩdem środka masy ma taka̧ sama̧ postać,
jak w uk ladzie inercjalnym U . Różniczkowanie wzglȩdem czasu odbywa siȩ
w uk ladzie U ; sta̧d czȩsto warto wyrazić pochodna̧ w U przez pochodna̧ w
uk ladzie U ′, w którym bry la spoczywa i tensor Î nie zależy od czasu

dJ

dt
=
d′J

dt
+ ~ω × J. (37)

Kluczowe jest spostrzeżenie, że podany wyżej uk lad równań, uzupe lniony o
równania wiȩzów, w sposób kompletny opisuje ruch bry ly sztywnej. Ponieważ
po lożenie bry ly jest jednoznacznie wyznaczone przez 6 wspó lrzȩdnych, si ly i
momenty si l moga̧ zależeć tylko od nich (też ich pochodnych). Jeśli nie ma
wiȩzów, mamy 6 równań i 6 niewiadomych (np. 3 wspó lrzȩdne środka masy
i 3 ka̧ty Eulera). Jeśli obowia̧zuje dodatkowo p równań wiȩzów, dochodza̧
te równania i tyle samo wspó lczynników Lagrange’a. Można też wprowadzić
wspó lrzȩdne uogólnione i zastosować równania Lagrange’a II rodzaju.

Różne uk lady si l o tej samej sile wypadkowej i tym samym momencie si l
daja̧ ten sam efekt. Punkty zaczepienia si l można przesuwać wzd luż linii ich
dzia lania, bo nie zmienia to ich wypadkowej ani wypadkowego momentu si l;
to ostatnie wynika tego, że ri × Fi = (ri + ai)× Fi, gdzie ai jest równoleg ly
to Fi.

Warunek konieczny i dostateczny równowagi bry ly sztywnej sprowadza
siȩ do ża̧dania

F + FR = 0,

D + DR = 0 lub DS + DS
R = 0 (38)

Konieczność wynika z równań ruchu, w których po lożnono R̈ = 0 i dJ
dt

= 0

lub dJS

dt
= 0, a dostateczność - z jednoznaczności rozwia̧zań przy warunkach

pocza̧tkowych, określaja̧cych spoczynek w ustalonej chwili.
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1.4 Ruch p laski bry ly sztywnej

W ruchu p laskim każdy punkt porusza siȩ w p laszczyźnie, równoleg lej do
pewnej sta lej p laszczyzny w uk ladzie. Chwilowa oś obrotu jest ca ly czas
prostopad la do tej p laszczyzny, przez co moment bez ladności wzglȩdem tej
osi jest sta ly

~ω

ω
Î
~ω

ω
= Iω = const. (39)

Prȩdkość ka̧towa może zmieniać tylko swoja̧ wartość, która̧ można traktować
jako pochodna̧ pewnego ka̧ta

~ω = α̇
~ω

ω
. (40)

Równanie w uk ladzie środka masy

dJS

dt
= DS + DS

R (41)

można pomnożyć przez wektor jednostkowy w kierunku ~ω

~ω

ω
ÎSα̈

~ω

ω
=
~ω

ω
(DS + DS

R), (42)

lub po prostu
Iωα̈ = Dω +DRω, (43)

gdzie po prawej stronie wystȩpuja̧ rzutu momentów si ly dzia laja̧cej i si ly
reakcji na kierunek ~ω.

Szczególnym przypadkiem jest ruch bry ly sztywnej wokó l osi  la̧cza̧cej jego
dwa unieruchomione punkty P1 i P2.

Si ly reakcji moga̧ być traktowane jako dzia laja̧ce w tych punktach, wynosza̧
one odpowiednio FR1 i FR2; sa̧ one prostopad le do osi obrotu. Jeśli pocza̧tek
uk ladu umieścimy w P1 to moment si l wynosi ~P2P1×FR2, jest wiȩc prostopad ly
do osi obrotu i DRω = 0. Op laca siȩ zatem umieścić pocza̧tek O uk ladu U
nie w środku masy lecz w punkcie na osi obrotu. Wobec r0 = 0 i vtr = 0
moment pȩdu J = Î~ω = Iωα̇

~ω
ω

i równanie ruchu ma postać

Iωα̈ = Dω. (44)

9



1.5 Ruch wokó l punktu

Rozważmy dwa przyk lady, w których moment si l reakcji jest równy zero.
1. Niech oś obrotu przechodzi przez jeden punkt spoczywaja̧cy w uk ladzie

inercjalnym i niech bȩdzie on pocza̧tkiem O′ uk ladu U ′. Si la rekacji jest
przy lożona w laśnie w O′, sta̧d DR = 0. Jak już wspomniano, wygodnie jest
tak napisać równania ruchu, aby różniczkowanie wzglȩdem czasu odbywa lo
siȩ w uk ladzie U ′ zwia̧zanym z bry la̧. W tym uk ladzie moment bezw ladności
nie zależy od czasu. Równania ruchu maja̧ wiȩc postać

dJ

dt
=
d(Î~ω)

dt
=
d′Î~ω

dt
+ ~ω× Î~ω = Î

d′~ω

dt
+ ~ω× Î~ω = Î

d~ω

dt
+ ~ω× Î~ω = D, (45)

gdzie wykorzystano zwia̧zek miȩdzy pochodna̧ wektora w U i w U ′, sta lość
tensora Î w U ′ i fakt, że d′~ω

dt
= d~ω

dt
.

Niech osiami U ′ sa̧ osie g lówne tensora Î. Wtedy tensor jest dany macierza̧
diagonalna̧. Sk ladowe wektora Î~ω w U ′ sa̧ (Ix′ωx′ , Iy′ωy′ , Iz′ωz′). Po oblicze-
niu iloczynu wektorowego równania ruchu przyjmuja̧ postać zwana̧ uk ladem
równań Eulera

Ix′ω̇x′ = (Iy′ − Iz′)ωy′ωz′ +Dx′ ,

Iy′ω̇y′ = (Iz′ − Ix′)ωz′ωx′ +Dy′ , (46)

Iz′ω̇z′ = (Ix′ − Iy′)ωx′ωy′ +Dz′ .

2. Niech bry la sztywna jest swobodna, czyli nie ma si l reakcji, a pocza̧tek
O′ uk ladu U ′ znajduje siȩ w środku masy S. Równania ruchu maja̧ postać
taka̧ sama̧ jak podane wyżej, tzn.

dJS

dt
= ÎS

d~ω

dt
+ ~ω × ÎS~ω = DS. (47)

Równania Eulera maja̧ identyczna̧ postać, z tym że Î → ÎS.
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