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Mechanika klasyczna cz.10

1 Elementy szczególnej teorii wzglȩdności

Szczególna teoria wzglȩdności jest teoria̧ czasu i przestrzeni, bȩda̧ca̧ uogólnieniem
teorii Galileusza. Musi być stosowana miȩdzy innymi do opisu zjawisk me-
chanicznych, gdy prȩdkości sa̧ porównywalne z prȩdkościa̧ świat la, lub do
zjawisk elektromagnetycznych. W tym wyk ladzie omawiane bȩda̧ tylko wybrane
zagadnienia, analogiczne do niektórych dyskutowanych w teorii nierelaty-
wistycznej. Podstawowa̧ różnica̧ jest potraktowanie czterowymiarowej cza-
soprzestrzeni ca lościowo, bez wydzielania osobno czasu i osobno przestrzeni,
jak w przypadku czasoprzestrzeni Galileusza, i wprowadzenie w niej nowej
struktury geometrycznej.

U podstaw leża̧ dwa za lożenia:
1. jednorodność i izotropowość czasoprzestrzeni, tzn. brak wyróżnionych
punktów i kierunków;
2. niezależność prȩdkości świat la od ruchu źród la świat la lub obserwatora.
Jest to postulat niezgodny z fizyka̧ Newtona - Galileusza i sprzeczny z nasza̧
codzienna̧ intuicja̧: wed lug niej prȩdkości świat la, źród la i obserwatora powinny
siȩ dodawać wektorowo. Niezmienność prȩdkości świat la jest potwierdzona
bezpośrednio i pośrednio w licznych doświadczeniach, choć nie jest pewne,
czy Einstein zna l wyniki ówczesnych doświadczeń, np. doświadczenia Michel-
sona.

Niech uk lad inercjalny U ′ przesuwa siȩ ze sta la̧ prȩdkościa̧ V wzglȩdem
uk ladu inercjalnego U . Osie uk ladów sa̧ równoleg le, a prȩdkość skierowana
wzd luż osi x. Zdarzenie, np. nieskończenie krótki b lysk zachodza̧cy w
nieskończenie ma lym obszarze przestrzeni, ma w jednym uk ladzie wspó lrzȩdne
(t, x, y, z), a w drugim (t′, x,′ y,′ z′). Pocza̧tki uk ladów w chwili t = 0 pokry-
waja̧ siȩ. Czas przesta l być absolutny, jakim by l przy transformacji Galileusza.

Transformacja prowadza̧ca od zmiennych w uk ladzie U do zmiennych w
U ′ musi być liniowa; gdyby zależa la od wspó lrzȩdnych zdarzenia, by loby to
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sprzeczne z postulatem jednorodności przestrzeni. Można tak obrócić uk lad,
aby oś y przechodzi la w oś y′, a oś z w z′. Aby obserwator w U mierza̧cy
linijkȩ umieszczona̧ w U ′ otrzyma l taki sam wynik, jak obserwator w U ′

mierza̧cy taka̧ sama̧ linijkȩ umieszczona̧ w U , musi być y = y′ i z = z′

(por.kontrakcjȩ d lugości niżej).
Zwia̧zek miȩdzy wspó lrzȩdnymi x i t w obu uk ladach musi być postaci

x′ = Ax+Bt ≡ Γ(x+ αt)

t′ = Cx+Dt. (1)

Pocza̧tek U ′, tzn. punkt x′ = 0 w chwili t ma wspoó lrzȩdna̧ x = V t. Sta̧d
α = −V . Wspó lczynnik Γ może zależeć od wartości bezwzglȩdnej prȩdkości.
Relacja odwrotna powinna być

x = Γ(x′ + V t′), (2)

gdzie zmieniono role wielkości primowanych i nieprimowanych oraz znak
prȩdkości. Γ w obu transformacjach powinna być taka sama; inaczej d lugość
linijki umieszczonej w U ′, a mierzona w U by laby inna niż d lugość tej samej
linijki umieszczonej w U , a mierzonej w U ′ (por. kontrakcjȩ d lugości niżej).

Jeśli w chwili t = t′ = 0 wys lano sygna l świetlny, to w uk ladzie U dotrze
on po czasie t do punktu x = ct, a w uk ladzie U ′ po czasie t′ do punktu ct′.
Spe lnione sa̧ wiȩc relacje

ct′ = Γ(ct− V t),
ct = Γ(ct′ + V t′). (3)

Mnoża̧c je stronami i przekszta lcaja̧c otrzymuje siȩ

Γ =
1√

1− V 2

c2

. (4)

Transformacja sk ladowych x i x′ ma wiȩc postać

x′ =
x− V t√
1− V 2

c2

,

x =
x′ + V t′√

1− V 2

c2

. (5)
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Biora̧c x′ z pierwszej relacji i wstawiaja̧c do drugiej otrzymuje siȩ

t′ =
t− V x

c2√
1− V 2

c2

(6)

Wyniki można zestawić

x′ =
x− V t√
1− V 2

c2

,

y′ = y,

z′ = z (7)

t′ =
t− V x

c2√
1− V 2

c2

Transformacja ta, zwana transformacja Lorentza (w wȩższym sensie) jest
uogólnieniem transformacji Galileusza; sprowadza siȩ do tej ostatniej w granicy
V
c
→∞. Transformacjȩ odwrotna̧ otrzymuje siȩ zamieniaja̧c rolami wspó lrzȩdne

primowane i nieprimowane oraz zmieniaja̧c znak prȩdkości V .
Jeśli kierunek prȩdkości V jest dowolny, należy wektor po lożenia roz lożyć

na sk ladowe: równoleg la̧ i prostopad la̧ do prȩdkości; sk ladowa prostopad la
siȩ nie zmienia, natomiast sk ladowa równoleg la transformuje siȩ analogicznie,
do tego, co pokazano wyżej

r = r|| + r⊥, r|| = V
rV

V 2
,

r′⊥ = r⊥, (8)

r′|| =
r|| −Vt√

1− V 2

c2

,

t′ =
t− r||V

c2√
1− V 2

c2

.

(Uwaga: r||V = rV).
Przy prȩdkości równoleg lej do osi x transformacjȩ można napisać wprowadzaja̧c

funkcje hiperboliczne: tanhω = V
c
, coshω = 1√

1−V 2

c2

, sinhω =
V
c√

1−V 2

c2

oraz
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wprowadzaja̧c nowe oznaczenia x1 = x, x2 = y, x3 = z, x0 = ct

x0′ = coshωx0 − sinhωx1,

x1′ = − sinhωx0 + coshωx1, (9)

x2′ = x2,

x3′ = x3.

Jest to pseudoobrót w p laszczyźnie (x0x1).

1.1 Czterowektory i przestrzeń Minkowskiego

Wektor xµ, µ = 0, 1, 2, 3, nazywamy wektorem kontrawariantnym.Tensor me-
tryczny jest zdefinowany jako

g =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (10)

Wektor kowariantny xν jest zdefiniowany jako

xν = gνµx
µ, (11)

gdzie rozumie siȩ milcza̧co sumowanie po podwójnie powtarzaja̧cym siȩ wskaźniku.
Forma

s2 = xµxµ = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = c2t2 − x2 − y2 − z2 (12)

jest niezmiennikiem transformacji Lorentza. Jest to pseudod lugość czterowek-
tora (“pseudo”, ponieważ nie musi być nieujemna). Wektor o d lugości dodat-
niej nazywa siȩ czasopodobnym, o d lugości ujemnej - przestrzennopodobnym,
o d lugości zerowej - świat lopodobnym. Wektor świat lopodobny może być
po la̧czony sygna lem świetlnym z pocza̧tkiem uk ladu. Zdarzenie w punkcie
czasopodobnym może być w zwia̧zku przyczynowym ze zdarzeniem w pocza̧tku
uk ladu, zdarzenie w punkcie przestrzennopodobnym nie może być w takim
zwia̧zku, bo różnica czasów jest zbyt ma la, aby sygna l dotar l do tego punktu
nie przkraczaja̧c prȩdkości świat la.

Transformacja̧ Lorentza w ogólnym sensie jest linowa transformacja za-
chowuja̧ca niezmiennik s2. Obejmuje ona trzy zwyk le obroty w p laszczyznach
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(x1x2), (x2x3), (x3, x1), trzy pseudoobroty w p laszczyznach (x0x1), (x0x2),
(x0x3), odbicia przestrzenne i czasowe oraz z lożenia wyżej wymienionych
transformacji. Jeśli napisać transformacjȩ Lorentza jako

xν ′ = aνµx
µ, (13)

to ża̧danie xν ′xν
′ = xµxµ, implikuje warunek na transformacjȩ Lorentza

aµνa
ρ
µ = δρν , (14)

gdzie po prawej stronie stoi delta Kroneckera.
Przstrzeń linowa czterowektorów, w której zdefinowano iloczyn pseudoskalarny

xy = xµyµ nosi nazwȩ przestrzeni Minkowskiego.

1.2 Kontrakcja d lugości

D lugość cia la poruszja̧ce siȩ okazuje siȩ zmniejszona w porównaniu z d lugościa̧
cia la spoczywaja̧cego.

Przy pomiarze wykonanym w uk ladzie U musimy w tej samej chwili t
odczytać po lożenie pocza̧tku i końca cia la spoczywaja̧cego w uk ladzie U ′.
Mamy

x′1 =
x1 − V t√

1− V 2

c2

,

x′2 =
x2 − V t√

1− V 2

c2

. (15)

Po odjȩciu otrzymujemy x′2 − x′1 = x2−x1√
1−V 2

c2

, czyli zmierzona d lugość cia la w

uk ladzie U wynosza̧ca x2 − x1 jest zmniejszona od d lugości x′2 − x′1 cia la w
uk ladzie U ′, w którym cia lo spoczywa.

Nies luszne sa̧ spotykane w niektórych artyku lach uwagi o rzekomej defor-
macji cia l w ruchu. Prawda̧ jest, że rozmiary w kierunku ruchu sa̧ skrócone,
a rozmiary poprzeczne do kierunku ruchu pozostaja̧ niezmienione. Jednak
należy uwzglȩdnić, że do oka wpadaja̧ równocześnie sygna ly świetlne wys lane
później z powierzchni cia la bliższej obserwatorowi i sygna ly wys lane wcześniej
w powierzchni dalszej od obserwatora. Skutek jest taki, że widzimy cia lo
obrócone, lecz nie zdeformowane.
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1.3 Dylatacja czasu i czas w lasny

Niech w pocza̧tku x′ = 0 uk ladu U ′ poruszaja̧cego siȩ wzglȩdem U nasta̧pia̧
b lyski w chwilach t′1 i t′2. W uk ladzie U te chwile to

t1 =
t′1√

1− V 2

c2

,

t2 =
t′2√

1− V 2

c2

(16)

Po odjȩciu tych relacji widać, że interwa l τ = t2 − t1 zmierzony w U jest
równy interwa lowi τ ′ = t′2− t′1 podzielonemu przez liczbȩ mniejsza̧ od 1; jest
zatem d luższy niż w U ′.

Czas mierzony w uk ladzie U ′ jest dla cia l zwia̧zanych z tym uk ladem
czasem w lasnym τ . Odstȩp czasu w lasnego miȩdzy zdarzeniami jest mniejszy
niż odstȩp czasu miȩdzy tymi zdarzeniami mierzony w innym inercjalnym
uk ladzie.

Czas w lasny można wprowadzić także dla cia l poruszaja̧cych siȩ ruchem
niejednostajnym. W każdej chwili można przej́sć do uk ladu, w którym cia lo
chwilowo spoczywa. Można napisać relacjȩ różniczkowa̧

dτ =

√
1− V 2

c2
dt (17)

lub w postaci ca lkowej

τ − τ0 =
∫ t

t0

√
1− V (t)2

c2
dt. (18)

τ jest czasem w lasnym, ca lka po prawej stronie to suma czasów mierzonych
przez zegary z inercjalnych uk ladów odniesienia stowarzyszonych chwilowo z
cia lem.

1.4 Dodawanie prȩdkości

Niech cia lo porusza siȩ w kierunku osi x (i x′). Prȩdkość cia la w uk ladzie U to
vx = dx

dt
, a w uk ladzie U ′ to v′x′ = dx′

dt′
. Podstawiaja̧c wzory transformacyjne

6



otrzymujemy

vx =
dx

dt
=
dx′ + V dt′

dt′ + V dx′

c2

=
v′x′ + V

1 +
V v′

x′
c2

. (19)

W szczególności dla v′x′ = c otrzymuje siȩ vx = c, zgodnie z postulatem teorii.

Badaja̧c wyrażenie 1 − v2x
c2

i zauważaja̧c, że jest ono nieujemne, można za-
uważyć że dodaja̧c dwie dowolne prȩdkości, nie dostanie siȩ wartości wiȩkszej
niż c.

Dla ruchu w kierunku prostopad lym do osi x transformacja jest inna.
Otrzymuje siȩ

vy =
dy

dt
=

dy′

dt′+V dx′
c2√

1−V 2

c2

=
vy′

√
1− V 2

c2

1 +
V v′

x′
c2

. (20)

W ogólnym przypadku prȩdkość cia la należy roz lożyć na sk ladowe: równoleg la̧
i prostopad la̧ do prȩdkości uk ladu i zastosować dla nich wzory transforma-
cyjne podane wyżej.

1.5 Efekt Dopplera i aberracja

Efekt Dopplera polega na zmianie czȩstości w zwia̧zku z ruchem źród la
świat la lub obserwatora. Aberracja polega na zmianie kierunku, z którego
nadchodzi sygna l.

Fala monochromatyczna zmienia siȩ w czasie i przestrzeni jak cos(ωt−kr),
gdzie wektor falowy k o d lugości k = ω

c
określa kierunek rozchodzenia siȩ fali.

Faza ωt−kr jest skalarem; nie zmienia siȩ przy zmianie uk ladu. To pozwala
zbudować czterowektor kµ = (ω

c
, kx, ky, kz), którego sk ladowe transformuja̧

siȩ jak sk ladowe wektora xµ.
Za lóżmy, że obserwator w uk ladzie U ′ (np. Ziemia) porusza siȩ z prȩdkościa̧

V skierowana̧ wzd luż osi x′ wzglȩdem U (gwiazda) . Sk ladowe czterowektora
kµ transformuja̧ siȩ

k′x′ =
kx − V

c
ω
c√

1− V 2

c2

,

k′y′ = ky, (21)
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k′z′ = kz,

ω′

c
=

ω
c
− V

c
kx√

1− V 2

c2

.

Niech uk lady sa̧ tak zorientowane, że ky = 0. Niech ka̧t θ określa kierunek z
którego przychodzi sygna l, tzn. kx = k cos θ, kz = k sin θ, k = |k| = ω

c
oraz

k′x′ = k′ cos θ′, k′z′ = k′ sin θ′, k′ = |k′| = ω′

c
. Wtedy otrzymujemy

ω′ = ω
1− V

c
cos θ√

1− V 2

c2

, (22)

oraz

ω′

c
cos θ′ =

ω
c

cos θ − V
c
ω
c√

1− V 2

c2

, (23)

czyli

cos θ′ =
cos θ − V

c

1− V
c

cos θ
. (24)

Przy prȩdkości Ziemi w ruchu obiegowym rzȩdu 30 km/s, zmiana ka̧ta widzenia
gwiazd jest rzȩdu 20 sekund  luku.

1.6 Równania ruchu

Ponieważ czas w lasny jest niezmiennikiem, należy go użyć do parametryzowa-
nia ruchu. Zdefiniujmy czterowektor prȩdkości uµ = dxµ

dτ
. Cia lo spoczywa w

U ′ a v jest prȩdkościa̧ cia la w U i jest tożsama z prȩdkościa̧ uk ladu V. W
szczególności

u0 =
dx0

dτ
=

d(ct)

dt
√

1− v2

c2

=
c√

1− v2

c2

,

u1 =
dx1

dτ
=

dx

dt
√

1− v2

c2

=
vx√

1− v2

c2

, (25)

u2 =
dx2

dτ
=

dy

dt
√

1− v2

c2

=
vy√

1− v2

c2

,
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u3 =
dx3

dτ
=

dz

dt
√

1− v2

c2

=
vz√

1− v2

c2

, (26)

Zachodzi uµuµ = (u0)2 − (u1)2 − (u2)2 − (u3)2 = c2.
Czterowektor pȩdu definiujemy jako pµ = muµ, gdziem jest masa̧ spoczynkowa̧

cia la (niezmiennicza̧).
Uogólniaja̧c tradycyjne równania Newtona postulujemy je w relatywisty-

cznej postaci

m
duµ

dτ
= Fµ, (27)

gdzie Fµ jest czterowektorem si ly. Zapisanie prawa ruchu z użyciem czterowek-
torów, które transformuja̧ siȩ w znany sposób przy transformacji Lorentza,
gwarantuje, że to prawo ruchu obowia̧zuje we wszystkich inercjalnych uk ladach
odniesienia.

Dla sk ladowych j = 1, 2, 3, czyli (x, y, z) oznacza to

d

dt

mvx√
1− v2

c2

= F1

√
1− v2

c2
= Fx,

d

dt

mvy√
1− v2

c2

= F2

√
1− v2

c2
= Fy, (28)

d

dt

mvz√
1− v2

c2

= F3

√
1− v2

c2
= Fz,

albo

dpj
dt

= Fj, pj =
mvj√
1− v2

c2

,

F1 =
Fx√

1− v2

c2

, F2 =
Fy√

1− v2

c2

, F3 =
Fz√

1− v2

c2

, (29)

gdzie Fj jest sk ladowa̧ j si ly, jak w przypadku nierelatywistycznym; jak
widać, trzy sk ladowe F1,2,3 czterowektora si ly różnia̧ siȩ od sk ladowych Fx,y,z

o czynnik równy
√

1− v2

c2
.

Zachowana jest wiȩc postać z drugiej zasady dynamiki, z tym, że definicja
pȩdu uleg la modyfikacji.
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Równanie dla sk ladowej zerowej można zinterpretować nastȩpuja̧co. Równanie
ruchu pomnożmy przez uµ (co znaczy także sumowanie po µ), otrzymuja̧c

Fµuµ =
dpµ

dτ
uµ = m

1

2

d

dτ
uµuµ =

m

2

d

dτ
c2 = 0. (30)

Dalej

F0u0 = F0 c√
1− v2

c2

= F1u1 + F2u2 + F3u3 = (31)

Fx√
1− v2

c2

vx√
1− v2

c2

+
Fy√

1− v2

c2

vy√
1− v2

c2

+
Fz√

1− v2

c2

vz√
1− v2

c2

=
Fv

1− v2

c2

.

Sta̧d F0 = Fv

c

√
1− v2

c2

i dalej

dp0

dτ
=

1√
1− v2

c2

d

dt

mc√
1− v2

c2

=
Fv

c
√

1− v2

c2

. (32)

Sta̧d
d

dt

mc2√
1− v2

c2

= Fv. (33)

Po prawej stronie wystȩpuje moc, wyrażenie pod pochodna̧ z lewej strony
oznacza wiȩc energiȩ

E =
mc2√
1− v2

c2

. (34)

Z relacji p = mv√
1− v2

c2

można wyznaczyć v i wstawić do wzoru na energiȩ,

otrzymuja̧c
E2 = p2c2 +m2c4. (35)

Dla ma lych wartości v
c

można oba wyrażenia na energiȩ rozwina̧ć w szereg

E =
mc2√
1− v2

c2

= mc2(1 +
1

2

v2

c2
) = mc2 +

1

2
mv2 +

3

8
m
v4

c2
+ ..., (36)

E =
√
p2c2 +m2c4 = mc2

√
1 +

p2

m2c2
= mc2(1 +

1

2

p2

m2c2
) = mc2 +

p2

2m
− 1

8

p4

m3c2
+ ....

W tym przybliżeniu, obok energii spoczynkowej mc2, otrzymujemy nierelaty-
wistyczne wyrażenia na energiȩ kinetyczna̧ i poprawki wyższych rzȩdów.
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1.7 Lagranżjan i hamiltonian

Równania ruchu mechaniki relatywistycznej daja̧ siȩ zapisać jako równania
Lagrange’a i Hamiltona. Dla cia la w polu si l V lagranżjan ma postać

L = −mc2
√

1− v2

c2
− V. (37)

Pȩd uogólniony we wspó lrzȩdnych kartezjańskich wynosi

pj =
∂L

∂ẋj
=

mvj√
1− v2

c2

, j = x, y, z, (38)

zgodnie definicja̧ podana̧ w poprzednim podrozdziale. Równania Lagrange’a
maja̧ postać

d

dt

∂L

∂ẋj
− ∂L

∂xj
=

d

dt

mvj√
1− v2

c2

+
∂V

∂xj
= 0, (39)

jak uogólnione równania Newtona, tzn. z uwzglȩdnieniem modyfikacji pȩdu.
Z relacji

p =
mv√
1− v2

c2

(40)

można wyliczyć prȩdkość v

v =
pc√

m2c2 + p2
. (41)

Hamiltonian ma postać

H = pv − L = p
pc√

m2c2 + p2
+mc2

√
1− p2

m2c2 + p2
+ V =

√
p2c2 +m2c4 + V

.(42)

Powyższe zwia̧zki ulegaja̧ modyfikacjom dla cza̧stki o  ladunku Q w polu
elektromagnetycznym. Istnieje wtedy potencja l uogólniony U , a lagranżjan
ma postać

L = −mc2
√

1− v2

c2
− U = −mc2

√
1− v2

c2
−Qφ+QAv, (43)
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gdzie Q jest  ladunkiem cza̧stki, φ - potencja lem skalarnym, a A - potencja lem
wektorowym. Pȩd uogólniony wynosi

pj =
∂L

∂ẋj
=

mvj√
1− v2

c2

+QAj, j = x, y, z. (44)

Z relacji

p−QA =
mv√
1− v2

c2

(45)

można obliczyć prȩdkość v

v =
(p−QA)c√

m2c2 + (p−QA)2
, (46)

a hamiltonian jest postaci

H = pv − L =
√

(p−QA)2c2 +m2c4 +Qφ. (47)
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