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Mechanika klasyczna ¢z.10

1 Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

Szczegdlna teoria wzglednosci jest teoria czasu i przestrzeni, bedaca uogélnieniem
teorii Galileusza. Musi by¢ stosowana miedzy innymi do opisu zjawisk me-
chanicznych, gdy predkosci sa poréwnywalne z predkoscia swiatta, lub do
zjawisk elektromagnetycznych. W tym wykladzie omawiane beda tylko wybrane
zagadnienia, analogiczne do niektorych dyskutowanych w teorii nierelaty-
wistycznej. Podstawowa roznica jest potraktowanie czterowymiarowej cza-
soprzestrzeni calosciowo, bez wydzielania osobno czasu i osobno przestrzeni,
jak w przypadku czasoprzestrzeni Galileusza, i wprowadzenie w niej nowej
struktury geometryczne;j.

U podstaw leza dwa zalozenia:

1. jednorodnosé i izotropowos¢ czasoprzestrzeni, tzn. brak wyrdznionych
punktow i kierunkows;

2. niezaleznos¢ predkosci swiatlta od ruchu zrédia $wiatta lub obserwatora.
Jest to postulat niezgodny z fizyka Newtona - Galileusza i sprzeczny z nasza
codzienna intuicja: wedtug niej predkosci swiatla, zrédta i obserwatora powinny
sie dodawac¢ wektorowo. Niezmiennosé predkosci swiatla jest potwierdzona
bezposrednio i posrednio w licznych doswiadczeniach, choé¢ nie jest pewne,
czy Einstein znal wyniki éwczesnych doswiadczen, np. doswiadczenia Michel-
sona.

Niech uklad inercjalny U’ przesuwa sie ze stala predkoscia V wzgledem
uktadu inercjalnego U. Osie ukladéw sa rownolegle, a predkosé skierowana
wzdtuz osi x. Zdarzenie, np. nieskonczenie krétki blysk zachodzacy w
nieskonczenie matym obszarze przestrzeni, ma w jednym ukladzie wspolrzedne
(t,x,y,2), awdrugim (t',x,y, 2"). Poczatki uktadéw w chwili t = 0 pokry-
waja sie. Czas przestal by¢ absolutny, jakim byl przy transformacji Galileusza.

Transformacja prowadzaca od zmiennych w uktadzie U do zmiennych w
U’ musi by¢ liniowa; gdyby zalezata od wspéhrzednych zdarzenia, byloby to



sprzeczne z postulatem jednorodnosci przestrzeni. Mozna tak obréci¢ uktad,
aby o$ y przechodzila w o$ v/, a 0§ z w 2. Aby obserwator w U mierzacy
linijke umieszczona w U’ otrzymat taki sam wynik, jak obserwator w U’
mierzacy taka sama linijke umieszczona w U, musi by¢ y = ¢/ 1 z = 2/
(por.kontrakcje dtugosci nizej).

Zwiazek miedzy wspélrzednymi x i t w obu uktadach musi by¢ postaci

¥ =Ar+ Bt =T(z + at)
t' = Cz + Dt. (1)

Poczatek U’, tzn. punkt ' = 0 w chwili t ma wspodhzedna x = Vt. Stad
a = —V. Wspdlczynnik [' moze zaleze¢ od wartosci bezwzglednej predkosci.
Relacja odwrotna powinna by¢

=T+ V), (2)

gdzie zmieniono role wielko$ci primowanych i nieprimowanych oraz znak
predkosci. I' w obu transformacjach powinna by¢ taka sama; inaczej dtugosé
linijki umieszczonej w U’, a mierzona w U bylaby inna niz dlugo$¢ tej samej
linijki umieszczonej w U, a mierzonej w U’ (por. kontrakcje dhugosci nizej).

Jesli w chwili ¢t = ¢’ = 0 wystano sygnal $wietlny, to w ukladzie U dotrze
on po czasie t do punktu x = ct, a w ukladzie U’ po czasie t' do punktu ct’.
Spelnione sa wiec relacje

ct' =T(ct — Vi),
ct =T(ct' + V). (3)
Mnozac je stronami i przeksztalcajac otrzymuje sie
1
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Transformacja skltadowych z 1 2’ ma wiec postaé



Biorac 2’ z pierwszej relacji i wstawiajac do drugiej otrzymuje sie

_Va
t=—C (6)
iz
Wyniki mozna zestawic¢
, =Vt
RN
c2
=y,
2=z (7)
v
po e
iz

Transformacja ta, zwana transformacja Lorentza (w wezszym sensie) jest
uogdélnieniem transformacji Galileusza; sprowadza sie do tej ostatniej w granicy
% — 00. Transformacje odwrotna otrzymuje sie zamieniajac rolami wspotrzedne
primowane i nieprimowane oraz zmieniajac znak predkosci V.

Jesli kierunek predkosci V jest dowolny, nalezy wektor polozenia roztozy¢
na sktadowe: réwnolegla i prostopadia do predkosci; sktadowa prostopadia
sie nie zmienia, natomiast sktadowa réwnolegla transformuje sie analogicznie,
do tego, co pokazano wyzej

rV

r=r+r, =V,
r/J_ =Ty, (8)
’ I‘H —Vt
rH = V27

yi-—a

t— v
t = E

J1-2
(Uwaga: |V =rV).

Przy predkosci réwnolegtej do osi x transformacje mozna napisa¢ wprowadzajac
v

funkcje hiperboliczne: tanhw = %, coshw = \/172, sinhw = —=~— oraz
1-% 1-%
c c



wprowadzajac nowe oznaczenia ' =z, 22 =y, 23 = 2, 2% = ¢t

0 = coshwa® — sinh wa?,

= —sinh wz® + cosh w:cl, 9)
21 :B2

Y
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Jest to pseudoobrét w plaszezyznie (z%x!).

1.1 Czterowektory i przestrzen Minkowskiego

Wektor z#, = 0, 1, 2, 3, nazywamy wektorem kontrawariantnym.Tensor me-
tryczny jest zdefinowany jako

1 0 0 0
0 -1 0 0
=10 0o -1 0 (10)
0o 0 0 -1
Wektor kowariantny z, jest zdefiniowany jako
Ty = Gyux”, (11)
gdzie rozumie sie milczaco sumowanie po podwdjnie powtarzajacym sie wskazniku.
Forma
52 _ xuxu — ($0)2 _ ($1)2 _ ($2)2 _ (xd)Q _ CZtQ _ 1’2 _ y2 _ ZQ (12>

jest niezmiennikiem transformacji Lorentza. Jest to pseudodiugoscé czterowek-
tora (“pseudo”, poniewaz nie musi by¢ nieujemna). Wektor o dtugosci dodat-
niej nazywa sie czasopodobnym, o dlugosci ujemnej - przestrzennopodobnym,
o dhlugosci zerowej - $wiatlopodobnym. Wektor swiattopodobny moze by¢
potaczony sygnalem Swietlnym z poczatkiem uktadu. Zdarzenie w punkcie
czasopodobnym moze by¢ w zwiazku przyczynowym ze zdarzeniem w poczatku
ukladu, zdarzenie w punkcie przestrzennopodobnym nie moze by¢ w takim
zwiazku, bo roznica czasow jest zbyt mala, aby sygnal dotart do tego punktu
nie przkraczajac predkosci $wiatta.

Transformacja Lorentza w ogélnym sensie jest linowa transformacja za-
chowujaca niezmiennik s?. Obejmuje ona trzy zwykle obroty w ptaszczyznach
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(x12?), (2223), (23, 2'), trzy pseudoobroty w plaszezyznach (2%2'), (2%22),

(2%2%), odbicia przestrzenne i czasowe oraz zlozenia wyzej wymienionych
transformacji. Jesli napisa¢ transformacje Lorentza jako

' = a” 2", (13)
to zadanie x"'z,’ = z*z,, implikuje warunek na transformacje Lorentza
a’,al =0y, (14)

gdzie po prawej stronie stoi delta Kroneckera.
Przstrzen linowa czterowektoréw, w ktérej zdefinowano iloczyn pseudoskalarny
xy = x*y, nosi nazwe przestrzeni Minkowskiego.

1.2 Kontrakcja dlugosci

Dtugosé ciala poruszjace sie okazuje sie¢ zmniejszona w poréwnaniu z dtugoscia
ciala spoczywajacego.

Przy pomiarze wykonanym w ukladzie U musimy w tej samej chwili ¢
odezytaé potozenie poczatku i konca ciala spoczywajacego w ukladzie U’.
Mamy

’ T, — \%7
iL'l - V2
-3

To— Vit
-2

T2 —T1

Po odjeciu otrzymujemy xf, — | = =, czyli zmierzona dhugos¢ ciata w
%4

P
ukladzie U wynoszaca xo — 1 jest zmniejszona od dlugosci xf, — x| ciala w
uktadzie U’, w ktérym cialo spoczywa.

Niestuszne sa spotykane w niektérych artykutach uwagi o rzekomej defor-
magcji cial w ruchu. Prawda jest, ze rozmiary w kierunku ruchu sa skrécone,
a rozmiary poprzeczne do kierunku ruchu pozostaja niezmienione. Jednak
nalezy uwzgledni¢, ze do oka wpadaja rownoczes$nie sygnaty swietlne wystane
pozniej z powierzchni ciata blizszej obserwatorowi i sygnaly wystane wezesniej
w powierzchni dalszej od obserwatora. Skutek jest taki, ze widzimy ciato
obrocone, lecz nie zdeformowane.



1.3 Dylatacja czasu i czas wlasny

Niech w poczatku =’ = 0 uktadu U’ poruszajacego sie wzgledem U nastapia
blyski w chwilach t| i ¢,. W uktadzie U te chwile to

t/
tl = L V27
1=
t/
ty = ﬁ (16)

Po odjeciu tych relacji wida¢, ze interwal 7 = t5 — t; zmierzony w U jest
réwny interwatowi 7/ = t,, — ¢} podzielonemu przez liczbe mniejsza od 1; jest
zatem dhuzszy niz w U’.

Czas mierzony w ukladzie U’ jest dla cial zwiazanych z tym uktadem
czasem wlasnym 7. Odstep czasu wlasnego miedzy zdarzeniami jest mniejszy
niz odstep czasu miedzy tymi zdarzeniami mierzony w innym inercjalnym
ukladzie.

Czas wlasny mozna wprowadzi¢ takze dla cial poruszajacych si¢ ruchem
niejednostajnym. W kazdej chwili mozna przejs¢ do uktadu, w ktérym ciato
chwilowo spoczywa. Mozna napisa¢ relacje rozniczkowa

| V2
t 2
7'—7'0:/ \/1—@&. (18)
to C

T jest czasem wiasnym, catka po prawej stronie to suma czaséw mierzonych
przez zegary z inercjalnych ukladéow odniesienia stowarzyszonych chwilowo z
ciatem.

lub w postaci catkowej

1.4 Dodawanie predkosci

Niech cialo porusza si¢ w kierunku osi = (i 2’). Predkosé ciata w uktadzie U to

. / .. .
Uy = fl—f, a w ukladzie U’ to v, = %. Podstawiajac wzory transformacyjne



otrzymujemy

de dd'+Vdt' o, +V
Ve = 77 = T = 7.
dtdt + Y5 4V

c2

(19)

W szezegdlnosei dla v, = ¢ otrzymuje si¢ v, = ¢, zgodnie z postulatem teorii.
Badajac wyrazenie 1 — %% 1 zauwazajac, ze jest ono nieujemne, mozna za-
uwazy¢ ze dodajac dwie dowolne predkosci, nie dostanie sie wartosci wiekszej
niz c.

Dla ruchu w kierunku prostopadlym do osi x transformacja jest inna.

Otrzymuje sie
d_ eVl E 20

vy = — = =
Yoodt  ar+Xy Vv
2 L

WHTE 145

1—v2

o2

W ogdlnym przypadku predkosé ciala nalezy roztozy¢ na sktadowe: réwnolegta
i prostopadta do predkosci uktadu i zastosowac¢ dla nich wzory transforma-
cyjne podane wyzej.

1.5 Efekt Dopplera i aberracja

Efekt Dopplera polega na zmianie czestosci w zwiazku z ruchem zrédia
swiatta lub obserwatora. Aberracja polega na zmianie kierunku, z ktorego
nadchodzi sygnal.

Fala monochromatyczna zmienia sie w czasie i przestrzeni jak cos(wt—kr),
gdzie wektor falowy k o dtugosci k = # okresla kierunek rozchodzenia sig fali.
Faza wt — kr jest skalarem; nie zmienia sie przy zmianie uktadu. To pozwala
zbudowac czterowektor k* = (<, k, ky, k.), ktorego sktadowe transformuja
sie jak sktadowe wektora z*.

Zalézmy, ze obserwator w ukladzie U’ (np. Ziemia) porusza sie z predkoscia
V skierowang wzdtuz osi 2’ wzgledem U (gwiazda) . Sktadowe czterowektora
kE* transformuja sie

I ke — %%
x T )
1-%



Niech uktady sa tak zorientowane, ze k, = 0. Niech kat 6 okresla kierunek z

w

ktérego przychodzi sygnal, tzn. k, = kcos0, k; = ksinf, k = [k| = £ oraz
kl, =k cos®', k, =Ksint, k' = |k

= %’ Wtedy otrzymujemy

1—Ycosh
W = wciw, (22)
-2
oraz
! ®cosf — Lo
2 costf = e (23)
c /1 — v
czyli
cosh — ¥
COSHI = m (24)

Przy predkosci Ziemi w ruchu obiegowym rzedu 30 km/s, zmiana kata widzenia
gwiazd jest rzedu 20 sekund tuku.

1.6 Rdéwnania ruchu

Poniewaz czas wlasny jest niezmiennikiem, nalezy go uzy¢ do parametryzowa-
nia ruchu. Zdefiniujmy czterowektor predkosci u* = df—:. Cialo spoczywa w
U’ a v jest predkoscia ciala w U i jest tozsama z predkoscia uktadu V. W

szczegblnosci

o da® d(ct) c
u = — = > = =
oani-n 1-g
dzt dz v
u' = —— = = ——, (25)
v ani-n 15
W2 dz? dy Yy
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(26)

5 di? dz v,
U = — = 5 = >
Toai-n -

Zachodzi utu, = (u°)? — (u')? — (u?)? — (u*)? = A

Czterowektor pedu definiujemy jako p* = mu*, gdzie m jest masa spoczynkowa
ciala (niezmiennicza).

Uogdlniajac tradycyjne rownania Newtona postulujemy je w relatywisty-
cznej postaci

m— = FH, (27)
dr

gdzie F* jest czterowektorem sily. Zapisanie prawa ruchu z uzyciem czterowek-
torow, ktore transformuja sie¢ w znany sposéb przy transformacji Lorentza,
gwarantuje, ze to prawo ruchu obowiazuje we wszystkich inercjalnych uktadach
odniesienia.

Dla sktadowych j = 1,2, 3, czyli (x,y, 2) oznacza to

d mv v?
— = FN4/1 - = = F,
dat . /1 — % c?
d mu, V2
dt 1 % CQ Yo ( )
d muv, _ ‘Fg 1— 1)72 _ sz
dt 1 % c?
albo
dp; mu;
E = Fj7 by = %
F, F, F,
F F=—= F= (29)

1= f1 _ o2’ f1 _ o2’
c? c? c?

gdzie Fj jest skladowa j sily, jak w przypadku nierelatywistycznym; jak
wida¢, trzy sktadowe F12?? czterowektora sity réznig sie¢ od sktadowych F, .
. , 2
o czynnik réwny 4/1 — 4.
Zachowana jest wiec postac¢ z drugiej zasady dynamiki, z tym, ze definicja
pedu uleglta modyfikacji.

Ne)



Roéwnanie dla sktadowej zerowej mozna zinterpretowac nastepujaco. Rownanie
ruchu pomnozmy przez u,, (co znaczy takze sumowanie po f), otrzymujac

f”uu = WU” = m§%u“uu = 5%0 = u. (30)
Dalej
Flug = F° ¢ - = Flul + F2? + Fd = (31)
=

Fx (% EF Uy Fz V, Fv

Y
Ji-Ei—E I-Ei-E Ji-E\i-g 1%

/l-=
dp® 1 d mec  Fv (32)
dr \/1 v; dt \/1 v; _ %
Stad
d mc?
4. me  _pv.
TN v (33)

Po prawej stronie wystepuje moc, wyrazenie pod pochodna z lewej strony
oznacza wiec energie

E=——. (34)
vi-a

. — mozna wyznaczy¢ v i wstawi¢ do wzoru na energie,

Z relacji p = -
-7

o s

otrzymujac
E? = p*c? + m2ch. (35)
Dla matych wartosci £ mozna oba wyrazenia na energi¢ rozwina¢ w szereg

2 1 2 1 3 4
E=———=mc(1+ 52—2) =mc® + imUQ + gm% + .y

2 1 p? 1
— ) pm 9 p —m+ L b
E = \/p2c2 + m2c* = mc 1+m202_mc (1+§W)—mc +%_§m302+

W tym przyblizeniu, obok energii spoczynkowej mc?, otrzymujemy nierelaty-
wistyczne wyrazenia na energie kinetyczna i poprawki wyzszych rzedéw.
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1.7 Lagranzjan i hamiltonian

Réwnania ruchu mechaniki relatywistycznej daja sie zapisa¢ jako rownania
Lagrange’a i Hamiltona. Dla ciala w polu sit V' lagranzjan ma postac

L:—mc2\/1—v—2—v (37)
c? ‘

Ped uogodlniony we wspotrzednych kartezjanskich wynosi

= | =x,y, 2, (38)

zgodnie definicja podana w poprzednim podrozdziale. Réwnania Lagrange’a
maja postac

d OL oL B d mu; oV

%8;1:]_61’]_% /1_%_‘_8.%]:

jak uogdlnione réwnania Newtona, tzn. z uwzglednieniem modyfikacji pedu.
Z relacji

0, (39)

mv
p=—— (40)

c2

mozna wyliczy¢ predkos$é¢ v

pc

_— 41
Nz (41)

VvV =

Hamiltonian ma postaé

2
H=pv—-L=p —|—m02\/1—2§2+V:\/p202+m204+V
mec® +p

m2c? + p2

Powyzsze zwiazki ulegaja modyfikacjom dla czastki o tadunku ¢ w polu
elektromagnetycznym. Istnieje wtedy potencjat uogélniony U, a lagranzjan
ma postac



gdzie @) jest tadunkiem czastki, ¢ - potencjalem skalarnym, a A - potencjalem

wektorowym. Ped uogodlniony wynosi

oL mu; ,
2 +QAJ7 J=%,Y,z.

MK

Z relacji
mv

mozna obliczy¢ predkosé v
v (P—QA)c
V/m2E 4 (p— QA)*

a hamiltonian jest postaci

H=pv—-L= \/(p—QA)202+m204+Q¢.
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