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Poznań, 1980 (matematycznie zaawansowany).
6. W. I. Arnold, Metody matematyczne mechaniki klasycznej, PWN,

Warszawa, 1981 (matematycznie zaawansowany).
7. J. Bukowski, P. Kijkowski, Kurs mechaniki p lynów, PWN, Warszawa,

1980.
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1 Mechanika punktu materialnego

Mechanika klasyczna opisuje cia la fizyczne w czterowymiarowej czasoprzestrzeni
Galileusza; punkt w czasoprzestrzeni jest zdarzeniem. Zdarzenie opisane
jest jedna̧ wspó lrzȩdna̧ czasowa̧ t i trzema wspó lrzȩdnymi przestrzennymi
r = (x, y, z). Dla dwóch zdarzeń równoczesnych określona jest ich odleg lość
przestrzenna dana metryka̧ przestrzeni euklidesowej |r1 − r2|. Dla dwóch
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zdarzeń nierównoczesnych nie można określić ich odleg lości przestrzennej.
Mówi siȩ, że czas jest absolutny, lecz przestrzeń jest wzglȩdna. W dawnej
fizyce Arystotelesa przestrzeń by la traktowana jako absolutna. W teorii
wzglȩdności czas traci absolutny charakter, a odleg lość miȩdzy zdarzeniami
(a raczej pseudoodleg lość) definiowana jest inaczej.

Punkt materialny jest modelem cza̧stki bez struktury wewnȩtrznej, o
zaniedbywalnie ma lych (w granicy nieskończenie ma lych) rozmiarach. Opisuje
siȩ go podaja̧c jego masȩ (o czym niżej) oraz po lożenie dane przez wek-
tor r w każdej chwili t. Niech dany jest kartezjański prawoskrȩtny uk lad
wspó lrzȩdnych o ortonormalnych wektorach jednostkowych (i, j,k), (i2 =
j2 = k2 = 1, ij = jk = ki = 0, i × j = k z cyklicznym przestawieniem).
W kilku przypadkach stosowane bȩda̧ oznaczenia (e1.e2, e3) zamiast (i, j,k)
i (x1, x2, x3) zamiast (x, y, z). Czasem zamiast pogrubienia wektor bȩdzie
oznaczany strza lka̧.

Wektor r można roz lożyć jako

r = xi + yj + zk, (1)

co można zapisać krótko r = (x, y, z). D lugość wektora r wynosi r = |r|.
Definiuje siȩ prȩdkość i przyspieszenie jako pochodne wzglȩdem czasu t

v = vxi + vyj = vzk =
dr

dt
=
dx

dt
i +

dy

dt
j +

dz

dt
k, (2)

a = axi + ayj = azk =
dv

dt
=
dvx
dt

i +
dvy
dt

j +
dvz
dt

k =
d2x

dt2
i +

d2y

dt2
j +

d2z

dt2
k.

Pochodna wzglȩdem czasu czȩsto oznaczana bȩdzie kropka̧ nad symbolem
wielkości różniczkowanej. Krzywa r(t) = jest torem (trajektoria̧) punktu
materialnego.

Wprowadźmy element d lugości elementu trajektorii ds = |dr|. Wektor
jednostkowy t = dr

ds
jest styczny do toru (uwaga na zbieżność tradycyjnych

oznaczeń czasu t i wektora stycznego t). Prȩdkość można zapisać jako

v =
dr

dt
=
dr

ds

ds

dt
= tv, (3)

jest wiȩc styczna do toru.
Przyspieszenie zawiera zarówno sk ladowa̧ styczna̧ jak i prostopad la̧ (nor-

malna̧) do toru

a =
d

dt
tv = t

dv

dt
+
dt

dt
v = t

dv

dt
+ v

dt

ds

ds

dt
= t

dv

dt
+ v2

dt

ds
. (4)
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Ponieważ t2 = 1, tdt = 0. Przyrost dt wektora t jest wiȩc prostopad ly do
t. Istnieje zatem jednostowy wektor n prostopad ly do t; oba wyznaczaja̧
p laszczyznȩ ścísle styczna̧ do toru (istnieje jeszcze trzeci wektor jednostkowy,
prostopad ly do tych dwóch). Można wiȩc napisać, że dt

ds
= 1

ρ
n, gdzie 1

ρ
jest

tu wspó lczynnikiem. Rozk lad przyspieszenia przybiera wiȩc postać

a = t
dv

dt
+ v2

1

ρ
n, (5)

gdzie sk ladniki reprezentuja̧ odpowiednio sk ladowa̧ styczna̧ i normalna̧.
Aby zrozumieć sens wspó lczynnika ρ rozważmy ruch po okrȩgu o promie-

niu r w p laszczyźnie (xy). Wektor jednostkowy n = r
r

w kierunku wektora
wodza̧cego r ma sk ladowe (cosφ, sinφ, 0), gdzie φ jest ka̧tem obrotu liczonym
od osi x. Wektor styczny do toru w kierunku dodatnich ka̧tów ma postać
(− sinφ, cosφ, 0).

Pochodna dt
ds

ma postać

dt

ds
= (− cosφ

dφ

ds
,− sinφ

dφ

ds
, 0) = −1

r
n, (6)

gdzie skorzystano z relacji ds = rdφ. Parametr ρ ma wiȩc sens promienia
krzywizny toru (z dok ladnościa̧ do znaku), a samo przyspieszenie ma sk ladowa̧
dośrodkowa̧.

1.1 Zmiana uk ladu odniesienia

Rozważmy dwa uk lady odniesienia: U o pocza̧tku w punkcieO i U ′ o pocza̧tku
w O′. Wektor  la̧cza̧cy Oi O′ oznaczmy przez r0. Po lożenie punktu material-
nego w poszczególnych uk ladach dane jest wektorami r i r′. Zachodzi

r = r0 + r′. (7)

Dowolny wektor b′ można roz lożyć w bazie ortonarmalnej e′1, e
′
2e
′
3 jako

b′ =
3∑

k=1

b′ke
′
k. (8)

Różniczkowanie tego wektora wzglȩdem czasu musi uwzglȩdniać zmienność
zarówno wspó lrzȩdnych jak i wektorów jednostkowych

d

dt
b′ =

3∑
k=1

db′k
dt

e′k +
3∑

k=1

b′k
de′k
dt

. (9)
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Pierwsza̧ sumȩ oznaczymy jako d′

dt
b′ =

∑3
k=1

db′k
dt

e′k. Aby zbadać wyrażenia w
drugiej sumi, zróżniczkujmy relacjȩ ortonormalności wektorów e′k

d

dt
e′ke

′
s =

d

dt
δks = 0 =

de′k
dt

e′s + e′k
de′s
dt
. (10)

Pochodne wektorów jednostkowych można roz lożyć w ich bazie jako

de′i
dt

=
3∑
j=1

αije
′
j. (11)

Zastosowanie tej relacji w poprzedniej daje, po skorzystaniu z ortonormalności
wektorów e′j

de′k
dt

e′s + e′k
de′s
dt

= αks + αsk = 0. (12)

Wynika sta̧d, że αjj = 0. Wprowadźmy oznaczenia α12 = −α21 = ω′3,
α23 = −α32 = ω′1, α31 = −α13 = ω′2.

Przyczynek do pochodnej wektora b′ daje siȩ zapisać jako

3∑
k=1

b′k
de′k
dt

=
3∑

k=1

b′k

3∑
j=1

αkje
′
j = (13)

e′1(−ω′3b′2 + ω′2b
′
3) + e′2(−ω′1b′3 + ω′3b

′
1) + e′3(−ω′2b′1 + ω′1b

′
2) = ~ω × b′.

Pochodna wektora b′ ma wiȩc postać

d

dt
b′ =

d′

dt
b′ + ~ω × b′. (14)

Transformacja prȩdkości ma zatem postać

v ≡ dr

dt
=
dr0
dt

+
dr′

dt
=
dr0
dt

+
d′r′

dt
+ ~ω × r′ = vtr + v′ + ~ω × r′, (15)

gdzie vtr = dr0
dt

jest prȩdkościa̧ ruchu translacyjnego uk ladu U ′ wzglȩdem U ,
a v′ jest prȩdkościa̧ rozważanego punktu materialnego w uk ladzie U ′.

Zróżniczkowanie relacji transformcyjnej dla prȩdkości prowadzi do formu ly
transformacyjnej dla przyspieszenia

a ≡ dv

dt
=
dvtr
dt

+
dv′

dt
+
d

dt
(~ω × r′) = (16)

atr +
d′v′

dt
+ ~ω × v′ +

d~ω

dt
× r′ + ~ω × (

d′r′

dt
+ ~ω × r′) =

atr + a′ + 2~ω × v′ +
d~ω

dt
× r′ + ~ω × (~ω × r′).
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Wektor ~ω ma sens prȩdkości ka̧towej, co można wykazać nastȩpuja̧co. Niech
~ω ma tylko niezerowa̧ sk ladowa̧ z′. Oznaczmy ωdt = dα, gdzie ~dα jest wek-
torem skierowanym wzd luż osi z′; ma trzecia̧ sk ladowa̧ dα. Przyrost wektora
r′ w czasie dt wynosi dr′ = dα× r′. Wektor r′ uleg l wiȩc zmianie

r′ + dr′ =

 x′

y′

z′

 +

 −y
′dα

x′dα′

0

 = (17)

{I + dα

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

}
 x′

y′

z′

 , (18)

gdzie I jest macierza̧ jednostkowa̧. Weźmy teraz α o skończonej wartości i
wykonajmy N transformacji, z których każda odpowiada wartości α

N
. Otrzy-

mamy

r′ + dr′ = {I +
α

N

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

}N
 x′

y′

z′

→N→∞ exp{α

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

}
 x′

y′

z′

 .(19)

Eksponent macierzy w powyższej formule  latwo jest obliczyć, jeśli zauważyć,
że macierz w potȩdze 0 jest macierza̧ jednostkowa̧ I, macierz w potȩdze

parzystej 2n jest macierza̧

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 pomnożona̧ przez (−1)n, a w potȩdze

nieparzystej 2n− 1 jest macierza̧ wyj́sciowa̧ pomnożona̧ przez (−1)n−1

exp{α

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 = I +
∞∑
n=1

αn

n!

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


n

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 +
∞∑
n=1

α2n

(2n)!
(−1)n

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 +
∞∑
n=1

α2n−1

(2n− 1)!
(−1)n−1

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0



=

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

 . (20)

Otrzymano macierz obrotu wokó l osi z o ka̧t α = ωt. W ogólności wektor ~ω
zmienia w czasie kierunek i wartość.
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Wyraz ~ω×(~ω×r′) ma sens przyspieszenia dośrodkowego i można przepisać
go jako

~ω × (~ω × r′) = ~ω(~ωr′)− ω2r′ = −ω2r′⊥, (21)

gdzie r′⊥ jest sk ladowa̧ wektora r′ prostopad la̧ do osi obrotu ω.
Warto zwrócić uwagȩ na równość pochodnych wektora ~ω w obu uk ladach

d~ω

dt
=
d′~ω

dt
+ ~ω × ~ω =

d′~ω

dt
. (22)

2 Zasady dynamiki

Zasady dynamiki w programie szko ly średniej podawane sa̧ nieścísle.
Pierwsza zasada Newtona to postulat istnienia uk ladu inercjalnego, to

jest takiego, w którym jeśli cia lo nie jest poddane żadnemu oddzia lywaniu,
porusza siȩ ruchem jednostajnym ( w szczególności może spoczywać).
Uk lad inercjalny jest idealnym modelem: nie potrafimy wskazać takiego
uk ladu, natomiast istnieja̧ce uk lady moga̧ być w dobrym przybliżeniu inerc-
jalne dla określonych procesów. Na przyk lad uk lad zwia̧zany z Ziemia̧ może
być w dobrym przybliżeniu inercjalny w życiu codziennym, ale z powodu
ruchu wirowego Ziemi nie jest inercjalny, gdy bada siȩ ruch mas powietrza
lub pra̧dów morskich.

Jeśli uk lad U jest inercjalny, to uk lad U ′ jest inercjalny wtedy i tylko
wtedy, gdy porusza siȩ ruchem jednostajnym wzglȩdem U . Dowód wynika z
wzoru na transformacjȩ przypspieszeń.

Mianowicie jeśli uk lad U ′ porusza siȩ jednostajnie wzglȩdem U , to atr = 0
i ~ω = 0. Wtedy gdy a = 0, to a′ = 0.

Odwrotnie, za lóżmy, że a = a′ = 0 dla dowolnego ruchu w U ′. Dla ruchu
polegaja̧cego na spoczynku w pocza̧tku O′, tzn. r′(t) = 0, otrzymujemy
atr = 0. Dla ruchu polegaja̧cego na spoczynku na osi x′, tzn. r′ = (x′0, 0, 0)
otrzymujemy po wykonaniu iloczynów wektorowych

x′0{i′(−ω2
y′ − ω2

z′) + j′(ω̇z′ + ωx′ωy′) + k′(−ω̇y′ + ωx′ωz′)} = 0, (23)

ska̧d wnosimy w szczególności, że ωy′ = ωz′ = 0. Podobnie przyjmuja̧c
spoczynek na osi y′ otrzymamy, że ωz′ = ωx′ = 0. Zatem prȩdkość ka̧towa
~ω = 0.

Wniosek jest taki, że
v = vtr + v′, (24)
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oraz po sca lkowaniu
r = vtr(t− t0) + r′. (25)

Ta ostatnia relacja znana jest jako transformacja Galileusza; opisuje ona
przej́scie od jednego uk ladu inercjalnego do drugiego takiego uk ladu.

Druga zasada dynamiki wymaga szerszego komentarza. Relacja

ma = F (26)

jest prawdziwa w uk ladzie inercjalnym, ale zawiera dwie dota̧d niezdefin-
iowane wielkości. Trzeba odnieść siȩ do doświadczenia. Niech grupa punktów
materialnych numerowanych indeksem i poddana zostanie oddzia lywaniu z
tym samym urza̧dzeniem przyspieszaja̧cym; i−ty obiekt doświadczy l przyspieszenia
ai. Istnieja̧ wspó lczynniki mi, takie że

m1a1 = m2a2 = ...mnan = ... . (27)

Można takie postȩpowanie powtórzyć z innymi urza̧dzeniami przyspieszaja̧cymi.
Okazuje siȩ, że można dobrać te same wspó lczynnikimi dla cia la i, niezależnie
od urza̧dzenia przyspieszaja̧cego. To pozwala przypisać i − temu punktowi
materialnemu parametrmi, zwany masa̧ bezw ladna̧, niezależny od doświadczenia,
jakiemu go poddano, Urza̧dzeniu przyspieszaja̧cemu można przypisać wielkość
F = miai, niezależna̧ od cia la i, zwana̧ si la̧. Dopiero po takim komentarzu
można napisać wzór F = ma.

Obowia̧zuje zasada niezależności si l: jeśli na punkt materialny dzia la
wiȩcej si l, to porusza siȩ on tak, jakby dzia la la jedna si la, wypadkowa wszys-
tkich si l. Jest to fakt empiryczny.

W fizyce nierelatywistycznej masa grawitacyjna pojawia siȩ także w prawie
powszchnej cia̧żenia. Dwa punkty materialne o masach m1 i m2 przycia̧gaja̧
siȩ z si la̧

F = −Gm1m2

r2
r

r
, (28)

gdzie r jest wektorem  la̧cza̧cym punkty 1 i 2, a G jest sta la̧ grawitacji.
Równość masy bezw ladnej i masy grawitacyjnej jest w fizyce nierelatywisty-
cznej faktem doświadczalnym. Teoretyczne uzadadnienie tej równości po-
jawia siȩ na poziomie ogólnej teorii wzglȩdności.

Si la F dzia laja̧ca na punkt materialny może zależeć, jak wynika z doświadczenia,
od jego po lożenia r, prȩdkości ṙ i czasu

F = F(r, ṙ, t). (29)
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Dla ruchu (Newtona) w jednym wymiarze równanie ruchu

m
d2x

dt2
= F (x, ẋ, t) (30)

jest równaniem różniczkowym zwyczajnym, drugiego rzȩdu na funkcjȩ x =
x(t). Rozwia̧zanie ogólne zawiera dwie sta le. Z warunków brzegowych, na-
jczȩściej pocza̧tkowych: x(t0) = x0, ẋ(t0) = v0 wyznacza siȩ te sta le, otrzy-
muja̧c rozwia̧zanie szczególne.

Odpowiednio w trzech wymiarach równanie ruchu (Newtona)

m
d2r

dt2
= F(r, ṙ, t), (31)

jest uk ladem trzech sprzȩżonych równań różniczkowych zwyczajnych na funkcje
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) Rozwia̧zanie ogólne zawiera 6 sta lych. Wyznacza siȩ
je z 6 warunków pocza̧tkowych: r(t0) = r0, ṙ(t0) = v0.

W teorii równań różniczkowych dowodzi siȩ, że przy pewnych za lożeniach
dotycza̧cych regularności funkcji F, dla ustalonych warunków pocza̧tkowych
rozwia̧zanie istnieje i jest jednoznaczne. Dotyczy to także uk ladów punktów
materialnych, o czym później. Oznacza to, że uk lad punkt ów material-
nych pod wp lywem danej przyczyny (zespo lu si l) przy danych warunkach
pocza̧tkowych porusza siȩ w zdeterminowamy sposób.

W pewnym okresie historycznym stwarza lo to pokusȩ myślenia o świecie
jak o puszczonej w ruch maszynie poruszja̧cej siȩ w zdeterminowany sposób.
Jest to idea wielokrotnie sfalsyfikowana, nie tylko dlatego, że prawa mechaniki
klasycznej nie wystarczaja̧ do opisu świata. Okazuje siȩ także na poziomie
mechaniki klasyczej, że przewidywanie zachowania uk ladu mechanicznego w
przysz lości wymaga loby znajomości warunków pocza̧tkowych z nieskończona̧
dok ladnościa̧. Na ogó l dwa uk lady startuja̧ce z nieznacznie różnia̧cych siȩ
warunków pocza̧tkowych po nied lugim czasie zachowuja̧ siȩ jakościowo zupe lnie
inaczej; jest to tak zwany chaos deterministyczny.

2.1 Równanie Newtona w uk ladzie nieinercjalnym

Równanie Newtona można napisać w uk ladzie nieinercjalnym pod warunkiem
uwzglȩdnienia modyfikacji. Z równania w uk ladzie inercjalnym ma = F i z
relacji transformacyjnej dla przyspieszeń wynika, że

ma′ = F−matr − 2m~ω × v′ −md~ω

dt
× r′ −m~ω × (~ω × r′). (32)
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Modyfikacja polega wiȩc na pojawieniu siȩ dodatkowych wyrazów o charak-
terze si ly. Sa̧ to tzw. si ly bezw ladności, o naturze różnej od natury si l
dzia laja̧cych. Wyraz z przyspieszeniem translacyjnym jest odpowiedzialny
za efekty doświadczane na przyk lad w przyspieszaja̧ej windzie lub pojeździe.
Ostatni wyraz jest si la̧ odśrodkowa̧ - ma wartość taka̧ jak si la dośrodkowa,
przeciwny znak i pojawia siȩ w innymu k ladzie odniesienia niż si la dośrodkowa.
Wyraz −2m~ω × v′ znany jest jako si la Coriolisa. Na Ziemi pojawia siȩ na
przyk lad w doświadczeniu z wahad lem Foucaulta (zmiana p laszczyzny drgań
wahad la), a w wiȩkszej skali powoduje spychanie i wirowanie mas wody
i powietrza. W uk ladzie zwia̧zanym z Ziemia̧ nie obserwujemy jej ruchu
wirowego, ale z efektów si l bezw ladności możemy o tym ruchu wnosić.

Problem dobrze ilustruje zadanie z I pracowni. Na wiruja̧cej tarczy zna-
jduje siȩ miniaturowa armatka, a pocisk wpada do przegródki na obwodzie
tarczy. Gdy tarcza wiruje, pocisk nie wpada do przegódki naprzeciw wylotu
armatki. W uk ladzie laboratoryjnym t lumaczy siȩ to faktem, że w czasie lotu
pocisku tarcza sice obróci la, w uk ladzie tarczy należy powiedzieć, że dzia la
si la bezw ladności - Coriolisa.

2.2 Zasada zachowania pȩdu

Pȩd punktu materialnego definiuje siȩ jako iloczyn masy i prȩdkości p = mv.
Równania Newtoma można wiȩc zapisać jako

dp

dt
= F, (33)

lub po sca lkowaniu

p(t1)− p(t0) =
∫ t1

t0
Fdt. (34)

Zmiana pȩdu w czasie jest wiȩc równa tzw. popȩdowi czyli ca lce z si ly po
czasie. Jeśli si la jest równa zeru, pȩd jest zachowany, czyli jest sta la̧ ruchu
(ca lka̧ ruchu).

2.3 Zasada zachowania momentu pȩdu

Moment pȩdu punktu materialanego zdefiniowany jest jako iloczyn wek-
torowy

J = r× p. (35)
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Z równania Newtona wynika, ż

dJ

dt
= ṙ×mṙ + r× F = r× F ≡ D, (36)

gdzie D jest momentem si ly. Jeśli moment si ly jest równy zeru, moment pȩdu
jest zachowany (jest sta la̧ ruchu czyli ca lka̧ ruchu). Zachowanie momentu
pȩdu oznacza, że ruch jest p laski, bo zarówno wektor po lożenia r, jak i jego
przyrost ṙdt sa̧ prostopad le do sta lego kierunku J. Jeśli si la dzia la wzd luż
kierunku wektora wodza̧cego r, moment si ly zeruje siȩ i moment pȩdu jest
zachowany.

2.4 Zasada zachowania energii

Równanie Newtona pomnóżmy obustronnie przez prȩdkość ṙ

dmṙ

dt
ṙ = Fṙ. (37)

lub inaczej
d

dt

mṙ2

2
= Fṙ. (38)

Wielkość T ≡ mṙ2

2
nazywa siȩ energia̧ kinetyczna̧. Sca lkowanie ostatnego

równania po czasie daje

T (t1)− T (t0) =
∫ t1

t0
F(r, ṙ, t)ṙdt. (39)

Ograniczmy siȩ chwilowo do si l zależnych tylko od po lożenia. Wtedy ca lkȩ
po prawej stronie można napisać jako∫ t1

t0
F(r)ṙdt =

∫
C

F(r)dr, (40)

gdzie C jest trajektoria̧ punktu materialnego o pocza̧tku w punkcie P0 = r(t0)
i końcu w punkcie P1 = r(t1). Ca lkȩ tȩ nazywamy praca̧. Tak wiȩc

T (t1)− T (t0) =
∫
C

F(r)dr. (41)

Przyrost energii kinetycznej jest wiȩc równy pracy wykonanej na punkcie
materialnym przez si lȩ F.
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Istnieje klasa si l potencjalnych, tzn. takich, że istnieje jednoznaczna
funkcja V (r, t) zwana potencja lem, taka że

F = −∇V ≡ −(
∂V

∂x
i +

∂V

∂y
j +

∂V

∂z
k). (42)

Jeśli dodatkowo V nie zależy od czasu, si lȩ nazywamy zachowawcza̧. Wtedy

T (t1)− T (t0) =
∫
C

F(r)dr = −
∫
C
∇Vdr = −V(r(t1)) + V(r(t0)). (43)

Oznacza to, że V jest energia̧ potencjalna̧, a energia ca lkowita T+V jest sta la̧
(ca lka̧) ruchu. Praca zależy jedynie od punktu pocza̧tkowego i końcowego,
nie zależy natomiast od szczegó lów trajektorii. Jeśli C1 i C2 sa̧ dwiema
dowolnymi trajektoriami  la̧cza̧cymi punkty P0 = r0 i P1 = r1 i∫

C1

Fdr =
∫
C2

Fdr, (44)

to ∫
C1

Fdr +
∫
−C2

Fdr =
∮
C

Fdr = 0, (45)

gdzie −C2 jest krzywa̧ zorientowna̧ od P1 do P0, a C jest krzywa̧ zamkniȩta̧.
Dla si l zachowawczych istnienie potencja lu w obszarze jednospójnym (czyli
takim, że każda krzywa daje siȩ ścia̧gna̧ć do punktu) jest równoznaczne
z niezależnościa̧ pracy od wyboru trajektorii  la̧cza̧cej punkt pocza̧tkowy z
końcowym oraz z zerowaniem siȩ pracy po obwodzie zamkniȩtym.

Weźmy dowolna̧ krzywa̧ zamkniȩta̧ C w obszarze jednospójnym. Z twierdzenia
Stokesa o zamianie ca lki krzywoliniowej po obwodzie zamkniȩtym na ca lkȩ
powierzchniowa̧ ∮

C
Fdr =

∫
S
∇× FdS, (46)

gdzie S jest dowolna̧ powierzchnia̧ rozpiȩta̧ na krzywej C, wynika, że warunk-
iem koniecznym i dostatecznym istnienia potencja lu jest zerowanie siȩ rotacji
pola si l w tym obszarze (przy za lożeniu dostatecznej regularności funkcji
F(r). ). Potencja l można wyznaczyć jako

V (r) = −
∫ P=r

C′
Fdr, (47)

gdzie C ′ jest dowolna̧ krzywa̧  la̧cza̧ca̧ dowolnie wybrany punkr Q z P = r.
Potencja l jest wiȩc określony z dok ladnościa̧ do dowolnej sta lej addytywnej.
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