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1 Mechanika punktu materialnego

Mechanika klasyczna opisuje ciala fizyczne w czterowymiarowej czasoprzestrzeni
Galileusza; punkt w czasoprzestrzeni jest zdarzeniem. Zdarzenie opisane
jest jedna wspdhrzedna czasowa t i trzema wspolrzednymi przestrzennymi
r = (z,y, z). Dla dwéch zdarzen rownoczesnych okreslona jest ich odleglosé
przestrzenna dana metryka przestrzeni euklidesowej |r; — ro|. Dla dwdéch



zdarzen nieréwnoczesnych nie mozna okresli¢ ich odleglosci przestrzenne;.
Moéwi sie, ze czas jest absolutny, lecz przestrzen jest wzgledna. W dawnej
fizyce Arystotelesa przestrzenn byta traktowana jako absolutna. W teorii
wzglednosci czas traci absolutny charakter, a odleglosé¢ miedzy zdarzeniami
(a raczej pseudoodlegtosé) definiowana jest inaczej.

Punkt materialny jest modelem czastki bez struktury wewnetrznej, o
zaniedbywalnie matych (w granicy nieskoniczenie matych) rozmiarach. Opisuje
sie go podajac jego mase (o czym nizej) oraz polozenie dane przez wek-
tor r w kazdej chwili ¢. Niech dany jest kartezjanski prawoskretny uklad
wspéhrzednych o ortonormalnych wektorach jednostkowych (i,j, k), (i* =
?=k*=1,ij = jk = ki = 0, i x j = k z cyklicznym przestawieniem).
W kilku przypadkach stosowane beda oznaczenia (e;.eq, €3) zamiast (i, j, k)
i (1,9, 23) zamiast (x,y,z). Czasem zamiast pogrubienia wektor bedzie
oznaczany strzatka.

Wektor r mozna rozlozy¢ jako

r = zi+yj + 2k, (1)

co mozna zapisa¢ krotko r = (z,y, z). Dhugo$¢ wektora r wynosi r = |r|.
Definiuje si¢ predkosc¢ i przyspieszenie jako pochodne wzgledem czasu ¢

dr  dr, dy, dz
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Pochodna wzgledem czasu czesto oznaczana bedzie kropka nad symbolem
wielkosci rézniczkowanej. Krzywa r(t) = jest torem (trajektorig) punktu
materialnego.

Wprowadzmy element dtugosci elementu trajektorii ds = |dr|. Wektor
jednostkowy t = % jest styczny do toru (uwaga na zbiezno$¢ tradycyjnych
oznaczen czasu t i wektora stycznego t). Predkosé mozna zapisaé jako

_dr drds
— =t 3
Tdt T dsdt 3)
jest wiec styczna do toru.

Przyspieszenie zawiera zaréwno skltadowa styczna jak i prostopadta (nor-
malng) do toru

a= Loy @0 00, _pdo dbds_dvpdt (4)
7R T at " lasar  tar TV s
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Poniewaz t? = 1, tdt = 0. Przyrost dt wektora t jest wiec prostopadly do
t. Istnieje zatem jednostowy wektor n prostopadly do t; oba wyznaczaja
plaszczyzne $cisle styczna do toru (istnieje jeszcze trzeci wektor jednostkowy,

prostopadly do tych dwdch). Mozna wiec napisaé, ze % = %n, gdzie % jest
tu wspolezynnikiem. Rozktad przyspieszenia przybiera wiec postaé
dv 1
a=t— +v’-n, 5

gdzie sktadniki reprezentuja odpowiednio sktadowa styczna i normalna.

Aby zrozumie¢ sens wspoélczynnika p rozwazmy ruch po okregu o promie-
niu r w plaszczyznie (zy). Wektor jednostkowy n = I w kierunku wektora
wodzacego r ma sktadowe (cos ¢, sin ¢, 0), gdzie ¢ jest katem obrotu liczonym
od osi z. Wektor styczny do toru w kierunku dodatnich katéw ma postac
(—sin ¢, cos ¢, 0).

Pochodna % ma postac

32 = (—Cosgbjf,—sinqﬁjlfﬁ) :—in, (6)

gdzie skorzystano z relacji ds = rd¢. Parametr p ma wigc sens promienia
krzywizny toru (z doktadnoscia do znaku), a samo przyspieszenie ma sktadowa
dosrodkowa.

1.1 Zmiana ukladu odniesienia

Rozwazmy dwa ukltady odniesienia: U o poczatku w punkcie O i U’ o poczatku
w O'. Wektor taczacy Oi O' oznaczmy przez rg. Polozenie punktu material-
nego w poszczegolnych uktadach dane jest wektorami r i r’. Zachodzi

r=ro+r. (7)

Dowolny wektor b’ mozna rozlozy¢ w bazie ortonarmalnej €], ehel jako

3

b = bel. (8)

k=1
Roézniczkowanie tego wektora wzgledem czasu musi uwzglednia¢ zmiennosé
zaréwno wspotrzednych jak i wektoréw jednostkowych

d 5. db, 5., de]
—b' =Y e b, —X. 9
dt ,;dtekJr,;’“dt ©)
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. . / v,
Pierwsza sume oznaczymy jako %b’ =%, ey Aby zbada¢ Wyrazenla w

drugiej sumi, zrézniczkujmy relacje ortonormalnosci wektoréw ej

d d de] , del,
= —0ps = 0= —"el 10
7% = g at & ey (10)
Pochodne wektoréw jednostkowych mozna rozitozy¢ w ich bazie jako
de} 3
=) e (11)
dt =Y

Zastosowanie tej relacji w poprzedniej daje, po skorzystaniu z ortonormalnosci
wektorow e

de] de
k ./ / s
e, + (S = Qs + Qs = 0. (12)
dt ® dt
Wynika stad, ze «j; = 0. WprowadZmy oznaczenia ajp = —ag = wj,
_ _ / _ _ /
Qo3 = —Q33 = W, (31 = —Q13 = Wa.

Przyczynek do pochodnej wektora b’ daje sie zapisaé jako

dek 3 3
/ / /
Zbk dt Zka% i = (13)
k=1 j=1
el(—wéb'z + whby) + ey (—wibs + wiby) + eg(—wyby + wiby) =& x b,
Pochodna wektora b’ ma wiec postaé

;ib Z;tb/ x b, (14)

Transformacja predkosci ma zatem postac

dr  drg L9 dr'  drg N dr’ Lo V4 E x (15)
=00 04 r = v, r,
G- ata T T T = VetV A

dro

A%

gdzie vy, = jest predkoscia ruchu translacyjnego uktadu U’ wzgledem U,
a v’ jest pr@dkoscu; rozwazanego punktu materialnego w uktadzie U’.

Zrézniczkowanie relacji transformceyjnej dla predkosci prowadzi do formuty
transformacyjnej dla przyspieszenia

_dv_dv, 4V d
Tdt dt odt dt

avd de dr’
ar+—+u_5><v'—|——><r'—l—u7>< — +dxr)=
T dt dt (dt )
/ - / dw / - - /
a +a +20xv +$><r—|—w><(w><r).

(0 xr) = (16)



Wektor & ma sens predkosci katowej, co mozna wykaza¢ nastepujaco. Niech
& ma tylko niezerowa sktadowa 2. Oznaczmy wdt = do, gdzie do jest wek-
torem skierowanym wzdhuz osi 2’; ma trzecia sktadowa da. Przyrost wektora
r’ w czasie dt wynosi dr’ = da x r'. Wektor r’ ulegt wiec zmianie

x —y'da
v'+dr'=| ¢ |+ | 2do | = (17)
Z' 0
0 -1 0 x’
{(I+da| 1 0 0} v |, (18)
0 0 O 2z

gdzie I jest macierza jednostkowa. Wezmy teraz a o skoniczonej wartosci i
wykonajmy N transformacji, z ktérych kazda odpowiada wartosci 5. Otrzy-
mamy

o [0 10 ' 0 -1 0
r’+dr’={1+ﬁ 1 0 0™l 49 | —=Nvoswexpla|l 1 0 0]}
0 0 0 2 0 0 0

Eksponent macierzy w powyzszej formule tatwo jest obliczy¢, jesli zauwazy¢,
ze macierz w potedze 0 jest macierza jednostkowa I, macierz w potedze

100
parzystej 2n jest macierza | 0 1 0 | pomnozona przez (—1)", a w potedze
000
nieparzystej 2n — 1 jest macierza wyj$ciowa pomnozona przez (—1)"!
0 -1 0 o o [0 =1 0\"
exp{a[ 1 0 O :I+Z—| 1 0 0| =
0 0 0 =10 00
0 0 s om 100 oo 2n-1 0
Lo+ S om0t 0|+ (|1
0 1 o= (2n)! 00 0 2= (2n = 1) 0

sinaw cosa O

1
0
0
cosa —sina 0
0 0 1

Otrzymano macierz obrotu wokét osi z o kat a = wt. W ogdlnosci wektor @&
zmienia w czasie kierunek i wartosc.

-1
0
0

(19)

0

(20)



Wyraz & X (JXr') ma sens przyspieszenia dosrodkowego i mozna przepisaé
go jako
G x (@ xr)=a@r) —wr = —w’r'y, (21)
gdzie 1’| jest skladowa wektora r’ prostopadta do osi obrotu w.
Warto zwréci¢ uwage na réwnosé pochodnych wektora & w obu uktadach
Ao d'& d'e

= O X D= —.
dt

= _27 22
dt dt (22)

2 Zasady dynamiki

Zasady dynamiki w programie szkoly $redniej podawane sa niescisle.

Pierwsza zasada Newtona to postulat istnienia ukladu inercjalnego, to
jest takiego, w ktorym jesli cialo nie jest poddane zadnemu oddzialywaniu,
porusza sie ruchem jednostajnym ( w szczegélnosci moze spoczywad).
Uktad inercjalny jest idealnym modelem: nie potrafimy wskazaé takiego
ukladu, natomiast istniejace uktady moga by¢ w dobrym przyblizeniu inerc-
jalne dla okreslonych procesow. Na przyktad uklad zwiazany z Ziemia moze
by¢é w dobrym przyblizeniu inercjalny w zyciu codziennym, ale z powodu
ruchu wirowego Ziemi nie jest inercjalny, gdy bada si¢ ruch mas powietrza
lub pradéw morskich.

Jesdli uktad U jest inercjalny, to uklad U’ jest inercjalny wtedy i tylko
wtedy, gdy porusza sie ruchem jednostajnym wzgledem U. Dowdd wynika z
wzoru na transformacje przypspieszen.

Mianowicie jesli uktad U’ porusza sie jednostajnie wzgledem U, to ag, = 0
i =0. Wtedy gdy a =0, toa’ = 0.

Odwrotnie, zalézmy, ze a = a’ = 0 dla dowolnego ruchu w U’. Dla ruchu
polegajacego na spoczynku w poczatku O, tzn. r'(t) = 0, otrzymujemy
a; = 0. Dla ruchu polegajacego na spoczynku na osi 2, tzn. ' = (xy,0,0)
otrzymujemy po wykonaniu iloczynéw wektorowych

T {1 (s — w2) 4+ (G + wariny) + K~y +wpwa)} =0, (23)
skad wnosimy w szczegélnosci, ze wy = w, = 0. Podobnie przyjmujac
spoczynek na osi y' otrzymamy, ze w, = wy = 0. Zatem predkosé katowa
w=0.

Wniosek jest taki, ze

vV =vy +V, (24)
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oraz po scatkowaniu
r=v,(t—ty) +r. (25)

Ta ostatnia relacja znana jest jako transformacja Galileusza; opisuje ona
przejscie od jednego uktadu inercjalnego do drugiego takiego uktadu.
Druga zasada dynamiki wymaga szerszego komentarza. Relacja

ma=F (26)

jest prawdziwa w ukladzie inercjalnym, ale zawiera dwie dotad niezdefin-
iowane wielkosci. Trzeba odnies¢ sie do doswiadczenia. Niech grupa punktow
materialnych numerowanych indeksem ¢ poddana zostanie oddzialywaniu z

tym samym urzadzeniem przyspieszajacym; i—ty obiekt doswiadczyl przyspieszenia
a;. Istnieja wspolczynniki m;, takie ze

mia; = Molg = ...MpaAn = ... . (27)

Mozna takie postepowanie powtdrzy¢ z innymi urzadzeniami przyspieszajacymi.
Okazuje sie, ze mozna dobraé te same wspdtezynniki m; dla ciala ¢, niezaleznie

od urzadzenia przyspieszajacego. To pozwala przypisa¢ ¢ — temu punktowi
materialnemu parametr m;, zwany masa bezwtadna, niezalezny od doswiadczenia,
jakiemu go poddano, Urzadzeniu przyspieszajacemu mozna przypisac¢ wielkosé

F = m;a;, niezalezna od ciala i, zwana sila. Dopiero po takim komentarzu
mozna napisa¢ wzér F = ma.

Obowiazuje zasada niezaleznosci sit: jesli na punkt materialny dziala
wiecej sil, to porusza sie on tak, jakby dziatata jedna sita, wypadkowa wszys-
tkich sil. Jest to fakt empiryczny.

W fizyce nierelatywistycznej masa grawitacyjna pojawia si¢ takze w prawie
powszchnej ciazenia. Dwa punkty materialne o masach m, i my przyciagaja
si¢ z sita

Gm1m2 r

F=-— , (28)

r2 r
gdzie r jest wektorem laczacym punkty 1 i 2, a G jest stala grawitacji.
Réwnos$é masy bezwladnej i masy grawitacyjnej jest w fizyce nierelatywisty-
cznej faktem doswiadczalnym. Teoretyczne uzadadnienie tej réwnosci po-
jawia sie na poziomie ogolnej teorii wzglednosci.

Sita F dzialajaca na punkt materialny moze zaleze¢, jak wynika z do$wiadczenia,
od jego polozenia r, predkosci r i czasu

F =F(r it (29)
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Dla ruchu (Newtona) w jednym wymiarze réwnanie ruchu
2
mcailtf = F(z,a,t) (30)
jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, drugiego rzedu na funkcje x =
x(t). Rozwiazanie ogdlne zawiera dwie state. Z warunkéw brzegowych, na-
jezesciej poczatkowych: x(tg) = o, ©(ty) = vo Wyznacza sie te stale, otrzy-
mujac rozwiazanie szczegolne.
Odpowiednio w trzech wymiarach réwnanie ruchu (Newtona)
2y
mflt? =F(r,1,1), (31)
jest ukladem trzech sprzezonych rownan rézniczkowych zwyczajnych na funkcje
r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) Rozwiazanie ogdlne zawiera 6 statych. Wyznacza si¢
je z 6 warunkow poczatkowych: r(ty) = ro, r(ty) = Vvo.

W teorii rownan rézniczkowych dowodzi sie, ze przy pewnych zalozeniach
dotyczacych regularnosci funkcji F, dla ustalonych warunkow poczatkowych
rozwiazanie istnieje i jest jednoznaczne. Dotyczy to takze uktadéw punktow
materialnych, o czym pdzniej. Oznacza to, ze uklad punkt 6w material-
nych pod wpltywem danej przyczyny (zespotu sil) przy danych warunkach
poczatkowych porusza sie w zdeterminowamy sposéb.

W pewnym okresie historycznym stwarzalo to pokuse myslenia o swiecie
jak o puszczonej w ruch maszynie poruszjacej sie w zdeterminowany sposob.
Jest to idea wielokrotnie sfalsyfikowana, nie tylko dlatego, ze prawa mechaniki
klasycznej nie wystarczaja do opisu swiata. Okazuje sie takze na poziomie
mechaniki klasyczej, ze przewidywanie zachowania ukladu mechanicznego w
przysztoéci wymagaloby znajomosci warunkow poczatkowych z nieskoniczona
doktadnoscia. Na ogét dwa uklady startujace z nieznacznie rézniacych sie
warunkéw poczatkowych po niedlugim czasie zachowuja sie jakosciowo zupetnie
inaczej; jest to tak zwany chaos deterministyczny.

2.1 Roéwnanie Newtona w ukladzie nieinercjalnym

Réwnanie Newtona mozna napisa¢ w uktadzie nieinercjalnym pod warunkiem
uwzglednienia modyfikacji. Z réwnania w ukladzie inercjalnym ma = F i z
relacji transformacyjnej dla przyspieszen wynika, ze
dd
ma' =F —may, — 2md x v/ —m— X1’ — md x (J x r'). (32)

dt



Modyfikacja polega wiec na pojawieniu sie dodatkowych wyrazéw o charak-
terze sily. Sa to tzw. sily bezwladnosci, o naturze réznej od natury sit
dziatajacych. Wyraz z przyspieszeniem translacyjnym jest odpowiedzialny
za efekty dos$wiadczane na przyktad w przyspieszajaej windzie lub pojezdzie.
Ostatni wyraz jest sita odsrodkowa - ma wartos¢ taka jak sita do$rodkowa,
przeciwny znak i pojawia sie w innymu kladzie odniesienia niz sita dosrodkowa.
Wyraz —2md x v’ znany jest jako sita Coriolisa. Na Ziemi pojawia sie na
przyktad w doswiadczeniu z wahadtem Foucaulta (zmiana plaszczyzny drgan
wahadla), a w wigkszej skali powoduje spychanie i wirowanie mas wody
i powietrza. W uktadzie zwiazanym z Ziemia nie obserwujemy jej ruchu
wirowego, ale z efektow sit bezwladnos$ci mozemy o tym ruchu wnosic.

Problem dobrze ilustruje zadanie z I pracowni. Na wirujacej tarczy zna-
jduje sie miniaturowa armatka, a pocisk wpada do przegrédki na obwodzie
tarczy. Gdy tarcza wiruje, pocisk nie wpada do przegdodki naprzeciw wylotu
armatki. W uktadzie laboratoryjnym ttumaczy sie to faktem, ze w czasie lotu
pocisku tarcza sice obrécita, w uktadzie tarczy nalezy powiedzie¢, ze dziala
sita bezwladnosci - Coriolisa.

2.2 Zasada zachowania pedu

Ped punktu materialnego definiuje si¢ jako iloczyn masy i predkosci p = mv.
Réwnania Newtoma mozna wiec zapisa¢ jako

dp
— =F
¥ (3)
lub po scatkowaniu
t1
p(t1) —p(to) = | Fdt. (34)

to
Zmiana pedu w czasie jest wiec réwna tzw. popedowi czyli calce z sity po
czasie. Jesli sila jest rowna zeru, ped jest zachowany, czyli jest stala ruchu
(calka ruchu).

2.3 Zasada zachowania momentu pedu

Moment pedu punktu materialanego zdefiniowany jest jako iloczyn wek-

torowy
J=rxp. (35)
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Z réwnania Newtona wynika, z

Cfig:i'xmi'%—er:erED, (36)
gdzie D jest momentem sity. Jesli moment sily jest réwny zeru, moment pedu
jest zachowany (jest stala ruchu czyli catka ruchu). Zachowanie momentu
pedu oznacza, ze ruch jest plaski, bo zaréwno wektor potozenia r, jak i jego
przyrost rdt sa prostopadie do statego kierunku J. Jedli sita dziata wzdluz
kierunku wektora wodzacego r, moment silty zeruje sie i moment pedu jest
zachowany.

2.4 Zasada zachowania energii

Roéwnanie Newtona pomnézmy obustronnie przez predkosé r

d;’zrr = Fi. (37)
lub inaczej

d mr?

4Ty

= 5 r (38)

Wielkos¢ T = mzfz nazywa sie energia kinetyczna. Scatkowanie ostatnego

rownania po czasie daje
t1
T(t) — T(to) = / F(r, i, t)idt. (39)
to

Ograniczmy sie chwilowo do sit zaleznych tylko od polozenia. Wtedy catke
po prawej stronie mozna napisaé jako

/t :1 F(r)idt = [3 F(r)dr, (40)

gdzie C jest trajektorig punktu materialnego o poczatku w punkcie Py = r(ty)
i konicu w punkcie P; = r(t;). Calke te nazywamy praca. Tak wiec

T(t) — T(t) = /C F(r)dr. (41)

Przyrost energii kinetycznej jest wiec rowny pracy wykonanej na punkcie
materialnym przez sit¢ F.
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Istnieje klasa sit potencjalnych, tzn. takich, ze istnieje jednoznaczna
funkcja V(r,t) zwana potencjalem, taka ze
v, (9\/ 8V

Jesli dodatkowo V nie zalezy od czasu, sil@ nazywamy zachowawcza. Wtedy

T(t) — T(to) = /C F(r)dr = — /C VVdr = —V(r(ty)) + V(r(to)). (43)

Oznacza to, ze V jest energia potencjalna, a energia catkowita T4V jest stala
(calkg) ruchu. Praca zalezy jedynie od punktu poczatkowego i koricowego,
nie zalezy natomiast od szczegdtéw trajektorii. Jesli Cy i Cs sa dwiema
dowolnymi trajektoriami taczacymi punkty Py =rgi P, =1y i

Fdr = | Fdr, (44)
ol Co

to

[ Far [ Far= ]é Fdr = 0, (45)

gdzie —CY jest krzywa zorientown@ od P, do Py, a C jest krzywa zamknieta.

Dla sit zachowawczych istnienie potencjalu w obszarze jednospdjnym (czyli
takim, ze kazda krzywa daje sie $ciagna¢ do punktu) jest réwnoznaczne

z niezaleznoscia pracy od wyboru trajektorii laczacej punkt poczatkowy z
koncowym oraz z zerowaniem sie pracy po obwodzie zamknietym.

Wezmy dowolna krzywa zamknieta C' w obszarze jednospéjnym. Z twierdzenia

Stokesa o zamianie catki krzywoliniowej po obwodzie zamknietym na catke
powierzchniowa

fc Fdr = /S V x FdS, (46)

gdzie S jest dowolna powierzchnia rozpieta na krzywej C', wynika, ze warunk-
iem koniecznym i dostatecznym istnienia potencjatu jest zerowanie si¢ rotacji
pola sit w tym obszarze (przy zalozeniu dostatecznej regularnosci funkeji
F(r). ). Potencjal mozna wyznaczy¢ jako

V()= — / ", (47)

/

gdzie C' jest dowolna krzywa laczaca dowolnie wybrany punkr Q z P = r.
Potencjal jest wiec okreslony z dokladnoscia do dowolnej statej addytywne;j.
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