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Typy układów sterowania 
Układ otwarty 

Sterowanie w układzie otwartym (ręczne lub automatyczne) polega na takim nastawieniu 
wielkości wejściowej, aby znając charakterystykę obiektu i przewidując możliwość działania nań 
zakłóceń, otrzymać na wyjściu pożądaną wartość. Ponieważ nie istnieje możliwość tłumienia 
nieznanych zakłóceń oraz osiągnięcie wartości zadanej nie może być zweryfikowane, układ 
otwarty stosowany jest w przypadku prostych obiektów, dla których znany jest dokładny model 
matematyczny. W przypadku znanej wartości zakłócenia (np. temperatury na zewnątrz budynku, 
w którym znajduje się kocioł centralnego ogrzewania) układ otwarty może być użyty do jego 
kompensacji. 
 
Podstawową wadą takiego rodzaju sterowania jest wpływ dynamiki układu na wartość 
wyjściową. W porównaniu do układu regulacji układ otwarty jest bardziej czuły na zmiany 
wzmocnienia statycznego w układzie. 



Typy układów sterowania 
Układ zamknięty - Regulator ze sprzężeniem zwrotnym 

Układ zamknięty (ang. closed-loop system) – 
układ sterowania, w którym przebieg sygnału 
następuje w dwóch kierunkach. Od wejścia do 
wyjścia przebiega sygnał realizujący wzajemne 
oddziaływanie elementów, natomiast od 
wyjścia do wejścia przebiega sygnał sprzężenia 
zwrotnego. 

Sterowanie w układzie zamkniętym (ręczne lub automatyczne) różni się od sterowania w 
układzie otwartym tym, że człowiek lub regulator otrzymują dodatkowo poprzez sprzężenie 
zwrotne informacje o stanie wielkości wyjściowej (lub o stanie obiektu). Informacja ta 
(odczytana z miernika lub podana w postaci np. napięcia do regulatora) jest używana do 
korygowania nastaw wielkości wejściowej. 



Regulator liniowo-kwadratowy 
Regulator liniowo-kwadratowy jest regulatorem ze 
sprzężeniem zwrotnym, który określa rozwiązanie dla tzw. 
problemu LQ – to jest dla przypadku, w którym układ 
dynamiczny został opisany przez układ liniowych równań 
różniczkowych, a koszt (który ma być zminimalizowany 
zgodnie z zasadami teorii sterowania optymalnego) opisany 
jest funkcjonałem kwadratowym. Regulator liniowo-
kwadratowy stanowi istotną część w rozwiązaniu dla 
problemu LQG (ang. Linear-quadratic-Gaussian). Zarówno 
regulator liniowo-kwadratowy (LQR) jak i problem LQG 
zaliczają się do fundamentalnych zagadnień w teorii 
sterowania. 



Regulator liniowo-kwadratowy 
Poglądowo rzecz ujmując w regulacji liniowo-kwadratowej 
chodzi o określanie nastaw regulatora sterującego np. 
maszyną lub procesem z wykorzystaniem algorytmu 
matematycznego, który minimalizuje funkcję kosztów. 
Parametrami tej funkcji są wagi podane przez inżyniera. Koszt 
(w istocie jego funkcja) jest najczęściej zdefiniowana jako 
suma pomierzonych odchyłek od wartości zadanych. Algorytm 
znajduje więc takie nastawy regulatora, które minimalizują 
niepożądane odchyłki pomiarów (np. temperatury, wysokości 
itp.) Czasami w powyższej sumie ujmuje się też samą wielkość 
związaną z działaniem sterującym tak by energia zużyta na 
działanie sterujące była jak najmniejsza. 



Regulator liniowo-kwadratowy 
Taki regulator wyręcza więc inżyniera w żmudnej pracy związanej z 
optymalizacją regulacji. Jednak inżynier i tak musi wyspecyfikować wagi i 
sprawdzić jakie efekty dało ich zastosowanie w praktyce (często takie 
działanie przybiera charakter iteracyjny gdyż specyfikacje i sprawdzenia 
trzeba powtarzać do czasu osiągnięcia zadowalających wyników). 
 
Algorytm regulatora liniowo-kwadratowego jest w istocie 
zautomatyzowaną metodą doboru regulatora ze sprzężeniem zwrotnym 
opisanego zmiennymi stanu. Konieczność specyfikacji wag stanowi 
znaczną niedogodność w tej metodzie. Często inżynierowie preferują 
alternatywne metody takiego doboru (np. poprzez określanie położenia 
biegunów), które dają im lepszy wgląd w powiązanie pomiędzy zmianą 
parametrów a zmianami w obserwowanym systemie. 



Zagadnienie 



Regulator liniowo-kwadratowy 
w czasie ciągłym ze skończonym 

horyzontem 



Metoda przez funkcjonał Hamiltona 

1 

2 

3 



Rozwiązanie 



Warunki transwersalności 
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Przekształcenie 
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 Równanie różniczkowe Riccatiego  

Jacopo Francesco 
Riccati (ur. 28 maja 
1676 w Wenecji - zm. 
15 kwietnia 1754 w 
Treviso) był włoskim 
matematykiem, 
znanym jako twórca 
równania 
różniczkowego 
Riccatiego. 

gdzie p, q, r są funkcjami ciągłymi, określonymi na pewnym 
ustalonym przedziale (a, b). 

Równanie różniczkowe Riccatiego macierzowe  

Warunki graniczne 



Właściwości macierzy współczynników 

Jest macierzą symetryczną 

ponieważ  są macierzami symetrycznymi 

równoważne 



Algorytm 



Schemat sterowania 



Regulator liniowo-kwadratowy 
w czasie ciągłym ze skończonym 

horyzontem 



Przykład 



Algorytm 



Przykład (kontynuacja) 



Przykład (kontynuacja) 

S = dsolve('Dp11 =  4*p12*p12+4*p12-2', 'Dp12 = -p12-p11+2*p22+4*p12*p22-3','Dp22 = -
2*p12-2*p22+4*p22*p22-5', 'p11(5)=1', 'p12(5)=0.5','p22(5)=2') 
Warning: Explicit solution could not be found.  
> In dsolve at 102 
  
S = 
  
[ empty sym ] 
  
>>  

S = dsolve('Dp11 =  4*p12*p12+4*p12-2', 
'Dp12 = -p12-p11+2*p22+4*p12*p22-3','Dp22 
= -2*p22-2*p12+4*p22*p22-5', 'p11(5)=1', 
'p12(5)=0.5','p22(5)=2') 

c:\Sasza\UMK\Nauka\OURA\WykladySokolov\w5MatLab\AlgRic.m 



Algorytm całkowania wstecznego 

całkowanie wsteczne całkowanie w kierunku prostym 

tf tf 
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Algorytm całkowania wstecznego 

function u=riccati(t,p) 
 u=[4*p(2)^2+4*p(2)-2;… 
-p(1)-p(2)+2*p(3)+4*p(2)*p(3)-3;… 
-2*p(2)-2*p(3)+4*p(3)^2-5]; 

[t,p]=ode45(@riccati,[5 0],[1 0.5 2]); 
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całkowanie wsteczne całkowanie bezpośrednie 

Czas wstecz 

tf tf 

c:\Sasza\UMK\Nauka\OURA\WykladySokolov\
w5MatLab\riccati.m 



Realizacja w MatLabie 
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LQR w czasie ciągłym ze skończonym 
horyzontem. Podsumowanie 
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Rozwiązanie 
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Rozwiązanie 
>> dsolve('Dp=p^2-1') 
  
ans = 
  
                                              1 
                                             -1 
 -(exp(2*C41 + 2*t) + 1)/(exp(2*C41 + 2*t) - 1) 

C41=***************** 
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Rozwiązanie 
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>> dsolve('Dx= -(exp(-log(3)-4 + 2*t) + 1)/(-exp(log(3)-4 + 2*t) - 1)*x') 
  
ans =(C4*exp(t))/(exp(2*t) - 3*exp(4)) 

(0) 5x 



c:\Sasza\UMK\Nauka\OURA\WykladySokolov\
w5MatLab\Zw3new.mdl 
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Regulator liniowo-kwadratowy 
w czasie ciągłym z nieskończonym 

horyzontem 

ponieważ  

0 



Algebraiczne równanie Riccatiego 

lub 

Można zlekceważyć 



Współczynnik Kalmana  

Rudolf Emil Kalman 
(ur. 19 maja 1930 w 
Budapeszcie, 
Węgry) – 
amerykański 
inżynier elektryk 
pochodzenia 
węgierskiego. 

Wszystkie wartości własne G są z ujemną częścią rzeczywistą 



Schemat systemu sterującego 

 



Przykład 

∞ 

Porównaj z poprzednim przykładem  



Rozwiązanie 



Równanie Riccatiego 



Obliczenia w MatLabie 
p=solve('4*p2^2+4*p2-2=0','-p1-p2+2*p3+4*p2*p3-3=0','-2*p2-2*p3+4*p3^2-5=0') 

>> p.p1 
  
ans = 
  
 8*((4*3^(1/2) + 17)^(1/2)/4 + 1/4)^3 - 6*((4*3^(1/2) + 17)^(1/2)/4 + 1/4)^2 - (7*(4*3^(1/2) + 
17)^(1/2))/4 - 9/4 
 (7*(4*3^(1/2) + 17)^(1/2))/4 - 6*((4*3^(1/2) + 17)^(1/2)/4 - 1/4)^2 - 8*((4*3^(1/2) + 
17)^(1/2)/4 - 1/4)^3 - 9/4 
 8*((17 - 4*3^(1/2))^(1/2)/4 + 1/4)^3 - 6*((17 - 4*3^(1/2))^(1/2)/4 + 1/4)^2 - (7*(17 - 
4*3^(1/2))^(1/2))/4 - 9/4 
 (7*(17 - 4*3^(1/2))^(1/2))/4 - 6*((17 - 4*3^(1/2))^(1/2)/4 - 1/4)^2 - 8*((17 - 4*3^(1/2))^(1/2)/4 
- 1/4)^3 - 9/4 



Obliczenia w MatLabie 
>> vpa(p.p1) 
  
ans = 
  
  1.7362899361005299209261007435819 
 -6.7362899361005299209261007435819 
 -5.2484263820035944560034513697534 
 0.24842638200359445600345136975337 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

>> vpa(p.p2) 
  
ans = 
  
 0.36602540378443864676372317075294 
 0.36602540378443864676372317075294 
 -1.3660254037844386467637231707529 
 -1.3660254037844386467637231707529 
  
>> vpa(p.p3) 
  
ans = 
  
   1.4729115674864717393523545076534 
 -0.97291156748647173935235450765344 
   1.0434023557488222360125233517089 
 -0.54340235574882223601252335170894 

VPA    Variable precision arithmetic.  



Sterowanie optymalne 



Realizacja w MatLabie 
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Symulacja 
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Funkcje specjalistyczne 



Funkcje MatLaba.  
Control System ToolBox 



Care 



Opis 



Przykład 



Funkcje MatLaba. 
Control System ToolBox 

 



LQR 



Opis 



LQR w czasie ciągłym z 
nieskończonym horyzontem 

Podsumowanie 



Równoważność systemu otwartego i 
systemu ze sprzężeniem zwrotnym  



System otwarty 

Warunek transwersalności 



System ze sprzężeniem zwrotnym 



Symulacja 



Dodatki 

 



LQR w czasie dyskretnym ze 
skończonym horyzontem. 

Podsumowanie 

Uwaga (notacja zwyczajowa) 



LQR w czasie dyskretnym z 
nieskończonym horyzontem. 

Podsumowanie 

Jedna z metod znalezienia rozwiązania tego 
równania polega na iteracji dynamicznego 
równania Riccatiego dla przypadku ze 
skończonym horyzontem tak długo aż osiągnie 
się zbieżność. 



Rozwiązanie równania Riccatiego 
Definicje 

Niech X będzie przestrzenią liniową, zaś  A oznacza 
przekształcenie liniowe tej przestrzeni w siebie. Jeśli dla 
pewnego niezerowego x przestrzeni spełniony jest warunek 

  Ax= λx 
dzie λ jest pewnym skalarem, to  x nazywa się wektorem 
własnym, a  λ nazywa się wartością własną 
przekształcenia T. 

Wszystkie wartości  
własne 

Macierz modalna, W11,W21 zawierają  
ujemne wartości własne 



 Przekształcenie liniowe  

Rozwiązanie 

lub 



Rozwiązanie równania Riccatiego 

gdzie 



Rozwiązanie równania Riccatiego 

gdzie 



Równania Riccatiego 



 


