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Typy uktadow sterowania

Uktad otwarty

Open-Loop u*(t) ()
Optimal Controller Plant f——

Sterowanie w ukfadzie otwartym (reczne lub automatyczne) polega na takim nastawieniu
wielkosci wejsciowej, aby znajgc charakterystyke obiektu i przewidujgc mozliwos¢ dziatania nan
zaktdcen, otrzymad na wyjsciu pozadang wartosc. Poniewaz nie istnieje mozliwos¢ ttumienia
nieznanych zaktdcen oraz osiggniecie wartosci zadanej nie moze by¢ zweryfikowane, uktad
otwarty stosowany jest w przypadku prostych obiektow, dla ktorych znany jest doktadny model
matematyczny. W przypadku znanej wartosci zaktdcenia (np. temperatury na zewnatrz budynku,
w ktdrym znajduje sie kociot centralnego ogrzewania) uktad otwarty moze byc¢ uzyty do jego
kompensac;ji.

Podstawowa wadg takiego rodzaju sterowania jest wptyw dynamiki uktadu na wartos¢
wyjsciowg. W poréwnaniu do uktadu regulacji uktad otwarty jest bardziej czuty na zmiany
wzmochienia statycznego w uktadzie.



Typy uktadow sterowania

Uktad zamkniety - Regulator ze sprzezeniem zwrotnym

u*{t)

. Plant

K=(t) "

Closed-Loop
I;Il:@lu?l Controller

Uktad zamkniety (ang. closed-loop system) —
uktad sterowania, w ktérym przebieg sygnatu
nastepuje w dwéch kierunkach. Od wejscia do
wyjscia przebiega sygnat realizujgcy wzajemne
oddziatywanie elementéw, natomiast od
wyjscia do wejscia przebiega sygnat sprzezenia
zZwrotnego.

Sterowanie w ukfadzie zamknietym (reczne lub automatyczne) rézni sie od sterowania w
uktadzie otwartym tym, ze cztowiek lub regulator otrzymujg dodatkowo poprzez sprzezenie
zwrotne informacje o stanie wielkosci wyjsciowej (lub o stanie obiektu). Informacja ta

(odczytana z miernika lub podana w postaci np. napiecia do regulatora) jest uzywana do
korygowania nastaw wielkosci wejsciowej.



Regulator liniowo-kwadratowy

Regulator liniowo-kwadratowy jest regulatorem ze
sprzezeniem zwrotnym, ktory okresla rozwigzanie dla tzw.
problemu LQ —to jest dla przypadku, w ktérym uktad
dynamiczny zostat opisany przez uktad liniowych rownan
rozniczkowych, a koszt (ktory ma by¢ zminimalizowany
zgodnie z zasadami teorii sterowania optymalnego) opisany
jest funkcjonatem kwadratowym. Regulator liniowo-

kwadratowy stanowi istotng czesS¢ w rozwigzaniu dla

prob
regu

emu LQG (ang. Linear-quadratic-Gaussian). Zarowno

ator liniowo-kwadratowy (LQR) jak i problem LQG

zaliczajg sie do fundamentalnych zagadnien w teorii
sterowania.



Regulator liniowo-kwadratowy

Poglgdowo rzecz ujmujgc w regulacji liniowo-kwadratowej
chodzi o okreslanie nastaw regulatora sterujgcego np.
maszyng lub procesem z wykorzystaniem algorytmu
matematycznego, ktéry minimalizuje funkcje kosztow.
Parametrami tej funkcji s wagi podane przez inzyniera. Koszt
(w istocie jego funkcja) jest najczesciej zdefiniowana jako
suma pomierzonych odchytek od wartosci zadanych. Algorytm
znajduje wiec takie nastawy regulatora, ktore minimalizuja
niepozadane odchytki pomiarow (np. temperatury, wysokosci
itp.) Czasami w powyzszej sumie ujmuje sie tez sama wielkos¢
ZWigzang z dziataniem sterujgcym tak by energia zuzyta na
dziatanie sterujgce byta jak najmniejsza.




Regulator liniowo-kwadratowy

Taki regulator wyrecza wiec inzyniera w zmudnej pracy zwigzanej z
optymalizacjg regulacji. Jednak inzynier i tak musi wyspecyfikowac wagi i
sprawdzi¢ jakie efekty dato ich zastosowanie w praktyce (czesto takie
dziatanie przybiera charakter iteracyjny gdyz specyfikacje i sprawdzenia
trzeba powtarza¢ do czasu osiggniecia zadowalajgcych wynikéw).

Algorytm regulatora liniowo-kwadratowego jest w istocie
zautomatyzowanqg metodq doboru regulatora ze sprzezeniem zwrotnym
opisanego zmiennymi stanu. Koniecznos$¢ specyfikacji wag stanowi
znaczng niedogodnos¢ w tej metodzie. Czesto inzynierowie preferujg
alternatywne metody takiego doboru (np. poprzez okreslanie potozenia
biegunow), ktore dajg im lepszy wglad w powigzanie pomiedzy zmiang
parametrow a zmianami w obserwowanym systemie.



Zagadnienie

X(t) = A(t)X(t) -+ B(t)ll(t) x = f(wx, u),
y(t) = C(t)x(t)

J(u(t)) - J(X_(to), u(t)a tD)
= - la(ty) — y(t0)) Flts) laty) — y(t)]
7 [0 - y0F QO 2(0) - y(@)] + W OR(@u()] d

T3
to \ |
e(t)



Regulator liniowo-kwadratowy
W czasie ciggtym ze skonnczonym

horyzontem
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) z(t) =0 e(t) = 0 — x(¢t)
x(t = tg) = Xp
J(u) = J(x(to), u(t), o)
= %x’(ff)F(tf)X(tf)
+% : X' (0)Q()x(t) + u'(t)R(t)u(t)] dt

- %x"(m (t7)x(ty)

1 , Q) O x(t
3, [ (t)“(t)][ [(I)R(t)} [u((t;]d




Metoda przez funkcjonat Hamiltona
x(t) = f(x(t), u(t),) |J = S(x(t), t) + Jif V(x(2), u(t), t)dt

1 X(t{l) = X0 X(tf) = Xf
H(x(t), u(t), A(t), 1) = V(x(t), u(t), ) + X ()F (x(t), u(t), 1
(&) =0 u*(t) = h(x*(t), A*(£), 1)

H* (x*(t), h(x*(2), A*(2), 1), A" (£), ) = H*(x* (), A" (2), ¢)

e (t) =+ (&) A0 =- ().

1+ %), ot + ((8), - M), bxp =0




Rozwigzanie

H(x(t), u(t), A(1) = 5 (QUX(0) + sul (DR (1))

+X (1) [A(H)x(t) + B(t)u(t)]

= 0|— R(Hu*(t) + BN () = 0

u*(t) = =R H&)B' () A*(t)

X*(t) = + (g—?)* — XN(t) = A(H)X*(t) + B(t)u*(¢)

AT(t) = — 5_97;) AN = —Q(O)XT(E) — AN (D).

35 “E(t)} [X*(t)] E(t) = BO)R-L(t)B'(t)




Warunki transwersalnosci
/O
. 08 S ol
[H + a‘ltf 6tf-|- [(a)* — A (t)]tf 5Xf —0

9s \ O[3 (tpF(tp)x(ts)] ,,,
) _ ) — F(t))x*(t;)




Schemat
sterowania

Ju) = X () F(tp)x(ty)

. f:f X ()Q)x(t) + u' (R (E)u(t)] dt

u(t)

—R()B/ (H)A*(t)

CXN(t) = A(D)X*(t) + B(t)u*(f)

_____________________
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0] =i -

Niech

u’(t)

A (t) = P(t)x"

Przeksztatcenie

/ ?

(t) — A (t)

E(t) | [x*(¢)
A'(t) | | A (¢)

. A (tg) = F(tp)x*(tr).
A*(t) = P(£)x*(t)

= -RT(HB'(H)A"(t) =-R7(H)B'()P(1)x"(t)

= P(t)x*(t) + P(t)x*(t)

E(t) = BO)R1(#)B'(t)

\ {f*(ﬂ{(ﬂf(ﬂ —B()R™()B'(t)P(t)x" (1),

AT(t) =

—Q(&)x*(t) — A'(t)P()x"(2).

QU)X (t) — A'(HP()x" (1
P(t) [A()x"(t) - BOR )

P(t)x*(t) +
(6B ()P ()x" (1) —

[P(t) +P()A() + A (HP(t) + Q(t)—P(t)B(t)R*l(t)B’(t)P(t)] x*(t) = 0




Rownanie rozniczkowe Riccatiego

YV — @)y + @)y + r(2)

gdzie p, g, r sg funkcjami ciggtymi, okreslonymi na pewnym
ustalonym przedziale (a, b).

Rownanie rozniczkowe Riccatiego macierzowe

P(t) = —P()A(t) - A'()P(t) — Q(t) + P(E()P(t)

E(t) = B()R1(1)B'(t)

Warunki graniczne

A (tg) = P(tp)x"(tg) = F(tp)x"(tg) —

P(ty) = F(ty) /—/‘

Jacopo Francesco
Riccati (ur. 28 maja
1676 w Wenecji - zm.
15 kwietnia 1754 w
Treviso) byt wioskim
matematykiem,
znanym jako tworca
réwnania
rézniczkowego
Riccatiego.




Witasciwosci macierzy wspotczynnikow

P(t) — P’ (t) Jest macierzg symetryczng

poniewaz F(tf)} Q(t)? R(t) sg macierzami symetrycznymi

1 I 1 tf ! !
J(u) = X (t)F(tp)x(tr) +5 ]tﬂ X' (H)Q(t)x(t) + u'(t)R(t)u(t)] dt

\ T (0),1) = X (OP()x" (1)



Algorytm
x(t) = A(t)x(¢) + B(t)u(t)
J = lx (tf)F(tf) (tr)+= f x'(£)Q(t)x(t) + u'(t)R(t)u(t )]

u*(t) = —-R7I(H)B' ()P (t)x*(t) = —K(t)x*(¢)

P(t) = —P(H)A(t) — A'()P(t) — Q(t) + P(t)B(t)R™!(t)B'(1)P(¢)

P(t=tf) = F(t)
x*(t) = [A(t) - BRI OB (OPH)] x* (1) x(to) = xo
J* = 2x*(t)P(t)x*(t)




Schemat sterowania

-----------------------------------------------------------

u*(t) B(t) N j X*(t)
+
A(t) [
Plant

(?5_ Closed-Loop Optimal Controller

R (OB'(1)
f P(OX*(1)

~

L
So -
.......
___________________



Regulator liniowo-kwadratowy
W czasie ciggtym ze skonnczonym

horyzontem
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) z(t) =0 e(t) = 0 — x(¢t)
x(t = tg) = Xp
J(u) = J(x(to), u(t), o)
= %x’(ff)F(tf)X(tf)
+% : X' (0)Q()x(t) + u'(t)R(t)u(t)] dt

- %x"(m (t7)x(ty)

1 , Q) O x(t
3, [ (t)“(t)][ [(I)R(t)} [u((t;]d




Przyktad

£1(t) = z2(2), 21(0) =2

T3(t) = —2z1(t) + 22(t) +u(t), x2(0) = -3,
J = %[ 2(5) + 21(5)22(5) + 223(5)

+% / 202(t) + 621 (8)7a(2) + 5a3(t) + 0.25u%(1) d
=" }] B(t) = m Fty) = [015 025]

Q(t) = 32}; R(t) =7(t) = ;5




Algorytm
x(t) = A(t)x(¢) + B(t)u(t)
J = lx (tf)F(tf) (tr)+= f x'(£)Q(t)x(t) + u'(t)R(t)u(t )]

u*(t) = —-R7I(H)B' ()P (t)x*(t) = —K(t)x*(¢)

P(t) = —P(H)A(t) — A'()P(t) — Q(t) + P(t)B(t)R™!(t)B'(1)P(¢)

P(t=tf) = F(tf)

%*(t) = [A(t) — B(t)R™1(t) B’(t)'fP(t }x x(to) = Xo

J* = 2x*(t)P(t)x*(t)




Przyktad (kontynuacja)

P(t) = p11(t) p12(t) | [ur(t) = —R1OB )P ()x*(t) = ~K(t)x*(2)
p12(t) p2a(t)

W () = —4 [0 1] [pn(t) plz(t)J [fﬂ%(t)]

p12(t) p22(t) | | z3(2)
= —4[p12(t)x7(t) + p2a(t)x5(t)]
P(t) = —P(H)A — A’P(t) — O+ P(t)BR'B'P(¢)

pui(t) pr2(t) | _  [pu(®) pr2(t) || O 1] 0 —2] [ p11(t) Plz(t)]
P12(t) P2a(l) p12(t) p2a(t) | | —21 1 1 | |pi2(t) pa2(t)

123 p11(t) p12(t) | |0 p11(t) P12(t)“
!3 5] + [plg(t) pzz(t)] [1] 4 [0 1] [Plz(t) Pzz(t)J

«— F@p)= [0?5 Oﬂ

p11(5) p2(5)| _ | 1 05
p12(5) p22(5) 0.5 2




Przyktad (kontynuacja)

p11(t) = 4p1y(t) + 4p12(t) — 2,

p11(5) =1,

p12(t) = —p11(t) — p12(t) + 2p22(t) + 4p12(¢)p22(t) — 3,
p12(5) = 0.5

p22(t) = —2p12(t) — 2pa(t) + 4p3,(t) — 5,
p22(5) = 2.

S =dsolve('Dpll = 4*p12*p12+4*p12-2', 'Dpl2 = -p12-p1l1+2*p22+4*p12*p22-3','Dp22 = -
2*p12-2*p22+4*p22*p22-5', 'p11(5)=1", 'p12(5)=0.5",'p22(5)=2")

Warning: Explicit solution could not be found.

> In dsolve at 102

S - S =dsolve('Dpll = 4*pl12*pl2+4*pl12-2/,
'Dpl2 = -pl12-p11+2*p22+4*p12*p22-3','Dp22

[ empty sym | =-2%p22-2*p12+4*p22*p22-5', 'p11(5)=1",

'p12(5)=0.5",'p22(5)=2")

>>
c:\Sasza\UMK\Nauka\OURA\WykladySokolov\w5MatLab\AlgRic.m



Algorytm catkowania wstecznego
T = f(ﬂja t)aﬂ:(t[]) — £

-y,

catkowanie w kierunku prostym

7

/ N\
T1= T + hf (T, t)

N

Xk+1

-—

X

L — f(Xk;tk)

= fle,t),z(t. )l =2 t

catkowanie wsteczne

I' \\
Th4+1 =Tk F hf(Tg+1, tera)

ty

tk+1

Xk+1

X

f(xk+1ltk+1)

ty

tk+1



Algorytm catkowania wstecznego

= fle,t),z(t. )l =2 t

T = f('fa t)a:"-’“(t[]) = L.

catkowanie bezposrednie

-,

3 1
Tp1,= Tk + hf(Tg, )

function u=riccati(t,p)
u=[4*p(2)"2+4*p(2)-2;...
-p(1)-p(2)+2*p(3)+4*p(2)*p(3)-3;...
-2*p(2)-2*p(3)+4*p(3)"2-5];

[t,p]=0ded45(@riccati,[5 0],[1 0.5 2]);

t1=fliplr(t") Czas wstecz

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2
0

catkowanie wsteczne

V3

N
A

/ \
Thy1 =Tk + hf(Tks1, ter1)

~

-

pll

p22

- pl2

;
0.5

.
1

;
15

;
2

r r r
2.5 3 3.5

c:\Sasza\UMK\Nauka\OURA\WykladySokolov\
w5MatLab\riccati.m

.
4




Realizacja w MatLabie

Lookup Table (n-0)

Perform n-dimensional interpolated table
function in N variables. Breakpoint sets re
the top {or left) input port,

Table and Breakpoints Algarithm

Mumber of table dimensions: 1
Table data; pz2
Breakpoints 1: |t

Edit table and breakpaoints...

Sample time (-1 for inherited): [0.01

Load ric

LQR1.mdlI

< T [ ]
Gainl
1 Scope?2
Gain
1 L ]
@ 2B e Bl i
Integrator| Integratorl | Scopel
e
|:| Gain2
Scope3 X [Product
{ X |Prdductl
1D T(u) Ar
g Lj
p22
®— 1DTWM)

Clock

—

pl2



Symulacja

Tithe offzet: 0




LQR w czasie cigglym ze skonczonym
horyzontem. Podsumowanie

Dla liniowego systemu czasu ciagtego okreslonego na przedziale T € [f..[,._, f.l] rownaniern

r= Axr+ Bu
Z kwadratowa funkcja kosztu
t1
J = %IT(tl)F(tl)I[tl) - f (:::TQ:I: - u.TRu.) dt
£

sterowanie ze sprzezeniem zwrotnym minimalizujace koszt okreslone jest przez rownanie:

u=—-~Razx

ndzie [ dane jest wzorem
K =R 'B'P(t)
a J? mozna znalezi rozwigzujgc rownanie rozniczkowe Riccatiego dla czasu cigghego

ATP(t)+ P(t)A — P(t)BR'BTP(t) + Q = —P(t)



Zadanie

&) =u(t) x(0)=5

J = x(2)2 +%j§(x2 +u2)dt



Rozwigzanie

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(?)
J = %x (£ )P (¢ 1) (t5) +5 / x' (1) Q(t)x(t) + u'(t)R(t)u(t)] dt

P(t) = -P(t)A — A'P(t) — Q+ P(t)BR'B'P(t)

A=0,B=1LF=20=1R=1

&t) = p(t) -1

P(t = t7) = F(iy)




>> dsolve('Dp=p”2-1')

ans =

-1
-(exp(2*C41 + 2*t) + 1)/(exp(2*C41 + 2*t) - 1)

LLLLLLLLL




Rozwigzanie

u*(t) = —R71(H)B' ()P ()x*(t) = —K(t)x*(¢)

2t—In(3)-4 1
() =P (1) X(t) = raars— (1
2t In(3)-4
&) = u() = S X (1

-1

> dsolve('Dx= -(exp(-log(3)-4 + 2*t) + 1)/(-exp(log(3)-4 + 2*t) - 1)*x')

ans =(C4*exp(t))/(exp(2*t) - 3*exp(4))
X(0)=5



O—

Clock |,>

I——-V (exp(2*u(1)og(3)-4)+1)/(exp(2*u(1)-log(3)-4)-1)*u(2)

1

S

Fcn

Integrator Scope

)| Scope

c:\Sasza\UMK\Nauka\OURA\WykladySokolov\

w5MatLab\Zw3new.mdl




Regulator liniowo-kwadratowy
w czasie cigglym z nieskonczonym
horyzontem

x(t)

1

= A(t)x(t) + B(t)u(t)

Exr (tf)x(tf)

J= = / T K OQEX(E) + o (OR(t)u(t)] dt

2 /1,

u*(t) =

~R(t)B/(t)P(t)x" (¢)

P(t) = —P()A(t) — A’ ()P (%)

- Q(t) + P()B(O)RL(1)B' () P(1)

P(t=t; — 00) =

J = lx "(tr)F(ty)x

0. poniewaz

0

tf-l—/

X ()Q(t)x(t) + w'()R(t)u(t)] dt




Algebraiczne rownanie Riccatiego

Fit)=0 P(ty) =0 lim {P(t)}=P
dP
.
lub PA + AP +Q — PBR B'P — 0

0=-PA - A'P+PBR'BP-Q.

+

P(t)= P
\ P(t) . —
! Mozna zlekcewazy¢
P(t;)=0
: 4) ) R
0?4--steady-state interval -----» - transient interval--- %t > t

tf 0 «—T7T



Wspotczynnik Kalmana
u*(t) = —R™IB'Px*(t) = —Kx*(t)
K=R'BP

*%* (t) _ [A _ BR*IB!P] X*(t) : Gx*(t) Rudolf Emil Kalman

(ur. 19 maja 1930 w
Budapeszcie,

_ — 1/ Wegry) —
G=A-BR 'BP amerykanski
inzynier elektryk

pochodzenia
wegierskiego.

Wszystkie wartosci wtasne G sg z ujemng czesScig rzeczywistg



Schemat systemu sterujgcego

------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------



Przyktad

:itl(t) = :1?2(75), | (0) = 2

o) = —21(t) + 22(t) + u(t),  2(0) = =3
x(00) = D‘
Poréwnaj z poprzednim przyktadem

MH—*

\3
/ % (t) + 61 (t)zo(t) + 53 (t) + 0.25u2(t)] at

2:1:1 () + 621 (t)z2(t) + 523(t) + 0.25u(t) | dt

t\:)ll—i




Rozwigzanie

01 0
A_L_Qly B_[l]’
Q= 32}, R=?‘=%; to=0; tr=00
P — P11 P12
P12 P22

uH (1) = — [01] [1511 2512] [«-’U’f(t)}

P12 P22 | | 25(t)
= —4[p1277 (L) + Darx3(1)],



Rownanie Riccatiego
0] == |7 o) [ 23] 112 [
00 P12 P22 | | —21 1 11| |p1e P22
o 2] [0 or) [ 2] |22

4pre +4p1a —2=10

—Pp11 — P12 + 2pan + 4P1opae — 3 =0
-2§12 — 2poo + 4?%2 —5=0

~

PA+AP+Q—-PBR 'BP=0




Obliczenia w MatLabie

p=solve('4*p272+4*p2-2=0",'-p1-p2+2*p3+4*p2*p3-3=0','-2*p2-2*p3+4*p3.2-5=0')

>>p.pl
ans =

8*((4*37(1/2) + 17)M1/2)/4 + 1/4)"3 - 6*((4*37M(1/2) + 17)M(1/2)/4 + 1/4)"2 - (7*(4*31(1/2) +
17)M1/2))/4 - 9/4

(7*(4*37(1/2) + 17)M1/2))/4 - 6*((4*37(1/2) + 17)M1/2)/4 - 1/4)"2 - 8*((4*37(1/2) +
17)M1/2)/4 - 1/4)*3 -9/4

8*((17 - 4*37(1/2))7(1/2)/4 + 1/4)"3 - 6*((17 - 4*37(1/2))M1/2)/4 + 1/4)"2 - (7*(17 -
4*37(1/2))M(1/2))/4 - 9/4

(7*(17 - 4*37(1/2))M1/2))/4 - 6*((17 - 4*37(1/2))M1/2)/4 - 1/4)~2 - 8*((17 - 4*3/(1/2))~(1/2)/4
-1/4)"3 -9/4



Obliczenia w MatLabie

>> vpa(p.pl) >> vpa(p.p2)
VPA Variable precision arithmetic.
ans = ans =
1.7362899361005299209261007435819 0.36602540378443864676372317075294
-6.7362899361005299209261007435819 0.36602540378443864676372317075294
-5.2484263820035944560034513697534 -1.3660254037844386467637231707529
0.24842638200359445600345136975337 -1.3660254037844386467637231707529

>> vpa(p.p3)

; ‘ ans =
P 1.7363 0.3660
—10.3660 1.4729 1.4729115674864717393523545076534
-0.97291156748647173935235450765344
1.0434023557488222360125233517089
-0.54340235574882223601252335170894



Sterowanie optymalne

—4]0.3662% () + 1.4729z%(¢)]
—[1.46427(t) + 5.8916x5(1)].

u”(t)

z1(t) = z3(t)
B5(t) = —22%(t) + z3(t) — 4[0.3662% (¢) + 1.4729z3(1)]

o 1 1.7363 0.3660 | [ 2
J* = X (OPx(0) = 5 |2 -3] [0.3660 1.4729] [—3]

= 7.9047.



Realizacja w MatLabie

LQR2.mdlI

t 4‘*
~
/ Gainl
1
Gain
1

>

\l

S

Integrator | Integratorl

Gainy
0.366




Symulacja




Funkcje specjalistyczne

x10=2; %% initial condition on state x1

x20=-3; %% initial condition on state x2
X0=[x10;x20];

A=[0 1;-2 1]; %% system matrix A

B=[0;1]; %% system matrix B

Q=[2 3;3 5]; %% performance index weighted matrix
R=[0.25];- 44-performance index weighted matrix

-

*_[K,P,EV]=1qr(A,B,Q,R). %% K = feedback matrix;

—
L -—
.

hh EV = eigenvalues of closed loop system A - Bx*K
K =



Funkcje MatLaba.
Control System ToolBox

EI Matrl:-: Equation Solvers

fx I:u:|5|:hur Block- -:.'.'c:'g-:-m:'.' Sehur f-:.'-:“tu:vr.'z-:.'t.'-:vn

ﬁ" dare - Solve discrete-time qlgebraic Ricoati equations [DARES)

fx dlvap - Solve discrete-time Lyapunoy equations

ﬁ' dlvapchol - Square-root solver for discrete-time Lyapunoy equations

= grare - Gerreralized solver for continuaws-tivne algebraic Riceati equation
fx gdare - Ferneralized solver for discrete-tivne algebraic Riceat equation

ﬁ' Ivap - Solve continuous-tme Lrapunoy equation

o Ivapchol - Square-roct solver for continuous-tirme Leapunoy equation




Care

care

solve continuous-time algehraic Riccatl equation

Syntax

(X, L,5] = ocarel(d,B,Q)

(X, L,>] = care(l,B,Q,R,5,E]

(X, L,G,report] = care(ld, B, Q,...]

(X1, X2,D,L] = care(iL,B,2,...,'Tactcor')




Opi
[%,L,3] = care(i,B,2) computes the unigue solution X of the continuous-time algebraic Riccati eguation

ATX+ XA -XBBTX +Q =0

. . . 1T+
The care function also returns the gain matrix, G=R"B"XE

[Z,L,G] = care(k,E,Q,R,3,E) solves the more general Riccati equation

ATXE+ ETXA - (ETXB+ SR BYXE+ST)+Q =0
YWhen omitted, R, 3, and E are =et to the default values R=1I, =0, and E=I. Along with the solution X, care returns the gain

. _ -1l T .
matrix G =R B XE+S%) 304 3 vector L of closed-loop eigenvalues, where

L=eiglA-B*3, E)
. .1 returns a diagnosis report with:

[¥,L,&,report] = carel(d,B,Q,.
» -1 when the associated Hamiltonian pencil has eigenvalues on or very near the imaginary axis (failure]

» -2 when there 15 no finite stahilizing solution %
» The Frobenius norm of the relative residual If £ exists and 15 finite.
This syntax does naot issue any errar message when X fails to exist.
., 'factor') returns two matrices X1, X2 and a diagonal scaling matrix D such that @

[¥1,%¥2,D,L] = care(d,B,2,..

= D#(X2/E1) D
The wectar L contains the closed-loop eigenvalues. All autputs are empty when the associated Hamiltonian matrix has

eigervalues on the imaginary axis.



_ Przyktad

A=[_3 z} B=[ﬂ] Cc=[1 -1 R=3

1 1 1
you can sohve the Riccati equation

ATX+ XA -XBRBTX +CTC =0

by
a = [-3 2:1 1]
b= [0 : 1]
o= [1 -1]
r = 3
[%,1,0] = care(a,b,c'%c, 1)

This yields the solution

=

0.5895 1.8216
1.8216 g.5185

You can verify that this salution is indeed stabilizing by comparing the eigenvalues of 2 and a-b*g.
[eigia) eig{a-b*gl]
ans =
-3.4455 -3.50Z6

1.4485 -1.4370

Finally, note that the variable 1 contains the closed-loop eigenvalues eig(a-h*g).



Funkcje MatLaba.
Control System ToolBox

EI LC'_H,-"LQG Ciesign

- Jx augstate - Append state vector fo output vector

ﬁ' dlgr - Linear-quadratic [LQ) state-feedback requlator for discrete-tirne state-space systerm

ﬁ" kalman - Desige continuows- or discrete-tirme Kalmarn estivnator

ﬁ" kalmd - Design diserete Malimarn estimmator for continuous plant

- Jx |z - Continuous lincar-quadratic-Gaussian (LQGE) control sviathesis

ﬁ' lggreg - Form linear-quadratic-Gaussian (LOG) requlator

ﬁ" |lqatrack - Forvm Linear-Quadnatic-Gaussiarn (LG servo controller
ﬁ" Lqi - Lm&ar—ﬂuadmbm‘nt&gm.‘ cotrirol

' ﬁ" I|:|r Mnear—quadmhﬂ (L) state-feedback regulator for state-space sustenn

%

I|:|r|:| Desigh discrete inear-quadratic (L) requlator for continuous plant

ﬁ" lgry - Form inear-quadratic (L) state-feedback requlator with output weighting




LQR
Igr

Linear-gquadratic (L)) state-feedback regulator for state-space systemn

Syntax

[EK,5, 2]
[K,5,e]

logr (SYS, 0, B, )
LOR (4, B,Q, R, I



[K,3,e] = lgr(3¥s,Q,R, N calculates the aptimal gain matrix K
Faor a continuous time system, the state-feedback law 4= -Kx minimizes the gquadratic cost function
Jiu) = »[u‘ [.I'TQ.I +u? Ru +2xT Nu)dt

subject to the system dynamics
x = Ax + Bu.

In addition to the state-feedback gain K, 1ogr returns the solution 3 of the associated Riccati equation
ATS+8SA - (SB+NRUBYS+ N +@=0

and the closed-loop eigenvalues e = eig(a-B*E). K iz derived from S using
K=RYB"s+NT)

Far a discrete-time state-space madel, u[n] = -Kx{n] minimizes

J = E {.1'TQ.1'+ u” Ru+2x” Nuj

n=l
subject to x{n + 1] = Ax{n] + Buln].
[K,3,e] = LOR(A,B,Q,R, N} is an eguivalent syntax for continuous-time models with dynamics x = Ax + Bu.

In all cases, when you amit the matrix M, M is set ta [



LQR w czasie cigglym z
nhieskonczonym horyzontem
Podsumowanie

Dla liniowego systemu czasu cigglego okreslonego rdwnaniem

r= Ar+ Bu

z funkcjg kosztu

J = j} h (ITQI + u.TRu.) dt

sterowanie ze sprzeZeniem wrotnym minimalizujace koszt okreslone jest przez rdwnanie:;

u=—-Kux
gdzie J{ jest dane rownaniem
K=R'B'P

a P moZna znaleZc rozwigzujge algebraiczne rownanie Riccatiego dla czasu ciggtego

A'P+ PA-PBR'B'P+Q=0



Rownowaznosc systemu otwartego i
systemu ze sprzezeniem zwrotnym

&(t) = —3z(t) +u(t) J= /ﬁ h [2%(t) 4 u?(t)]dt
z(0) =1 x(oo) =0



System otwarty

V(e(t), u(t)) = 22(t) + u2(t), | H = V(@) ult) + A1) F (1), u(t))
Flx@®),ut) = —3z(t) +u(t)] | =) +u?(t) + At)[-3z(t) + u(t)]
oM ) i frpy — Ly
azo————r?u )+ A*(t) =0 — u (t)——-é)\ (t)
H* = o (1) — %X"z (1) — 3A* ()2 (1)
e O T
FO="gn T FO=N O30 e — 100t () = 0
A (t) = -ﬁ; CAT() = —22°(8) + 3NT(E)

1) = Oy VIO 4 (VIO AT(t) = 2[=2*(t) — 3z™(t)]
(1) Le + e = —2C1 (V10 + 3)eY1% 4 205 (V10 — 3)e~ V10t

:L'(O): 1 — Ci4+ 0y =
Noo)=0—Cr=0. | a*(t)=eY™ u'(t) = —(v10 - 3)e~V"
Warunek transwersalnosci




System ze sprzezeniem zwrotnym

A=a=-3;, B=b=1;
=2 R=r=2 P=5p

Q

|
Q

p(=3) + (~9)p ~ H((;) (1 +2=0—  [5_ g1 2/10

P2+ 12p—4=0,

W (t) = —r=lbpa(t) = —%(—6 + 2V10)z* (1)
— (=3 + V10)z*(t).
&(t) = —3z*(t) — (—3 + V10)z*(t) = —v/10z*(t)

2 () = e VI |u(t) = (V10 — 3)e~ V1




Symulacja

uk(t) & I x*(t)
+
Plant 3
? J10 -3}«
"""" c.oc




Dodatki



LQR w czasie dyskretnym ze
skonczonym horyzontem.
Podsumowanie

Dla liniowego systernu dyskretnego okreglonego przez rdwnanie
Ty = Axp_1 + Buy,

Z miarg jakosci okreslong przez
N
T T
J=3 (Ik Qxy + u;, Ru.;;)
k=0
optymalna sekwencja sterujaca minimalizujgca miare jakosci dana jest jako
up = —Fprp_
gdzie
. T -1 T
F,=(R+ B'P.B)"'BTP,A
a Pk mozna znaleié poprzez iteracje wstecz w czasie z wykorzystaniemn dynamicznego rdwnania Riccatiego

Poi=Q+ AT (Pk — BB (R + BTP;;B)_I BTP;;) A

z wrarunkiem poczatkowym PN = Q
Uwaga (notacja zwyczajowa)

Funkcja minimalizujgca (ktdra naktada "kary” na wartosci kwadratdw odchytek sygnatu na wejsciu U i zmiennych stanu uktadu ) zawiera odrebne, adpowiednie macierze wag Q i |} dla obu
tych wartosci. Przyjat sie nastepujacy zapis:

N
I = (Iexll + l[usliz)
k=0

gdzie wyraZenia unormowane okreslone sq jak ponizej

Ixlly, = 7 Qe
el = uf R



LQR w czasie dyskretnym z
hieskonczonym horyzontem.
Podsumowanie

Dla liniowego systemu dyskretnego okreslonego rdwnaniem
Tp+1 = Azy + Buy,

z miarg Jakosci okreslong przez
o0
T T
J=% (I;; Qxy + uy, Ru.;;)
k=0

optymalna sekwencja sterujaca minimalizujaca miare jakosci dana jest jako
U — —FI;;
gdzie
F= T —1 T
= (R+B"PB)'BTPA

a P jest jednoznacznym dodatnio okreslonym rozwigzaniem algebraicznego rdwnania Riccati'ego dla czasu dyskretnego

P=Q+A"(P-PB(R+B"PB) B"P)A

Jedna z metod znalezienia rozwigzania tego
rownania polega na iteracji dynamicznego
rownania Riccatiego dla przypadku ze
skonczonym horyzontem tak dtugo az osiggnie
sie zbieznosc.



Rozwigzanie rownania Riccatiego

Definicje
Niech X bedzie przestrzenig liniowg, zas A oznacza Y
przeksztatcenie liniowe tej przestrzeni w siebie. Jeéli dla W P
pewnego niezerowego X przestrzeni spetniony jest warunek
_'5.". ....................................... :
Ax= Ax X/
dzie A jest pewnym skalarem, to x nazywa sie wektorem
wiasnym, a A nazywa sie wartoscig wtasng . X ,f
przeksztatcenia T. X
; — A -E
x(t) _ A E;‘ x(t) A = , Av = uv : . .
A(t) —-Q —A"| | A(t) -Q -A Wszystkie wartosci
f wiasne
—-M 0
-1 . D=
W AW =D, [ 0 M]

Macierz modalna, W,,,W,, zawieraja

W21 W ) .
ujemne wartoéci whasne




Przeksztatcenie liniowe

N _
lx(t)] _w [w(t)} _ [w“ wm} W(t)}
)\(t) Z(t) Wa1 Woo LZ(t)
|- [ v ) - woaw ] o [

Rozwigzanie

e—M(t—tf) 0
0 eM(t—t

W(tf)]
z(tf)




Rozwigzanie rownania Riccatiego

A(ty) = Warw(ty) + Waaz(ty)
= Fx(t¢)
=F [Wllw(tf) + ngz(tf)]

z(ty) = T(tr)w(ty)
gdzie T(tf) = — [W22 - FW12]_1 [W21 — lel]

z(t) = E_M(tf_t)z(tf)
= MU= (1 wity)
_ e-—-M(tf-t)T(tf)e—M(tf—t)w(t)



Rozwigzanie rownania Riccatiego

2(t) = T(t)w(t)

gdzie T(t) — e_M(tf_t)T(tf)e_M(tf_t)

A(t) = Warw(t) + Wooz(t)
= P(t)x(t)
= P(t) [WHW(t) T WIZZ(t)]

(W21 + W T(2)] w(t) = P(¢) [Wi1 + Wi T(%)] w(t)

P(t) = [Wa1 + WooT(¢)] [W11 + WT(#)] !




Rownania Riccatiego
¥ =ay+ by’ te,

o
fx

dy _
@ﬁ * EB




dx 1 2ax+b—w.fb2—4ac L C

S

2
ax~ +bx+c wxb2—4ac zax+b+w.fb2—4ac
|b° - 4ac > 0/
d 2 2 b
> X — .an:tg a)(—+ + C
ax“+bx+c  .lagc_ p? Jaac — b4
|b° - 4ac < 0/
d 1 -
5 X 5 = In X-a +C
x“_a 2a X+a




