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Zasada minimum Pontriagina 

dowolny, dowolny 



Zasada minimum Pontriagina 

O(*) 

Sterowanie optymalne 



Przypomnienie 



Zasada minimum Pontriagina 
0 

0 

0 

0 
0 



Warunek 



Warunek konieczny zasady minimum 
Pontriagina 

Najlepsze z możliwego, aczkolwiek nie optymalne 



Podsumowanie 

wolny, wolny 
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Zagadnienie 1 
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Zagadnienie 1(cd) 
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Czasooptymalne systemy. Przykład. 

U=-sign(x(0)) 
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Czasooptymalne systemy 

System jest całkowicie sterowalny, jeśli rank macierzy G wynosi n (wymiar x) 
 

 0 0x 



Funkcjonał 

ustalony dowolny 



Warunek konieczny zasady minimum 
Pontriagina 



Bang-Bang Sterowanie 

Nie wyznaczalny 



Przykład sterowania 

 





Warunek konieczny sterowalności 

= 0 dla 

time-optimal control system is normal 

całkowicie sterowalny system 



System częściowo sterowalny 



Twierdzenie 

Jeśli wszystkie n wartości własne macierzy A są rzeczywiste, to 
optymalne sterowanie u*(t) można przełączać (od 1 do –l lub od -1 do 
1) w liczbie (n - 1) razy. 



Algorytm poszukiwania sterowania 

Czy istnieje  dla którego 

koniec 

wybór 



Układ otwarty 

przełącznik 



Układ zamknięty 
relacja 

równanie Riccatiego 
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Przykład 

Zasada Pontriagina 
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Przykład 



Przykład 

Sterowanie 

System 2 rzędu ma  
maksimum 1 przełączenie 



Badania 

(2,3) 

T=0, u=1 T=10, u=-1 

u=-1 

u=1 

T=5.5-5.6 

przełączenie 

exampleOpt1W6.slx 



Układ otwarty 

 



Układ zamknięty 



Portret fazowy 



Portret fazowy 



Trajektoria przełączenia 

Dla dowolnych 
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Przykład 
 0,0Celem jest  1u

Mamy 2 trajektorii 
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Określenie przełączania 
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Przykład 
>> % u = +1 

x10=[-1.0  -0.75  -0.5  -0.25  0  0.25  0.5  0.75  

1.0]; 

x20=0; 

for k=1:9 

ksi1=x10(k)-x20.^2/2; 

 x2=[-1:0.01:1];  

x1=x2.^2/2+ksi1; 

plot(x1,x2,'-') 

hold on 

end 

% u = -1 

for k=1:9 

ksi2=x10(k)+x20.^2/2; 

x2=[-1:0.01:1];  

x1= - x2.^2/2+ksi2; 

plot(x1,x2,'--') 

xlabel('x1') 

ylabel('x2') 

hold on 

End 

Pr1w5.m 



Przykład (cd) 

u =[ 1   -1]; 

x10=[-1.0  -0.75  -0.5  -0.25  

0  0.25  0.5  0.75 1.0]; 

x20=0; 

for i=1:2 

for k=1:9 

ksi=x10(k)-u(i)*x20.^2/2; 

x2=[-1:0.01:1];  

x1=u(i)*x2.^2/2+ksi; 

plot(x1,x2,'-') 

xlabel('x1') 

ylabel('x2') 

hold on 

end 

end 

Pr2w5.m 



Przykład 

Przełączenie 
                           

>> x2 = [-1: 0.1: 1]; 

x1 = - 0.5*x2.*abs(x2); 

plot(x1,x2,'-') 

xlabel('x1') 

ylabel('x2') 
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Przykład 
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Obliczenie czasu 



Symulacja 

u=-1 

u=1 

(2,3) 

przełączenie 

exampleOpt2W6.slx 
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Własne wartości zespolone 
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System autonomiczny 
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Realizacja w MatLabie 

>> syms  s  Ax  omega 

I=eye(2); 

Ax=[0  omega;  -omega  0]; 

phix=ilaplace(inv(s*I-Ax)) 

  

phix = 

[  cos(omega*t),  sin(omega*t)] 

[ -sin(omega*t),  cos(omega*t)] 



Analiza ruchu 
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Realizacja w MatLabie 

>> R=[0.2   0.4   0.6   0.8]; 

for i=1:4 

x1=[-R(i):0.001:R(i)]; 

x2=sqrt(R(i).^2-x1.^2); 

plot(x1,x2, '-') 

hold on 

x2=-sqrt(R(i).^2-x1.^2); 

plot(x1,x2, '-') 

xlabel('x1'), ylabel('x2') 

grid on 

end 



Sterowanie czasooptymalne 
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Sterowanie czasooptymalne 
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>> psi10=2; 

psi20=0; 

alpha=atan(-psi20/ psi10); 

a=sqrt(psi10^2+ psi20^2); 

theta=[0:0.01:4*pi]; 

psi2=a*(sin(theta)+alpha); 

plot(theta, psi2, '--') 

hold on 

u=sign(psi2); 

plot(theta, u, '-') 
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Rozwiązanie 
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Transformacje 
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>> u=1; 

omegax10=[1.5   2   2.5]; 

omegax20=0; 

omegax1=-3:0.001:3; 

for i=1:3 

omegax2=sqrt((omegax10(i) - u).^2+ omegax20.^2-(omegax1- 

u).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

hold on 

omegax2=-sqrt((omegax10(i) - u).^2+ omegax20.^2-(omegax1- 

u).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

hold on 

end 

>>u=-1; 

omegax10=[-1.5   -2   -2.5]; 

for i=1:3 

omegax2=sqrt((omegax10(i) - u).^2+ omegax20.^2-(omegax1- 

u).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '--') 

hold on 

omegax2=-sqrt((omegax10(i) - u).^2+ omegax20.^2-(omegax1- 

u).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '--') 

hold on 

end 
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>> %gammaplus0 

omegax1=[0:0.001:4]; 

omegax2=- sqrt(1-(omegax1 - 1).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

hold on 

%gammaminus0 

omegax1=[-4:0.001:0]; 

omegax2= sqrt(1-(omegax1 + 1).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

hold on 

%gammaplus1 

omegax1=[0:0.001:4]; 

omegax2=- sqrt(1-(omegax1 - 3).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

hold on 

%gammaminus1 

omegax1=[-4:0.001:0]; 

omegax2= sqrt(1-(omegax1 + 3).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 



Uogólnienie 
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Schemat 

Obiekt 



>>for  k=1:3; 

%gammaplusk 

omegax1=[0:0.001:2*k]; 

omegax2=- sqrt(1-(omegax1 - (2*k-1)).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

hold on 

%gammaminusk 

omegax1=[-2*k:0.001:0]; 

omegax2= sqrt(1-(omegax1 + (2*k-1)).^2); 

plot(omegax1, omegax2, '-') 

end 



 

u (t)

u (t)

x1

x2
z (t)

A: [0  omega; -omega  0]
B: [0; 1]
C: eye(2)
D: [0; 0]

Initial conditions:
[omegax10; omegax20]

omegax2

To Workspace2

omegax1

To Workspace1

x' = Ax+Bu
 y = Cx+Du

State-SpaceSign Scope

u2

u2

sqrt

sqrt

Math
Function

-1

Gain3

omega

Gain2

omega

Gain1

Dead Zone

1

Constant2

1

Constant1

> 0 < 0
Compare
To Zero

sys8_2order_complex.mdl 



Przykład 

5,0)0(1 x 5,0)0(2 x

 plot(omegax1.Data,omegax2.Data) 
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5,3)0(1 x 5,3)0(2 x



Przykład 
5,3)0(1 x 5,3)0(2 x
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