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Optymalizacja układu dynamicznego 
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Metoda podstawienia 
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Rozwiązanie 

;)(

2

2

2
















dt

xd
xF .2;0;0

2

2

t

xd

x

F
F

x

F
F

x

F
F xxx



















 

,0)1( )(
2

2

 n
xn

n
n

xxx F
dt

d
F

dt

d
F

dt

d
F 

.02
4

4


dt

xd

.)()()( 212 CtCtxtxtu  

Rozwiązanie 

Całkując dwa razy otrzymamy 

4 



Metoda mnożników Lagrange’a 
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Metoda mnożników Lagrange’a (cd)  
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Układ równań Eulera-Lagrange’a 
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Metoda mnożników Lagrange’a 
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Metoda podstawienia 
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Metoda podstawienia (cd) 
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Metoda podstawienia (cd) 

Rozwiazanie 
Dane wejsciowe: 
Funkcja podcalkowa F(x,y,y')=Dy^2 + 2*Dy*y + 
2*y^2 
Warunki z lewej strony: y(-1)=1 
warunki z prawej strony: y(1)=2 
Fy=2*Dy + 4*y 
Fy'=2*Dy + 2*y 
dFy'/dx=2*D2y + 2*Dy 
warunek Legendre a: 
Fy'y'=2 
Rownianie Eulera: 
4*y - 2*D2y=0 
Rozwiazanie ogolne rowniania Eulera : 
y(x)=C2*exp(2^(1/2)*x) + C3/exp(2^(1/2)*x) 

-1 -0.5 0 0.5 1

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
Przyklad

x

y (
x
)

w1ex3 

 
Jextr =    9.4496 
 
 
Jlin =   12.8333 

12 



Metoda mnożników Lagrange’a 
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Metoda mnożników Lagrange’a (cd) 
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Metoda mnożników Lagrange’a (cd) 
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Przykład 
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Metoda podstawienia 
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Przykład 
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Rozwiązanie 
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Model w przestrzeni stanów 

Równania Eulera Lagranga’e dla x1,x2,u 
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Rozwiązanie przez równanie Eulera-
Poissona 
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Symulacja  (w2p1.mdl) 
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Przykład 1. Sterowanie optymalne 

x u      0 0, 2 1 , 0,2x x t  

1u C

  20 0 0x C  

  1

1 1
2 1

2 2
x C u    

Scope

1

s

Integrator1

0.5

Constant1

W3p1.mdl 0.5u 

2

2

0

J x dt 

Funkcja podcałkowa zależy wyłącznie od x’ 

2

2

0

minJ u dt 

  1 2x t C t C  

2

2

0

0.5 0.5J dt 

23 



Szczególne przypadki równania Eulera 
Funkcja podcałkowa zależy wyłącznie od y’: 
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Przykład 1 Sterowanie nieoptymalne 
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Przykład 1. Sprawdzanie 
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Przykład 1. Metoda podstawienia 
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Przykład 1. Metoda mnożników 
Lagrange’a  
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Zadania ze swobodnym punktem 
końcowym 
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Przykład 3 (cd) 
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Przykład 3 (cd) 
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Przykład 3. (cd).Sprawdzanie 
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Zadania ze swobodnym punktem 
końcowym i czasem 
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Zadania ze swobodnym punktem 
końcowym i czasem 
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Przykład 4 (Dalszy ciąg) 
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Przykład 4 (Dalszy ciąg) 
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Przykład 4 (Dalszy ciąg) 

 1 1 20x x C x t C t C     
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Przykład 4 (Dalszy ciąg) 
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Sprawdzanie 

  2 2
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1

2
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f fJ x t t u dt    
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Zadania ze swobodnym czasem 

x u    0 0, 1, 0,f fx x t t t     

2

0

min
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J u dt 
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Zagadnienie Bolzy 
Wprowadzamy funkcjonał kosztu (cost functional) (lub funkcjonał wypłaty (payoff functional)) 

Rozpatrujemy więc zagadnienie: 
z danymi początkowymi 

i/lub             są swobodne 

Oskar Bolza  
1857 – 1942 46 
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J(u(t))= S x t ,t + V(x(t),u(t),t)dt

Lambda 

01-06 



Zagadnienie Bolzy (cd.) 
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Nowe zagadnienie 

* - optymalne 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 
Funkcjonał 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 
Lagranżjan 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 

Funkcjonał przez Lagranżjan 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 
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Zagadnienie Bolzy (cd.) 

0 
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Warunek transwersalności 



Funkcja Lagrange’a 

Warunek transwersalności 
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Przykład 3. Metoda 2. 
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Przykład 3 (Metoda 2. Dalszy ciąg) 
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warunek transwersalności 
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Zadanie (przykład 4) 
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Rozważmy  problem na podstawie zagadnienia Bolzy  
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Przykład 5. Metoda 2. 
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Hamiltonian lub funkcja Pontriagina  

William  
Rowan  
Hamilton 
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Równoważność warunków Lagrange’a 
a Pontriagina 

Warunek transwersalności 
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Typy zagadnień optymalizacji 

Końce i czas ustalone Końce ustalone i czas ruchomy 

Koniec ruchomy i czas ustalony Koniec i czas są ruchome 67 



Końce i czas są ustalone 

Warunek transwersalności 

0 0 68 



Końce są ustalone i czas jest ruchomy 

Warunek transwersalności 

0 

69 



Koniec jest ruchomy i czas jest 
ustalony 

Warunek transwersalności 

0 
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Koniec i czas ruchome (I) 

Warunek transwersalności 
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Koniec i czas są ruchome (II) 

Warunek transwersalności 
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Warunek dostateczny 

73 

f(x+dx)=f(x)+f’(x)+f’’(x) 

f(x+dx)=f(x)+f’’(x) 



Algorytm 

ruchome lub ustalone 

1 

2 

3 
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Algorytm (kontynuacja) 
4 
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Przykład 1 

S=0 
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Przykład 1 (dalszy ciąg) 

Sterownik 
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Realizacja w MatLabie 
S=dsolve('Dx1=x2,Dx2=-lambda2,Dlambda1=0,Dlambda2=-lambda1, ... 
x1(0)=1,x2(0)=2,x1(2)=1,x2(2)=0‘) 

78 



Przykład 2 
dowolny 

S=0 
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Przykład 2 (Kontynuacja) 

dowolny 

ruchome, 
ponieważ S=0 
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Realizacja w MatLabie 
S=dsolve('Dx1=x2,Dx2=-lambda2,Dlambda1=0,Dlambda2=-lambda1, 
x1(0)=1,x2(0)=2,x1(2)=0,lambda2(2)=0') 

S.x1 
ans= 
S.x2 
ans= 
S.lambda1 
ans=15/8 
S.lambda2 
ans=-15/8*t+15/4 

81 



Przykład 1 vs przykład 2 

82 

dowolny 



Przykład 3 
dowolny 

S=0 
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Przykład 3 (cd) 

ponieważ S=0 

dowolny 
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Przykład 3 (cd) 
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Realizacja w MatLabie 
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Realizacja w MatLabie 
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Przykład 1 vs przykład 2,3 

88 

dowolny 
dowolny 



Przykład 4 

S≠0 

ruchome  pożądany (wskazany) 
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Przykład 4 (cd) 

ponieważ S ≠ 0 

ruchome pożądany (wskazany) 

0 

90 



Realizacja w MatLabie 
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Realizacja w MatLabie 
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Przykład 1 vs przykład 2,3,4 

93 

dowolny dowolny 

ruchome  pożądany (wskazany) 



Przykład 5 

S≠0 

ruchome pożądany (wskazany) 
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Przykład 5 (cd) 

ponieważ S ≠ 0 

ruchome pożądany (wskazany) 
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Przykład 5 (cd) 

96 

x1(tf)=14 
 
x2(tf)= 5 



Przykład 5 (cd) 

 

97 bellman5 



Przykład 1 vs przykład 2,3,4,5 
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dowolny dowolny 

x1(tf)=14 
 
x2(tf)= 5 

ruchome pożądany (wskazany) 



Ograniczenia - nierówności 

0

.

.

min max

( , , )

( , , ) 0

( , , )

ft

t
J t dt

x x t

t



 
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 x x

x x
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Ekstrema warunkowe na przedziale 
domkniętym  

Tw. Weierstrassa 
Każda funkcja ciągła na przedziale domkniętym ma wartość 
najmniejszą i największą.  

Aby znaleźć największą i najmniejszą wartość funkcji f (x) w 
obszarze X: 
- znajdź punkty krytyczne wewnątrz obszaru X, oblicz w nich 
wartości funkcji f (x); 
- znajdź największą i najmniejszą wartość funkcji f (x) na granicy 
obszaru X; 
- porównaj znalezione wartości i wybierz spośród nich najwięcej 
największą i najmniejszą. 



Warunki Kuhna-Tuckera 
Warunki konieczne istnienia ekstremum. 

funkcja jest 
różniczkowalna,   
funkcja 
pochodna jest 
ciągła 

Każdy punkt spełniający ograniczenia nazywany jest punktem dopuszczalnym. Celem 
Optymalizacji z ograniczeniami jest znalezienie punktu dopuszczalnego, w którym 
minimalizowana funkcja osiąga przynajmniej lokalnie najmniejszą możliwą wartość. 

Tw. Kuhna-Truckera 

Jeśli w punkcie xo funkcja F(xo) osiąga minimum lokalne, to w punkcie tym istnieją 
mnożniki lambda spełniające warunki 

(1) 



Optymalizacja funkcji z ograniczeniami 
nierównościami 

102 



103 

X,Y] = meshgrid(-10:0.5:10,-10:0.5:10); 
Z = X.^2+Y.^2; 
surf(X,Y,Z); 
hold on; 
[X Y Z]=cylinder(2,100); 
surf(X+5,Y+6,Z.*200); 
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Przykład. 
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Przykład (cd) 
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warunek transwersalności 
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Porównywanie 
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 
2

2

0

2J x u dt    

2

2

0

minJ u dt 

 x t ut

x u

Out=[]; 
for u=0:0.1:1 
    Out=[Out; 2*u,u,2*u*u,2*u*u-2*u]; 
end; 



Zagadnienie 1 

x u      0 0, 2 max , 0,2x x t  

1 1u  

 x t u t 

t 

x 

2 0 

u=-1 

u=-0.74 

u=0.68 

u=1 

Jest zupełnie oczywiste, że 

1u 
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Rozwiązanie bez ograniczeń 

2

2

0

minJ u dt 



Zagadnienie 1 

x u      0 0, 2 max , 0,2x x t  

1 1u  

         
2 2 2

0 0 0

2 0 minJ x x x dt x dt u t dt              

109 

2

2

0

minJ u dt 

U=1 



Ograniczenia - nierówności 

Metoda zamiany zmiennych 

   2

max min ; 1, 2,i i i i i i      
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0

.

.

min max

( , , )

( , , ) 0

( , , )

ft

t
J t dt

x x t

t



 

  

 x x

x x

1 1u  



Metoda przez funkcjonał Lagrange’a 

Warunek transwersalności 
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Zagadnienie 1(cd) 
   2

max min1 1 0u u u u u        

     
2

2

1 2 max min

0

J x x u u u u u dt           
 

0
F d F

x dt x

 
 

 

0
F d F

u dt u

 
 

 

0
F d F

dt 

 
 

 

1 10 C   

 1 2 2 0u   

2 0  

warunek transwersalności (L) 

2

0
t

F

x 






    1 1
2

1

1 0 2 1

1 1

t
t

C

 




   

   

min max1, 1u u  
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Zagadnienie 1 (cd) 
 

  max

2

2

mi2 2 n2

2 1

0 0 0u u

u

u u




    






     

 2 max min0 lubt u u u u     max min1, 1u u  

     , 1, 2 2 0x t u t u x x       

     0 0, 2 max , 0,2x x t  

     , 1, 2 2 0x t u t u x x      1u 

x 

2 0 

u=-1 

u=-0.74 

u=0.68 

u=1 

? 
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Zagadnienie 2 

maksimum 
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1 2

2

( ),

( )

x x t

x u t




 x u t

min maxu u u 



Rozwiązanie 

maksimum 

maksimum 

1 2

2

( ) ( ),

( )

x t x t

x t u





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     
0

1 1 0 1

ft

f
t

J x t x t x dt     

          
0

2

1 0 1 1 2 1 2 3 min m x2 a

ft

t
x t x x x u x u u u u dtJ    

             
 

min maxu u u 



Rozwiązanie (kont.) 

warunek 
transwersalności (L) 
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 

      

 

 

1 2

2

1 2 1 2 2 3 min max 1

1 2 1

2 2 max min

1

1

3

0 , ,

0,

0 2 , 0

0 1

f

T

f

t t

d
x x u

dt x

x x u x u u u u x

u u u

t
x

   

  

  




 
  

 

           

  

     


   



x
x



Rozwiązanie (kont.) 
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 

 

 

 

 
  

1 2 1 0 0

2 2 0 0

1 1

2 1 2

3

2 3 ax min

2

min max

( ),

( ),

0, 1

( ),

( ) ( ) 0

( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( )

f

f f

m

x x t x t x

x x t x t v

t

t x t v

t t

t t u t u u

t u t u u u t

 

 

 

 



 

 

  

  



  

  



Rozwiązanie (kont.) 

 

  ma

3 1

x min

2

3 3 3

2

0 0 0u u u u

u t C





    




 



    

 1 1 1 10 , 1 1fC t          

2 1    2 1t t C  

 3 max min0 lubt u u u u    
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Rozwiązanie (kont.) 
max min1, 1u u   0 0, 2ft t  1 1

2 2

(0) 0, (2) max

(0) 0, (2) 0,

x x

x x

 

 

1u  2
2

1 2
1

2

( )
2

2
( )

t
x t x

x

x t t




 
 

1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t






1u  

2
2

1 2
1

2

( )
2

2
( )

t
x t x

x

x t t


 

  
  

1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t




 
Trzeba znaleźć warunek   * 0,2t 

*

*

1,

1,

u jeśli t t

u jeśli t t

 

  
* 1t 
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Rozwiązanie (kont.) 

XY Graph

 >= 1

Switch

Scope2
Scope1

Scope

1

s

Integrator2

1

s

Integrator1

1

Constant2

-1

Constant

Clock

w3p4.mdl 
x1 

x2 

x1 

x2 

u 
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Rozwiązanie (kont.) 
max min1, 1u u   0 0, 2ft t  1 1

2 2

(0) , (2) max

(0) , (2) ,

x A x

x B x D

 

 

1u 
1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t






1u  
1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t




 
Trzeba znaleźć warunek   * 0,2t 

*

*

1,

1,

u jeśli t t

u jeśli t t

 

  
* ?t 

U=1 

U=-1 

2

2
1

2

x
x C 

2

2
1

2

x
x C  

(A,B) 

(max,D) 

121 

D 



Rozwiązanie (kont.) 

1u  1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t






2

1 1 2
1 2

2 1

( )
,2

( )

t
x t C t C

C B C A

x t t C


  

  
  

1 1

2 2

(0) , (2) max

(0) , (2)

x A x

x B x D

 

 

*2
* *

1

1 2

* *

2

( )
,2

( )

t
x t Bt A

C B C A

x t t B


  

  
   122 



Rozwiązanie(kont.) 

1u   1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t




 
2

1 3 4
3

2 3

( )
22

( )

t
x t C t C

C D

x t t C


   

  
   

*

1 1

*

2 2

( ), (2) max

( ), (2)

x t x

x t x D





 
*2

* *

1 4( ) 2
2

t
x t D t C    

*2
* *

1( )
2

t
x t Bt A  

 *2 *

4 2C t B D t A    
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Rozwiązanie(kont.) 

1 1

2 2

(0) 0, (2) max

(0) 0, (2) 0

x A x

x B x D

  

   

t*=1, C4=-1 

* *

2

* *

2

1: ( )

1: ( ) 2

u x t t B

u x t t D

  

     

 *2 *

4 2C t B D t A    

 *
2

2

D B
t

 

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Rozwiązanie 
X1(0)=-2 
X2(0)=-1 
vX1(tf)-max 
X2(tf)=3 
Tf-? 
 
 
tf=4 
X1(tf)=2 
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Rozwiązanie (kont.) 

1u  1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t






2

1 1 2
1 2

2 1

( )
,2

( )

t
x t C t C

C B C A

x t t C


  

  
  

1 1

2 2

(0) , ( ) max

(0) , ( )

f

f

x A x t

x B x t D

 

 

 
 

2

2

1 2

( )
( ) ( )

2

x t B
x t B x t B A


   
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Rozwiązanie(kont.) 
 

 
2

2

1 2

( )
( ) ( )

2

f

f f

x t B
x t B x t B A


   

1

2

( ) max

( )

f

f

x t

x t D





2, 1, 3A B D    

 
 

2

1( ) 2
2

f

D B
x t B D B A


    

2

1( )
2

f

f f

t
x t Bt A  

2

2 2
2

f

f

t
t  

>> s=solve('x^2/2-x-4=0') 
 s = 
   4 
 -2  

4

2

f

f

t

x t




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Obliczenie momentu przełączenia 

A,B 

M,N 

E,D 

U=1 U=-1 

A,B E,D 

Tmn-? 
Tf-? 

1u  1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t






1 1

2 2

(0) , ( )

(0) , ( )

f

f

x A x t E

x B x t D

 

 
1u   1 2

2

( ) ( ),

( ) 1

x t x t

x t




 
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Obliczenie momentu przełączenia 

2

1 1 2
1 2

2 1

( )
,2

( )

t
x t C t C

C B C A

x t t C


  

  
  

1u 

 
 

2

2

1 2

( )
( ) ( )

2

x t B
x t B x t B A


   

 
 

2

:
2

MN

N B
t M B N B A


   

MNt N B 

1

2

( )

( )

MN

MN

x t M

x t N





 
 

2

2

MN

MN

t
M B t A  
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Obliczenie momentu przełączenia 

1u   2

1 3 4

2 3

( )
2

( )

t
x t C t C

x t t C


   


   

1

2

( )

( )

f

f

x t E

x t D





1

2

( )

( )

NM

NM

x t M

x t N





2 3 3( )MN MN MNx t t C C N t     

2 3 3( )f f fx t t C C D t     
f MNN D t t  

   
2 2

1 4 4( )
2 2

f f

f f f f f

t t
x t D t t C C E D t t         

   
22 2

1

2

( ) :
2 2 2

( ) :

fMN MN
TM MN f MN f f

TM MN MN f

tt t
x t Bt A D t t E D t t

x t t B t D t

         

    
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Obliczenie momentu przełączenia 
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Przykład 
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Przykład 
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Badanie 
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Zmiana kolejności sterowania 

0.899 
4.449 

U0=-1 
U1=1 
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Minimalizacja ilości przełączeń 

U=1 

U=-1 

U=-1 

U=1 
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Lądowanie na Księżycu 

mg

h

u 
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SpaceX successfully launches and lands 
Starship, May 6, 2021 



Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 

W punkcie startu silnika ts 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżyc (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu 

g=1,623 m/s2 

mg

h

α 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 

Start z powrotem potrzebuje paliwa m1 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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Lądowanie na Księżycu (cd.) 
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