Optymalizacja statyczna

min f(x)=—-max f(x) f(x) 4
X X

df (x) o
dx

1) >0 — min

dx?



Optymalizacja statyczna vs.

Niech dana bedzie funkcja

f:A>R/AcCR"

Zadanie optymalizacji polega
na znalezieniu

takiej wartoéci X~ € A,

ze dla kazdego X € A\{X"}
zachodzi: T (X)> f(X)

Metody binarne

optymalizac;ji * programowanie
liniowe

* metoda Newtona * programowanie

(optymalizacja) kwadratowe

e przeszukiwanie ¢ algorytm punktu

tabu wewnetrznego

e wyszukiwanie

dynamiczna

P

Ekstremum to najwieksza lub najmniejsza
wartos¢ funkciji.

Warunek konieczny istnienia ekstremum
lokalnego (twierdzenie Fermata)

/ x*
f (X ): O To jest rownanie algebraiczne

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum
lokalnego

f ”(X*) < O, to jest to maksimum lokalne

f ”(X*) > O, to jest to minimum lokatne



Optymalizacja statyczna vs.

dynamiczna /

Niech dany bedzie funkcjonat

Yo(X)

J(y)=[ F(x y(x), y'(x))dx

Zadanie optymalizacji polega na

y(X)
znalezieniu ™

“a\
takiej funkcji Yo = Yo (),() > B

ze dla kazdej innej funkcji y (a)=A, y,(b)=B
zachodzi: J [y] > ] [yo]



Funkcja vs. funkcjonat

z(t) = f(¢)

z(t) = 2t* + 1

t =1z
t = 2, ¢ =

J(x(t))=

x(t)=2t"

J(x(t))=

[ x ()t

0

+1

1 2 _ﬂ
j(zt +1)dt = :

0

x(t)=sin(t)+t"

J(x(t))=

(sin(t)+1* )dt ~ 0.7903

L :-.'-'.. . :

| ‘ Pole
i pod krzywej



Inkrementacja funkcji vs funkcjonatu

AF O f(t+ At — f (1)

AJ2J(z(t) + 6z(t)) — J(z(t))




Przyktad. Inkrementacja funkcjonatu
clear all; AJéJ(.’B(t) -+ 6;E(t)) — J(.’L’(t))

t=-1:0.1:1;

X=2.*%t.A2+1;

plot(t,x); 2

hold on X(t) — Zt +1
delta=t.A2-t; 3
x1=2.*t.A2+1+delta;

plot(t,x1,'r"); 5X (t ) — t2 —1 -

LLLLLLLLL

plot(t,delta,'g');

J(x(t)) =1 f(x(t))dt=] 2x*@®)+1]dt *

X(t)+0x(t)=2t° +1+t° -t =3t" -t +1

rrrrrrrrr




Przyktad (cd)
X(t)=2t"+1 Ox(t)=t"—t

integrate 2*(2%t*2+1)*2+1 dx from t=0to 1

ffs Extended Keyboard % Upload

J(x(t)) =y 2x @) +1]dt

Definite integra

6—  Ll[z[mz +1 +1)dt = lli; ~ 7.2667
Pole pod
krzywej
integrate 2*(2%t*2+1+t*2-t)*2+1 dx from t=0 to 1
ffs Extended Keyboard * Upload
ts ,
I(x(O)+8x(1) = [ 2(x(O)+ X (1)) +21 [t s
ty

1 94
J L2L2t2+l+t2—t]2+ljcft=E ~ 6.2667
i Jo+
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Inkrementacja funkcjonatu

J(x(t))= j(sz(t)+l)dt —> min jﬁb‘ﬂf
AJEJ(x(t) + 6z(t)) — J(x(t))

AJ = J(z(t) + bx(t)) — J(z(t)),
te t
_ /t " [2(a(t) + 2(t)® + 1] dt - /t "2a?(0) + 1] at,

_ /t * [aa(t)6a(t) + 2(62()?] at




Ekstremum funkcji
Optimum w punkcie £* t—t*l < €
df =0

minimum

Af=f(t)—ft") >0, d2f>0

maksimum

Af=f(t) - f(t*) <0, d*f <0.




t*

v

t*

\ 4

f(t) 4

-V

t*
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Ekstremum funkcjonatu

Optimum w punkcie (funkgcji) x*

|z — z*| <e
§J(z*(t),6z(t)) =0

AJ = J(z)— J(z*) >0, &J>0

maksimum

AJ=J(x)—-Jx") <0 §27<0.

J(X()+0x(1))=J (X(t))%g—i?x(t) +%(227‘3(5x(t))2 oo

1
______



Rachunek wariacyjny

Punktem wyijscia rachunku wariacyjnego jest funkcjonat J,
ktorego argumentami sg funkcje specyficzne dla danego
problemu. Funkcjonat J ma zwykle postac catki oznaczonej po
pewnym przedziale dla funkcji podcatkowej zalezgcego od

argumentu Xx:

J(x0)=[ Faxo.xod

X (t)+2x(t)+3t=5x'(t) |dt — min

o
N
P
—~~
—~t+
S
N—"

Il
Q)'_’U



Zagadnienie wg rachunku
wariacyjnego

o J(X()) = jt” F (¢, x(t), X'(t))dt

X(to) — A’ X(tf) — B

Szukamy X = X(t)

zeby

J > min



Przyktad. Uktad dynamiczny
J(x(t)) = jt” F (¢, x(t), X'(t))dt

YO =x0) 5154

X'(t) = u(t)
e() =1 ((Q-y)* + pu” )t
F=(Q-x)"+ X~



£ Réwnanie Eulera-Lagrange'a

3(y)=[ F(x y(x), y'(x)dx

5y:y_yo y=5y+y0
[ oY) [<<| Yo () [, 18y (X) << y'(X) |
oy(a)=06y(b)=0



Rownanie Eulera-Lagrange'a. Wyprowadzenie

J(y)=[ F(x y(x), y'(x))dx

0J 16°] :
J (Yo (X)+8Yy(x)) = (yo(X))+55y(x) +EW(5y(x)) fe..

Y(X)= Yo (x)+6Y(x) Sy=y-y,
Szereg Taylora dla funkcji F:

, " OF . oF
F(X1 y;y): F(X1 Yo' Yo )+_5y‘|‘—’5y +...
oy oy

f(x) = f(a)+ ff!a) (x—a)+ f’;(!a) (x—a)% +...



Réwnanie Eulera-Lagrange'a. Wyprowadzenie (c.d.)

J(y)=[ F(x y(x), y'(x))dx
od =Jly]-Jly,]

oF 8 ,

FOG YY) =F (X Yo, Yy

6F

ja—F5ydx+[ j
a ay

—5ydx+Ja —5y dx =

j ——5y(x)dx

/uvfd:rzuv—/vu"d:r




Réwnanie Eulera-Lagrange'a. Wyprowadzenie
(cd)
0J = j 5y(x)dx+_[ —5y (X)dx =

ja %:5y(x)dx+@§ )|

j — §y(x)dx

6y(a)=6y(b)=0 )

0J

jb oF d oF Sydx=0

al oy dxoy




Rownanie Eulera-Lagrange'a

0=5J = j { d aF}5ydx

oy dx&y
oF d oF d
—_ p— F__F/:O,
& oy 0| &) |y ax
FZG_F F:aF
y ay’ y' ayr

Funkcje y(x) nazywamy ekstremalami

Funkcja bedaca argumentem funkcjonatu, dla ktorej ten przyjmuje najwiekszg lub
najmniejszg wartos¢ liczbowa, np. droga catkowania, przy ktérej wartosc¢ catki osigga
minimum lub maksimum

http://sjp.pl/ekstremal
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Przyktad. Uktad dynamiczny
J(x(t)) = jt” F (¢, x(t), X'(t))dt

YO =x0) 5154

X'(t) = u(t)
e() =1 ((Q-y)* + pu” )t
F=(Q-x)"+ X~



Przyktad (cd)

Wolfram alpha

-2+2*x-2*x"=0,x(0)=0,x(1)=1 derivative of (e”(2-t)-e*t+1-e72)/(1-e72)

w5ukladDynamiczny.xls



Przyktad (cd)

derivative of (e (2-t)-ert+1-e72)/(1-e72)+tN2-t
function y = fcn(t)

de* e +1-¢° 2 e I::E'p"'r + %)

T et = o 2= %y = exp(-t)*(exp(2¥t)+exp(2))/ (exp(2)-1);
| y = exp(-t)*(exp(2*t)+exp(2))/(exp(2)-1)+2*t-1;




Zadanie 1F

2

A

30-04

3 (x®) = [[ %) - 26x(t) ]t

X(0) =1
X(2) =5

0

ﬁ?

0




Rozwigzanie

funkcjonat 2
- f

0
v &

V

2(t) — 2t (t

| at

ox dt\

o —
— 3(t) = t.

v

& e

(2i(t]) = 0

x(O) =1 T (t
x(2)=5

—_ _|_ Clt _l_ Cz ekstremal

6

z(0)=1—0Cr=1, z(2)

G| W



Symulacja

* Przl.mdl o ____________ _________ . ”

Clock
N Fcn

int(sym('(1/2*t"2+4/3)"2-
2*t*(1/6*t73+4/3*t+1)"),'t',0,2)
ans =-68/15=-4.5333



Druga wariacja
b

I(y)=[F(xy.y )

5J :_T[F(x,y+h,y'+h')—F(x, y, y')]dx

h(a) = h(b) =0
Ze wzoru Taylora wynika, ze h'(a)=h'(b)=0
F(x,y+h,y'+h');F(x, Y, y'):haF();yy’y )+h' GF()a(,y}/,y )+

2 2 5
(L1 OF gy OF 10 O
2__ 0y oyoy' 2 oy
O°F | 82F, | 52!2 obliczone sa w punkcie (x,y+6?h,y' +¢9h')
v oy o O0<f<1l =

gdzie pochodne




Dostateczny warunek ekstremum

Podobno jak w przypadku badania funkgji
uzywamy pierwszej i drugiej rozniczki, tak
samo, przy badaniu funkcjonatow uzywamy
pierwszej i drugiej wariacji.

2 2 2 |
g |:+2hh' oF +h'28 i

2 2 dX
oy oyoy' oy

-
52J=j h?

27



Dostateczny warunek ekstremum

2 2 2
g E+2hh' g F,+h'2@ Iz
oy oyoy oy~
Jezeli funkcjonat J(y) ma minimum dla funkcji y(x), to dla

kazdej funkcji h(x) , i zerujacej sie na koncach przedziatu (a,b),
musi zachodzic

dx (2)

-
523=j h?

5°J >0
b
Catkujac przez czesci (2) mamy 5] = I[hZP + h'ZR]dx

1 d
ie P==|F ——F,
gdzie 2( W Wj Rzi

2 %
]f&%ﬁmﬁhszwg@%:/fw%mﬂdm



Twierdzenie Legendre’a

Jeéli funkcjonat J(y) dla funkcji y(x) ma ekstremum stabe, to muszg by¢ spetnione
warunki konieczne:

1. Funkcja y(x) ma spetfnia¢ réwnanie Eulera-Lagrange’a F —F, 6 =0,

2. Dla funkcji y(x) musi by¢ spetniony warunek na minimum R=— Fy,y, >0

29



Optymalizacja statyczna vs.

dynamiczna

Niech dany bedzie funkcjonat

Yo(X)

J(y)=[ F(x y(x), y'(x))dx

Zadanie optymalizacji polega na

y(X)

znalezieniu \a\
takiej funkcji Yo = Yo (),() > B
ze dla kazdej innej funkcji y (a)=A, y,(b)=B
zachodzi: .
J [y] > J [yO] Warunek konieczny
, : - |oF d oF
Krzywe catkowe réwnania Eulera nazywamy ekstremalami — =0
oy dx oy’
Warunek wystarczajacy R — E F > O To jest rownanie rézniczkowe
(na minimum) 2 Yy -




Schemat badania

y(x) x* miny(x*) J(y(x))= Iol(y'2 +12xy)dx — extr
* Funkcja & ® Funkcjonat /ﬂ D
e Ekstremum J e Ekstremal

(punkt) (funkcja) )

N
* Warunek konieczny Y’(x)=0 * Warunek konieczny a_F _i oF )
= 7 . 7o !
« Réwnanie algebraiczne * Réwnanie rézniczkowe ) oy dxoy
\ l
e Warunek wystarczajacy * Warunek wystarczajacy
o Sprawdzanie na ekstrema * Sprawdzanie na ekstrema Y¥(x)

=—F, 2
Y”(x*)>0 R 2Fyy 0

\
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Zadanie 2

J(y(x)) = jol(y'2 +12xy)dx —> extr

F(x,y,y)=y"”+12xy

d
Fy —& Fy’ :O,




Rozwigzanie

2
F (X, Y, Y') — y’ +12xy FY—%Fy,zo,
Fy=12x, Fp=2" Ay oyt |128- 2=0)  y'=6x
dx
¥[0) = 0; )=z +Cix +Ca (y(x)) = J':(y'2 +12xy Jdx — extr
AL =1, »{o)=cy =0, Cy=0;
/ »l)=1+C +Cy =1 Gy =0, [
_ .3 D A
VX =% ekstremal 21*xh
1 -
R==-F..>0 Ho.=2=1 minimum Y=x
2 Y H ’ F=1+12x/2

P=— E(Fyy _i Fw'j F (X, Y, y') — y’2 +12xy ,



MatLab. Porownywanie.

.
Iy =J.|L)J“E + 123:_}3).:1’}:% exty
i

clear all
syms X

yvix)= x

k=1:5; /
y=x.k;

Dy=diff(y,x);

F=Dy.A2+12*x.*y;

J=int(Fx,0,1);

Jm=eval(J);

disp('k  J(x"k)‘)

fprintf('%d %12.10f\n',[k;Jm])

\wl1lMatLab\ex1l.m

J(x"k)
5.0000000000
4.3333333333
4.2000000000
4.2857142857
4.4920634921

M,(0,0) M,(1,1)



Zadanie 3

y=Yy(X) y0)=y@®=0

oF doF
oy dxoy

1
J= jy +4y° — 2y dx—>m|n
0

F(X,y,y)=y"°+4y° -2y




Rozwuqzanle

y=Y(X) y©0)=y@®=0 J_Iy +4y? —2y)dx — min

oOF d oF _ F(xy)=y? +4y’ -2y
oy dxoy
2X —2X 1
y”_4y _|_1: O Rozwigzanie ogdlne y(x):cle +C,€ +Z
(jako niejednorodne) 5 WOITTz
1 . 4 :
Cc,+C, +Z:O 1 4(ez_|_1)
1 4
ce’+ce”+==0 ¢c,=—=
4 4 4(e +1)




Rozwiazanie
Dane wejsciowe:
Funkcja podcalkowa F(x,y,y')=4&y"2 - 2*y + B
Rozwiazanie R/

Dane wejsciowe:
Funkcja podcalkowa F(x,y,y')=Dy”2 + 4*yA2 - 2*y
Warunki z lewej strony: y(0)=0

O0zWIgzanie komputerowe

warunki z prawej strony: y(1)=0 009 : B

Fy=8*y -2 008 VRN
Fy'=2*Dy o/ \
dFy'/dx=2*D2y ol /

warunek Legendre a: Foost

Fy'y'=2 iy ,
Rownianie Eulera: 001/
8*y - 2*D2y - 2=0 R R :

Rozwiazanie ogolne rowniania Eulera :
y(x)=C2/exp(2*x) + C3*exp(2*x) + 1/4
Rowniania dla warunkow granicznych:
C2+C3+1/4=0
(562949953421312*C2)/4159668786720471 +
(4159668786720471*C3)/562949953421312 + 1/4=0
Rownanie ekstremali:
y(x)=0.25 - 0.22019926949447 /exp(2.0*x) - 0.029800730505529*exp(2.0*x)
Jextr =

-0.0596
Jlin=

0

Zadaniel.m



Zadanie 4
J JF:|=J:(JJ'I2 —_}fjj.:fx%rem:r

F(xyy)=y?-y? { 0

N\,

d
Fy —& Fy' :O,




Rozwigzanie nie jednoznaczne

Fy=—zjf; Fy:ﬁ}f'_ J?" +:_|;: [ >[+yo -
vix) = Chocosx + Castnx o

e

II:I-'FII E iI'IIL' :I = | == 1 second-order linear ordinary differential equation

vix)=cosx + Casinx.

¥ix) = i cos(x)
'| N " n r. 'h 1 1
¥ | | I‘l ll ¥
: |'||'H||'I|
|
_'. da lla .'u_ |
X ¥

C2<-R

e minimum
Foye =2,

Rodzina funkcji y(x) jest rozwigzaniem



clear all

Ssyms X

C2=-2:2;
y=cos(x)+C2*sin(x);
Dy=diff(y,x);
F=Dy.N2-y.A2; 3
J=int(F,x,0,2*pi)
xpl=linspace(0,2*pi);

figure 2
hold on
for k=1:length(J), 1
ypl=subs(y(k),x,xpl);
plot(xpl,ypl) § 0
end
hold off -1

set(get(gcf,'CurrentAxes'),...

'FontName','Times New Roman Cyr','FontSize',12) ol

xlim([0 2*pi])
da=daspect;
da(1:2)=min(da(1:2));
daspect(da);

title ("\bfPrzyklad ')
xlabel ("\itx\rm')

ylabel ("\ity\rm(\itx\rm)')

\w1lMatLab\ex2.m

MatLab

Przyklad

=3



Brachistochrona

Brachistochrona — krzywa, po ktorej czas
staczania sie masy punktowej od punktu A
do punktu B pod wptywem statej sity (sity
ciezkosci) jest najkrotszy. Nazwa pochodzi
od ztozenia greckich stow brachistos
(Bpaxtotoq) - "najkrétszy" i chronos
(xpovoc) - "czas"



Brachistochrona

Zagadnienie brachistochrony byto jednym z pierwszych, do
rozwigzania ktorego wykorzystano rachunek wariacyjny.
Postawiony w 1696 przez Jakuba Bernoulliego problem
znalezienia krzywej najszybszego spadku zostat rozwigzany

niezaleznie przez Leibniza, Newtona, Jana Bernoulliego oraz
de L'Hospitala.

W zadaniu o brachistochronie szukamy linii t3czacej dwa
punkty A i B, nielezgce na jednej prostej pionowej, po ktorej
punkt materialny stacza sie najszybciej. Krzywa taka nazywa
sie brachistochrona.



Eksperyment




/ Model matematyczny

A

R y = Y(X)
S

Kryterium optymalnosci
Problem sterowania ujmuje funkcjonat kosztow

W kazdym punkcie predkos¢ ma by¢ maksymalng,
Czyli czas catkowity musi mycz minimalny

y =y(X)




Dtugosc krzywej

ds
A /‘ dy

Y d

ds® = dx’ + dy?

5 dy = y'(x)-dx
ds = 1+ y'(x)?dx

L:z\/lJr(f’(x))zdx

45



Model matematyczny (cont.)

Zasada zachowania energii — empiryczne prawo fizyki,
stwierdzajace, ze w uktadzie izolowanym suma wszystkich

rodzajow energii uktadu jest stata g ;
S = mg(y(a) — y(x))

v =4/29(y(a) - y(x))

t 1y (x)?
Y00)=] \/ 29(y(a)-y0) A=00)

b1+ y'(%)? i Ly ()
J:‘([\/ ) dx — min F(X,Y)Z\/Zg(;(;/)(_x)y(x))




Brachistochrona. Rozwigzanie

N 1+ y'(x)° 1+ y'(x)?

J = d _

! \/29(y(a)— v F(xy) \/29(y(a)—y(><))
oF _doF _,
oy dxoy

Rozwigzujac to rédwnanie otrzymujemy brachistochrone:

X(t) =%k2(t—sint)

gdzie k to stata zalezna od warunkow
brzegowych, czyli od punktéw A i B.

y(t) = % k*(1—cost)




Brachistochrona

, 1+y"
F(y’y):\/ y oF_doF _,
29-Y oy dx oy’
cormmmotnivl| O
oy
12 /
\/1+y o y _Co 1
20y J20-y -1+ Y" J2G9-y -1+
dy C,—V
1+y?)y=C, & === |2 d
( y )y 0 dX \/ y _y>0
1 X
) = ~>0
29 -C



Brachistochrona

dy _ ﬂ, C>0 y(t):g—gcostﬂ:cos21
dx y 2 2 2
t t .t t
: Ccos’~ Ccos—sin— coS—
y,(t) = t2 = ,2 2 _ t2 = x’(t)=Csin21
x'(t) \Csinz x'(t) sin 2
- 2 c 2
x’(t):E(l—cost)<:>x(t)=5(t—sint)+C1,
C, =0, x(0)=0 X(t) == (t-sint)

y(@)=A, y(b)=B Y(t) =S (1-cost)




Rozwigzanie zagadnienia

X(T),y(T)->C,T




Brach.m

clear all

disp('Brachistochrona’)

X2=2;

y2=0.9;

fprintf('Punkt prawy: y(%d)=%d\n',x2,y2)
eql=['C1*(t2-sin(t2))="' num2str(x2)];
eq2=['C1*(1-cos(t2))=" num2str(y2)];
fprintf('System rownian:\n%s\n%s\n',eql,eq?2)
syms C1 t2;

eql=C1*(t2-sin(t2))==x2;
eq2=C1*(1-cos(t2))==vy2;

%Sol=solve(eql,eq2,C1,t2);
Sol=vpasolve(eql,eq2,C1,t2);

Cl=eval(Sol.C1);
t2=eval(Sol.t2);

04r

)

06 [

0.8

Brachistochrona

0.2\

0.5




Gtowna cecha brachistochrony —
najmniejszy czas

veay=-b ds

Functional equation: J;__ oy=0 | minimal (expression coming from the fact that the speed of the moving body is proportional to JH ).
=0, y= },‘

: : i : ds C
Differential equation (obtained by applying the Euler-Lagrange equation): a = W
v
x=R(6-sind 1 a=R(®—-smO
Movement: ( ) where g = \/E; ,and g — € is defined by ( )
y=R(cos0-1) R 2 b=R(l-cos®)

Travel time: 7 = \/EG) where ® 1s defined above.

g
2 2
Travel time on a straight line: ]I:\/E ,a ;;b :
4
3

. 2 a b
Travel time by the bent path: 7, = [=|yb+—= (T <, &= >2).
ravel time by the bent pa : g(«f_+2@](1<2c>a>4)

0

o

https://mathcurve.com/courbede.gb/Brachist
ochrone/brachistochrone.shtml



https://mathcurve.com/courbes2d.gb/brachistochrone/brachistochrone.shtml
https://mathcurve.com/courbes2d.gb/brachistochrone/brachistochrone.shtml

Tautochrona

Tautochrona (gr. tavtog tautos,
taki sam + xpovog chronos, czas)
— linia krzywa, po ktérej masa
punktowa pod wptywem statej
sity ciezkosci stacza sie do
najnizszego punktu krzywej w
takim samym czasie, niezaleznie
od punktu startowego na tej
krzywej. Tautochrona jest
odwrocong cykloidg

https://pl.wikipedia.org/wiki/Tautochrona_(fizyka)

Video od 22-ej minuty

https://www.youtube.com/watch?v=skvnj67Y
Gmw



https://www.youtube.com/watch?v=skvnj67YGmw
https://www.youtube.com/watch?v=skvnj67YGmw

