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Optymalizacja 

Optymalizacja – metoda wyznaczania najlepszego (optymalnego) rozwiązania 
(poszukiwanie ekstremum funkcji/funkcjonału) z punktu widzenia określonego kryterium 
(wskaźnika) jakości (np. kosztu, drogi, wydajności). 

Stosuje się optymalizacje jedno i wielokryterialne.  
Optymalizacja wielokryterialna występuje w wielu różnych dziedzinach: w 
projektowaniu produktu i procesu produkcji, finansów, projektowaniu samolotów, w 
przemyśle chemicznym, projektowaniu samochodów, wszędzie tam gdzie optymalne 
decyzje muszą być podjęte w obecności kompromisów pomiędzy dwoma lub więcej 
sprzecznymi celami. Przykładem wielokryterialnej optymalizacji jest maksymalizacja 
zysków i minimalizacji kosztów produktu, maksymalizacja wydajności przy 
ograniczaniu zużycia paliwa pojazdu, czy też obniżenie masy urządzenia przy 
jednoczesnej maksymalizacji wytrzymałości poszczególnych jego komponentów. 



Optymalizacja. Ogólna postać 

( ) ( )y x f x

Optymalizacja – problem polegający na znalezieniu ekstremum zadanej funkcji celu. 

Zadania optymalizacji dzielimy na dwie podstawowe klasy: 
 
optymalizację statyczną (sprowadzającą się do poszukiwania ekstremum funkcji)  
 
 
 
 
 
(niewiadomy jest wektor x) 
oraz 
optymalizację dynamiczną, sprowadzającą się do poszukiwania ekstremum funkcjonału 
 
 
 
(niewiadoma jest funkcja g(x)) 
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Optymalizacja statyczna vs dynamiczna 
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Maksymalizacja objętości 

Producent cylindrycznych pojemników chce zmaksymalizować objętość produkcji 
𝑽dla danej powierzchni zastosowanego materiału 𝑺𝟎. 

2( , ) maxV r h r h 

2

0( , ) 2 2 ,S r h r rh S   
r

h

𝑺𝟎 
𝑽 



Funkcja optymalizacji 
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Zagadnienie optymalizacji 
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Rozwiązanie analityczne 
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>> r=sqrt(S0/(6*pi)) 
r=    0.7284 

>> V=S0/2-3*pi*r^3 
V =    1.3582 
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>> h=sqrt(2*S0/(3*pi)) 
h =    1.4567 
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Lokalizacja centrum handlowego 
Aby zapewnić wygodę wszystkim mieszkańcom dzielnicy, 
konieczne jest takie ustawienie centrum handlowego, aby 
całkowita odległość między nim a obszarami 
mieszkalnymi była minimalna.  

Osiedle Współrzędne 

Oś x1:  ak Oś x2:  bk 
Osiedle1 2 8 
Osiedle2 10 9 
Osiedle3 5 2 
Osiedle4 11 9 
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Osiedle1.m 



Wyszukiwanie wyczerpujące 

a=[2 10 5 11]; 
b=[8 9 2 9]; 
  
Out=[]; 
for x1=2:0.5:11 
    for x2=5:0.5:9 
        %sum(sqrt((x1-a).^2+(x2-b).^2)) 
        f=0; 
        for i=1:4 
            f=f+sqrt((x1-a(i))^2+(x2-b(i))^2); 
        end; 
         
        Out=[Out;x1 x2 f]; 
    end; 
end; 
[v i]=min(Out(:,3)); 
Out(i,:) 
plot(a,b,'.r','MarkerSize',40); 
hold on; 
plot(Out(i,1),Out(i,2),'.b','MarkerSize',40); 

 plot3(Out(:,1),Out(:,2),Out(:,3),'r*') 

 plot(Out(:,3)) 

Osiedle1.m 



Brachistochrona 
Zagadnienie brachistochrony było jednym z pierwszych, do 
rozwiązania którego wykorzystano rachunek wariacyjny. 
Postawiony w 1696 przez Jakuba Bernoulliego problem 
znalezienia krzywej najszybszego spadku został rozwiązany 
niezależnie przez Leibniza, Newtona, Jana Bernoulliego oraz 
de L'Hospitala. 



Eksperyment 



Model matematyczny 
A 

B 

( )y y x

x 

y 

( )y y x

Kryterium optymalności 
Problem sterowania ujmuje funkcjonał kosztów 

Trzeba znaleźć 

W każdym punkcie prędkość ma być maksymalną  

długość krzywej 
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Brachistochrona 
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Bach2.m 

clear all  
disp('Brachistochrona')  
x2=2; 
y2=1; 
fprintf('Punkt prawy: y(%d)=%d\n',x2,y2) 
eq1=['C1*(t2-sin(t2))=' num2str(x2)]; 
eq2=['C1*(1-cos(t2))=' num2str(y2)]; 
fprintf('System rownian:\n%s\n%s\n',eq1,eq2) 
syms C1 t2 
eq1=C1*(t2-sin(t2))==2; 
eq2=C1*(1-cos(t2))==1; 
  
%Sol=solve(eq1,eq2,C1,t2); 
Sol=vpasolve(eq1,eq2,C1,t2); 
  
C1=eval(Sol.C1); 
t2=eval(Sol.t2); 
disp('Rozwiazanie:') 
fprintf('Stala C1=%10.5f\n',C1) 
fprintf('Parametr t2=%10.5f\n',t2) 
disp('Rownianie brachistochrony:') 
fprintf('x(t)=%10.5f(t-sin(t))\n',C1) 
fprintf('y(t)=%10.5f(1-cos(t))\n',C1) 

t=linspace(0,t2);  
x=C1*(t-sin(t));  
y=C1*(1-cos(t));  
figure %  
plot(x,y) %  
set(get(gcf,'CurrentAxes'),... 
  'FontName','Times New Roman Cyr','FontSize',12) 
axis ij %  
xlim([0 x2])  
da=daspect; 
da(1:2)=min(da(1:2)); 
daspect(da);  
title ('\bfBrachistochrona') 
xlabel ('\itx\rm(\itt\rm)')  
ylabel ('\ity\rm(\itt\rm)')  
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 Problem miękkiego lądowania 

G = mg

Powierzchnia planety

Ciąg silnika
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Warunki brzegowe: 

  

   

  

Kryterium optymalności: 
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zużycie paliwa 

Wyszukiwanie wyczerpujące? 



Optymalne sterowanie 

00 t < ξ , u = 0

Pasywna sekcja zrzutu: 
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Model w Simulinku 

 

moonshipOS 



Wyniki symulacji 

 



Optymalizacja bezwarunkowa 
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Optymalizacja warunkowa 
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Maksymalizacja funkcji vs 
minimalizacja funkcji 
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>> x = -0.2 : 0.01 : 1.2; 
y = (x-0.5).^2+0.2; 
plot (x,y)  
hold on 
y = -((x-0.5).^2+0.2); 
plot (x,y)  
grid on 
xlabel('x'), ylabel('y') 
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Metody bezpośrednich poszukiwań 

min ( )
x

f x

Minimum funkcji znajduje się w dwóch fazach: 
• Metody ustalania przedziału, w którym znajduje się minimum (ang. 
bracketing methods) 
• Metody znajdowania minimum z zadana dokładnością: 
– Metody eliminowania obszarów (ang. region elimination methods) 
– Metoda estymacji punktowej (ang. point estimation method) 
– Metody oparte na gradientach (ang. gradient based methods) 

Źródło: https://web.sgh.waw.pl/~mlewan1/Site/MO_files/mo_skrypt_21_12.pdf 



Metoda wyczerpującego poszukiwania 
(ang. exhaustive search 

method) 
Metoda ta polega na porównywaniu wartości funkcji celu dla punktów jednakowo 
od siebie odległych. Zazwyczaj poszukiwania zaczyna się od dolnego 
ograniczenia zmiennej i w pojedynczej iteracji porównuje się wartości 
trzech kolejnych punktów wykorzystując założenie unimodalności. 

\ProgramOS\MetWyczPoszukiwaniaOS.m 



 



 



 



 



 



>> MetWyczPoszukiwaniaOS 
         0    0.3000    0.6000 
 
    0.3000    0.6000    0.9000 
 
odcinek 
    0.3000    0.6000    0.9000 > MetWyczPoszukiwaniaOS 

         0    0.1500    0.3000 
 
    0.1500    0.3000    0.4500 
 
    0.3000    0.4500    0.6000 
 
    0.4500    0.6000    0.7500 
 
    0.6000    0.7500    0.9000 
 
odcinek 
    0.6000    0.7500    0.9000 



Metoda przyspieszonego 
poszukiwania (ang. bounding phase 

method) 

metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetPrzyspPoszukiwaniaOS.m 

Metoda ta polega na obraniu punktu początkowego i wybraniu kierunku poszukiwań na 
podstawie porównania wartości funkcji w punkcie początkowym oraz dwóch wartości funkcji w 
punktach będących w bezpośrednim sąsiedztwie punktu początkowego. Później znajduje się 
drugi kraniec przedziału stosując wykładnicza strategie poszukiwań.  
Poniżej użyty jest wykładnik równy 2, ale można używać jakakolwiek inna liczbę dodatnia. 
Wykładnik wyższy niż 1, powoduje ’przyspieszanie’ wykładnicze poszukiwań, co zmniejsza liczbę 
iteracji, ale dzieje się to kosztem uzyskanej dokładności. 



Metoda przyspieszonego 
poszukiwania (ang. bounding phase 

method) (cd) 

metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetPrzyspPoszukiwaniaOS.m 

kierunek 

iteracje 



 

Δx<0 
f(x0) 

x0 



 

xk xk1 



 



 



 



 



 
>> MetPrzyspPoszukiwaniaOS 
    0.1000         0    0.2000    0.1000 
 
Ptzedzial 
 
Out = 
 
         0    0.1000    0.2000 
    1.0000    0.2000    0.3000 
    2.0000    0.3000    0.6000 
    3.0000    0.6000    1.1000 

>> MetPrzyspPoszukiwaniaOS 
    1.3000    1.2000    1.4000   -0.1000 
 
Ptzedzial 
 
Out = 
 
         0    1.3000    1.2000 
    1.0000    1.2000    1.1000 
    2.0000    1.1000    0.8000 
    3.0000    0.8000    0.3000 



Metody znajdowania minimum z 
zadana dokładnością:  

Metody eliminowania obszarów 



Wizualizacja eliminowania  



Metoda dzielenia przedziału na 
połowę 

Metoda ta polega na wybraniu trzech punktów jednakowo odległych od 
siebie oraz od krańców przedziału oraz wyliczeniu wartości funkcji w tych 
punktach, w wyniku czego można wyeliminować połowę przedziału. 

\metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetElimObszaruDzielDwaOS.m 



Wizualizacja metody dzielenia 
przedziału na połowę 



 



 

 a=x1; 
        b=x2; 



 



 

 a=x1; 
        b=x2; 



 



 

 a=x1; 
        b=x2; 



 



 

a=x1; 
        b=x2; 



 



 

if puszka2(x1,S0)<puszka2(xm,S0) 
    b=xm; 
    xm=x1; 



 

if puszka2(x1,S0)<puszka2(xm,S0) 
    b=xm; 
    xm=x1; 



 



 

 a=x1; 
        b=x2; 



 



 

 a=x1; 
        b=x2; 



 



 

if puszka2(x2,S0)<puszka2(xm,S0) 
a=xm; 
        xm=x2; 



 

L =  b-a =   0.005859375 

[a b]=[ 0.7265625    ,   0.732421875] 



 
>> MetElimObszaruDzielPrzezDwaOS 
    0.3750    1.1250    0.7500         0    1.5000 
 
    0.5625    0.9375    0.7500    0.3750    1.1250 
 
    0.6563    0.8438    0.7500    0.5625    0.9375 
 
    0.7031    0.7969    0.7500    0.6563    0.8438 
 
    0.7266    0.7734    0.7500    0.7031    0.7969 
 
    0.7148    0.7383    0.7266    0.7031    0.7500 
 
    0.7207    0.7324    0.7266    0.7148    0.7383 
 
    0.7236    0.7295    0.7266    0.7207    0.7324 
 
    0.7266    0.7324 



Metoda złotego podziału 
W metodzie tej w każdej nowej iteracji potrzeba wyliczyć tylko jedna nowa 
wartość funkcji. Idea polega na tym, ze spośród dwóch punktów, które 
potrzebne są, aby stosować regułę eliminowania obszarów, jeden punkt jest 
zawsze poprzednim a tylko drugi punkt jest nowy. Ponadto przedział zawęża 
się za każda iteracja proporcjonalnie o tyle samo, czyli o wartość , która 
spełnia następująca zależność: 

metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetElimObszaruZolotPodzialOS.m 

1 3 5
0.382

1 1 2
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Złota liczba 

Złoty podział wykorzystuje się często w 
estetycznych, proporcjonalnych kompozycjach 
architektonicznych, malarskich, fotograficznych 
itp. 

Złoty prostokąt może być 
rozcięty na kwadrat i mniejszy 
prostokąt o tych samych 
proporcjach co rozcinany. 



Metoda złotego podziału (cd) 



Reguła eliminowania obszarów 



Przykład 

(w1-a)/(w2-a )=   1.6180339887499 

(b-w2)/(w2-a) =     1.6180339887499 



Twierdzenie 
Jeden punkt jest zawsze poprzednim a tylko drugi punkt jest nowy 
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w1 w2 

 x1=min([w1 w2]); 
    x2=max([w1 w2]); 

x1 x2 

 b=x2; 



 

 a=x1; 



 

 a=x1; 



 

b=x2; 



 

 a=x1; 



 



 

>> 
MetElimObszaruZolotPodzialOS 
    0.5729    0.9271    1.5000 
 
    0.3541    0.5729    0.9271 
 
    0.5729    0.7082    0.5729 
 
    0.7082    0.7918    0.3541 
 
    0.6565    0.7082    0.2188 
 
    0.7082    0.7401    0.1353 
 
    0.7401    0.7599    0.0836 
 
    0.7279    0.7401    0.0517 
 
    0.7204    0.7279    0.0319 
 
    0.7279    0.7326    0.0197 
 
    0.7251    0.7279    0.0122 



Metoda liczb Fibonacciego 
W metodzie złotego podziału proporcja zmniejszania się przedziału z iteracji na iteracje 
pozostaje niezmienna i wynosi 0.618. W metodzie liczb Fibonacciego, idea jest taka sama jak w 
metodzie złotego podziału, z wyjątkiem faktu, ze w metodzie liczb Fibonacciego proporcja 
zmniejszania się przedziału z iteracji na iteracje zmienia się tak, aby przedział zmniejszał się w 
sposób optymalny (tzn. jak najbardziej). 
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Metoda liczb Fibonacciego (cd) 

Złoty podział: 



Metoda liczb Fibonacciego (cd) 

MetElimObszaruFIbonacci2OS.m 



a,b,L 

OutZP = 
 
         0    1.5000    1.5000 
         0    0.9271    0.9271 
    0.3541    0.9271    0.5729 
    0.5729    0.9271    0.3541 
    0.5729    0.7918    0.2188 
    0.6565    0.7918    0.1353 
    0.7082    0.7918    0.0836 
    0.7082    0.7599    0.0517 
    0.7082    0.7401    0.0319 

OutD2 = 
 
         0    1.5000    1.5000 
    0.3750    1.1250    0.7500 
    0.5625    0.9375    0.3750 
    0.6563    0.8438    0.1875 
    0.7031    0.7969    0.0938 
    0.7031    0.7500    0.0469 
    0.7148    0.7383    0.0234 
    0.7207    0.7324    0.0117 
    0.7266    0.7324    0.0059 

OutF = 
 
         0    1.5000    1.5000 
         0    0.9273    0.9273 
    0.3540    0.9273    0.5732 
    0.5727    0.9273    0.3545 
    0.5727    0.7922    0.2195 
    0.6571    0.7922    0.1351 
    0.7081    0.7922    0.0841 
    0.7081    0.7586    0.0505 
    0.7081    0.7416    0.0335 



Złoty podział vs. Fibonacci 

OutZP(1:10,3)./OutZP(2:11,3) 
 
ans = 
 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 
    1.6180 

[OutF(1:7,3) OutF(2:8,3)+OutF(3:9,3)] 
 
ans = 
 
    1.5000    1.5005 
    0.9273    0.9278 
    0.5732    0.5740 
    0.3545    0.3545 
    0.2195    0.2192 
    0.1351    0.1346 
    0.0841    0.0839 



Metody estymacji punktowej. 
Metoda interpolacji kwadratowej 

Powella 

Szukamy trzy punkty x1 < x2 < x3 takie, ze wartości funkcji w tych punktach spełniają 

 f(x1) > f(x2) < f(x3).  

Szukamy równania wielomianu kwadratowego  
przechodzącego przez punkty  
(x1; f(x1)), (x2; f(x2)) i (x3; f(x3)). 

MetElimObszaruInterpolacjaOS.m 

f(x1) > f(x2) < f(x3)  

    0 1 1 2 1 2( )q x a a x x a x x x x   

   

   

   

1 1

2 2

3 3

q x f x

q x f x

q x f x







20022024 



Metoda interpolacji kwadratowej 
Powella (cd) 



Metoda interpolacji kwadratowej 
Powella (cd) 



 

x4 x1 x2 x3 



 

x1 x2 
x3 



 



 



 



 



 

>> MetElimObszaruInterpolacjaOS 
Sprawdzamy warunek f(x1)>f(x2)<f(x3) 
         0   -2.4246    3.1029 
 
 
x = 
 
         0    0.6037    0.7500    0.6037 
 
         0   -2.3272   -2.4246 
 
 
x = 
 
    0.6037    0.7500    0.7551    0.7551 
 
   -2.3272   -2.4246   -2.4229 
 



Schemat metod badań funkcji 



Metody oparte na gradientach 

Metody opisane dotychczas wykorzystywały tylko wartości funkcji. Metody oparte na 
gradientach wykorzystują natomiast dodatkowo informacje o pochodnych funkcji. 



Ekstrema funkcji jednej zmiennej  
( )y f x

0
df ( x )

dx x




2

2
0

d f ( x )

dx x




2

2
0

d f ( x )

dx x




minimum maksimum 

Rzeczywista ciągle 
różnicowana funkcja jednej 
zmiennej 

Metoda gradientowa (pośrednia) 
Analityczne obliczenie pochodnej 



Przykład 

*
* *3

0( )
2

r
V r S r

 
   

 

syms  x r S0 ; 
v=-(r/2*S0-pi*r^3); 
z=diff(v) 
xm=solve(z) 
S0 = 10; 
 (6^(1/2)*S0^(1/2))/(6*pi^(1/2)) 
  
ans =0.728365620394719 

>> diff(z) 
  
ans = 
  
6*pi*r 

minimum 



Przykład 1 
-xy xe  0 3x

>> x = 0 : 0.1 : 3 ; 
y = x.*exp(-x) ; 
plot (x,y)  
grid on 
xlabel('x'), ylabel('y') 
text(0.9,0.34,'y_m_a_x','FontSize',12) 

0 1 2 3
0

0.1

0.2

0.3

0.4

x

y

 y
max

dy

dx
z

 >>syms  x 
y = x*exp(-x) ;  
z=diff(y) 
z = 
1/exp(x) - x/exp(x) 

z = 1 / /
x x

e x e >> xm=solve('1/exp(x) - x/exp(x)=0') 
xm = 
1 
>>xm=1; 
ymax = xm*exp(-xm)   
ymax = 
    0.3679 



Przykład 2 
3

2 5y x x    0 2x

>> x = 0 : 0.1 : 2; 
y = x.^3 - 2*x-5; 
plot (x,y)  
grid on 
xlabel('x'), ylabel('y') 

0 0.5 1 1.5 2
-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

x
y

Минимумminimum 

dy

dx
z

>>syms  x   
y = x^3 - 2*x-5; 
z=diff(y) 
z = 
 3*x^2 - 2 

>> digits(5) 
xm=vpa(solve('3*x^2 - 2=0')) 
xm = 
  -0.8165 
  0.8165 
>> xm=single(solve('3*x^2 - 2=0'))  

>> xm = 0.8185;  
ymin = xm^3-2*xm-5 
 ymin = 
 -6.0887 

 0 2x



Numeryczne obliczenie pochodnych 

 
   

 
     

 

( ) ( ) ( ) ( )
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
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2

2

k k k k

k
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k k k k k

k

k

f x x f x x
f x

x

f x x f x f x x
f x

x





   




    




         
21

...
2

f x x f xf xx fx x        

         
21

...
2

f x x f xfx x xx f       

Metoda różnic centralnych 



Metoda Newtona-Raphsona 

 
   

 
     

 

( ) ( ) ( ) ( )
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2
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2
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k k k k k
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f x x f x x
f x

x

f x x f x f x x
f x

x





   




    




Metoda iteracyjna 



Metoda Newtona-Raphsona (cd) 



Metoda Newtona-Raphsona (cd) 

 

 
 

( )

( 1) ( )

( )

k

k k

k

g x
x x

g x




 

tg
BC

A
AC



tg
AC

B
BC


( ) ( )g x f x

( )g x

( ) 0g x 

g(x) 

x(k+1)-x(k) 

g’(x) 



Przykład 

*
* *3

0( )
2

r
V r S r

 
   

 

2 0( ) 3
2

SdV
g r r

dr
  

1 

2 

3 
4 

5 

2 0( ) 3
2

SdV
g r r

dr
  

*( ) 0g r 

min 

V(r) 

0.7283 



g(x) 
>> NewonOS 
>> Out 
 
Out = 
 
         0         0.1000 
    1.0000    2.7024 
    2.0000    1.4494 
    3.0000    0.9077 
    4.0000    0.7461 
    5.0000    0.7286 
    6.0000    0.7283 
    7.0000    0.7283 
    8.0000    0.7283 
    9.0000    0.7283 
   10.0000    0.7283 

 
 

( )

( 1) ( )

( )

k

k k

k

g x
x x

g x




 

2 0( ) 3
2

SdV
g r r

dr
  

( ) 6
dV

g r r
dr

  



 
>> NewonOS 
>> Out 
 
Out = 
 
         0         0.1000 
    1.0000    2.7024 
    2.0000    1.4494 
    3.0000    0.9077 
    4.0000    0.7461 
    5.0000    0.7286 
    6.0000    0.7283 
    7.0000    0.7283 
    8.0000    0.7283 
    9.0000    0.7283 
   10.0000    0.7283 

 
 

( )

( 1) ( )

( )

k

k k

k

g x
x x

g x




 

2 0(0.1) 3 0.1
2

S
g  

(0.1) 6 0.1
dV

g
dr

  



 
>> NewonOS 
>> Out 
 
Out = 
 
         0         0.1000 
    1.0000    2.7024 
    2.0000    1.4494 
    3.0000    0.9077 
    4.0000    0.7461 
    5.0000    0.7286 
    6.0000    0.7283 
    7.0000    0.7283 
    8.0000    0.7283 
    9.0000    0.7283 
   10.0000    0.7283 



 
>> NewonOS 
>> Out 
 
Out = 
 
         0         0.1000 
    1.0000    2.7024 
    2.0000    1.4494 
    3.0000    0.9077 
    4.0000    0.7461 
    5.0000    0.7286 
    6.0000    0.7283 
    7.0000    0.7283 
    8.0000    0.7283 
    9.0000    0.7283 
   10.0000    0.7283 



 
>> NewonOS 
>> Out 
 
Out = 
 
         0         0.1000 
    1.0000    2.7024 
    2.0000    1.4494 
    3.0000    0.9077 
    4.0000    0.7461 
    5.0000    0.7286 
    6.0000    0.7283 
    7.0000    0.7283 
    8.0000    0.7283 
    9.0000    0.7283 
   10.0000    0.7283 



 

newtonOS.m 

>> NewonOS 
>> Out 
 
Out = 
 
         0    0.1000 
    1.0000    2.7024 
    2.0000    1.4494 
    3.0000    0.9077 
    4.0000    0.7461 
    5.0000    0.7286 
    6.0000    0.7283 
    7.0000    0.7283 
    8.0000    0.7283 
    9.0000    0.7283 
   10.0000    0.7283 



x 
x 

g(x)=dx/dt g(x)=dx/dt 



Metoda siecznych (ang. secant 
method) 



Metoda siecznych. Przykład 

 

( ) 0g x 



Przykład 

*
* *3

0( )
2

r
V r S r

 
   

 

2 0( ) 3
2

SdV
g r r

dr
  

2 0( ) 3
2

SdV
g r r

dr
  

*( ) 0g r 

min 

V(r) 

0.7283 

1 

2 

3 
4 

5 



 



 



 



 



 



siecznyOS.m 



Porównanie metod znajdowania 
minimum z zadana dokładnością 

Metoda liczb Fibonacciego jest najbardziej efektywna metoda 
eliminacji obszarów jeśli początkowy przedział, w którym leży 
minimum jest znany.  
Jeśli nie znamy początkowego przedziału oraz pochodnych funkcji, 
wówczas najlepsza powinna być metoda interpolacji kwadratowej 
Powella.  
Gdy pierwsze pochodne są dostępne, metoda siecznych powinna być 
najbardziej efektywna.  
W końcu metoda Newtona-Raphsona jest najbardziej efektywna, gdy 
dostępne są informacje i pierwszych i drugich pochodnych funkcji. 



Metody optymalizacji funkcji wielu 
zmiennych 

( ) 0f x 

Punkt stacjonarny 



Warunki ekstremum funkcji jednej 
zmiennej 

         
2

* * ..*
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* .
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f xx x f xf x xfx       
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Szereg Taylora funkcji dwóch 
zmiennych 

Kombinacja bez powtórzeń 



Gradient funkcji skalarnej 

0 0 0 0 0

1

( ) ( ) (grad )( ) ( ), ..., ( )
n

f f
g x f x f x x x

x x

  
     

  

1 2
( , , , , , )K K

i n
f x x x x

0 0
(grad )( ) 0 ( ) 0

i

f
f x x

x


  



Punkt krytyczny (stacjonarny) jest punktem, w którym funkcja jest różniczkowalna i jej 
pochodna jest równa 0. 



Macierz Hessego (Hesjan) 

2 2 2

2
1 2 11

2 2 2

2
2 1 22

2 2 2

2
1 2

...

...
( ) .

... ... ... ...

...

n

n

n n n

f f f

x x x xx

f f f

H x x x x xx

f f f

x x x x x
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 

    
   
 

     
 
 
   

      

0,
T

x Hx 

Jeżeli forma 
przyjmuje wartości 
tego samego znaku 
dla wszystkich 
punktów przestrzeni 
liniowej, to nazywa 
się ją określoną. 

minimum 

Forma kwadratowa o współczynnikach rzeczywistych lub 
zespolonych zapisana w postaci symetrycznej jest dodatnio 
określona, jeżeli wszystkie minory główne jej macierzy, 
obliczane po przekątnej od lewego rogu, są dodatnie.  

Wszystkie wartości własne dodatnio określonej formy są dodatnie. 

27-02-2024 



 





Ekstrema funkcji wielu zmiennych  

1 2
( , , , , , )K K

i n
f x x x x

1 2

, , , .K
n

f f f

x x x

  
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1 2
min ( , , , )K

n
x

f x x x

Pochodne cząstkowe 



Przykład  

2 3

1 2 1 1 2 1 2
( , ) 3 2f x x x x x x x   

3

1 2

1

2 3.
f

x x
x


  


2

1 2

2

3 2.
f

x x
x


 



>>syms  x1  x2    
f=x1^2+x1*x2^3+3*x1-2*x2;  
fder=[diff(f,x1), diff(f,x2)]  
fder = 
 [ x2^3 + 2*x1 + 3, 3*x1*x2^2 - 2] 



Pochodne cząstkowe 
wyższych rzędów 
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Przykład 
2 3

1 2 1 1 2 1 2
( , ) 3 2f x x x x x x x   

>>syms  x1  x2   
f=x1^2+x1*x2^3+3*x1-2*x2;  
derf1=[diff(f,x1) , diff(f,x2)] 
  
derf1 = 
 [ x2^3 + 2*x1 + 3, 3*x1*x2^2 - 2] 
  
derf2=[diff(derf1,x1); diff(derf1,x2)] 
  
derf2 = 
[      2,      3*x2^2] 
[ 3*x2^2, 6*x1*x2] 

2 2

2 2 2
1 21 2

2 2 22
2 1 2

2
2 1 2

2 3
.

3 6

f f

x xf x x

f f x x xx

x x x

  
 

             
    

Hesjan 



 

>> s=solve(derf1) 
s =  
  struct with fields: 
    x1: [5×1 sym] 
    x2: [5×1 sym] 
>> s.x1 
 ans = 
  - root(z^5 + 3*z^2 + 4/3, z, 1)^3/2 - 3/2 
 - root(z^5 + 3*z^2 + 4/3, z, 2)^3/2 - 3/2 
 - root(z^5 + 3*z^2 + 4/3, z, 3)^3/2 - 3/2 
 - root(z^5 + 3*z^2 + 4/3, z, 4)^3/2 - 3/2 
 - root(z^5 + 3*z^2 + 4/3, z, 5)^3/2 - 3/2 
 >> p=[1 0 0 3 0 4/3] 
r=roots(p) 
p = 
  Columns 1 through 5 
                         1                         0                         0                         3                         
0 
  Column 6 
          1.33333333333333 
r = 
          -1.52845444486759 +                     0i 
          0.795165920275068 +      1.16862086209307i 
          0.795165920275068 -      1.16862086209307i 
        -0.0309386978412746 +     0.660043801190204i 
        -0.0309386978412746 -     0.660043801190204i 



Przykład 2 
3 2 4

1 2 3 1 2 3
( , , ) .f x x x x x x

>>syms  x1  x2   x3 
f=x1^3*x2^2*x3^4; 
 derf1=[diff(f,x1) , diff(f,x2), diff(f,x3)] 
 derf1 = 
[ 3*x1^2*x2^2*x3^4, 2*x1^3*x2*x3^4, 
4*x1^3*x2^2*x3^3] 
 >>derf2=[diff(derf1,x1); diff(derf1,x2) ; 
diff(derf1,x3) ] 
 derf2 = 
 [    6*x1*x2^2*x3^4, 6*x1^2*x2*x3^4, 
12*x1^2*x2^2*x3^3] 
[    6*x1^2*x2*x3^4,    2*x1^3*x3^4,    
8*x1^3*x2*x3^3] 
[ 12*x1^2*x2^2*x3^3, 8*x1^3*x2*x3^3, 
12*x1^3*x2^2*x3^2] 
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2

1 2
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

 

obliczyć 

2
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
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 
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   
        

3 2 4

1 2 3 1 2 3
( , , ) .f x x x x x x
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2 2

1 2 1 1 2 2 1 2
( , ) 3 2 4 3 ,f x x x x x x x x    

Znaleźć punkt krytyczny (stacjonarny) funkcji  

1 2 1 2

1 2

2 3 4, 3 4 3.
f f

x x x x
x x

 
     

 

1 2 1 2
(grad )( ) (2 3 4, 3 4 3).f x x x x x    

1 2

1

1 2

2

2 3 4 0;

3 4 3 0.

f
x x

x

f
x x

x


   




   



1

2

25;

18.

x

x

 




>> 
syms  x1  x2 
f=x1^2+3*x1*x2+2*x2^2-4*x1+3*x2; 
grad=[diff(f,x1) ; diff(f,x2)]  
grad = 
  2*x1 + 3*x2 - 4 
 3*x1 + 4*x2 + 3 
>> 
[x1,x2]= solve('2*x1 + 3*x2 - 4=0 ', 
'3*x1 + 4*x2 + 3=0') 
  x1 = 
 -25 
 x2 = 
 18 
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1 2 1

2 2
1 2( , ) .

x x
f x x x e

 


syms  x1  x2 
f = x1*exp(-x1^2 - x2^2); 
grad=[diff(f,x1) ; diff(f,x2)]  
grad = 
  1/exp(x1^2 + x2^2) - (2*x1^2)/exp(x1^2 + 
x2^2) 
                    -(2*x1*x2)/exp(x1^2 + x2^2) 
>> 
[x1,x2]=solve('1/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x1^2)/exp(x1^2 + x2^2)=0', '-
(2*x1*x2)/exp(x1^2 + x2^2)=0')  
x1 = 
   2^(1/2)/2 
 -2^(1/2)/2 
  x2 = 
  0 
 0 

figure(1) 
[x1,x2] = meshgrid(-2:0.2:2); 
f = x1.*exp(-x1.^2 - x2.^2); 
mesh(x1,x2,f)  
xlabel('x1'), ylabel('x2'), zlabel('f') 
figure(2) 
[dx1,dx2] = gradient(f, 0.2, 0.2); 
contour(x1,x2,f) 
hold on 
quiver(x1,x2,dx1,dx2) 
 
colormap hsv 
xlabel('x1'), ylabel('x2') 
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1 2 1

2 2
1 2( , ) .

x x
f x x x e

 


figure(1) 
[x1,x2] = meshgrid(-2:0.2:2); 
f = x1.*exp(-x1.^2 - x2.^2); 
mesh(x1,x2,f) 
xlabel('x1'), ylabel('x2'), zlabel('f') 
>> 
figure(2) 
[dx1,dx2] = gradient(f, 0.2, 0.2); 
contour(x1,x2,f) 
hold on 
quiver(x1,x2,dx1,dx2)  
colormap hsv 
xlabel('x1'), ylabel('x2') 
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1 1
1 1

A
 


  

2 21
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1 1
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x
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1 2 1

2 2
1 2( , ) .

x x
f x x x e

 


2

1 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2
1 2

2 21
,

x xx x x x

x x x
f

e e e
 

 
    
 
 

0 0

1 2
( , ) ( 2 / 2, 0) (0.707, 0)x x  

0 0

1 2
( , ) ( 2 / 2, 0) ( 0.707, 0)x x    

>> syms  x1  x2 
f = x1*exp(-x1^2 - x2^2); 
grad=[diff(f,x1) , diff(f,x2)];  
hess=[diff(grad,x1); diff(grad,x2)]  
hess = 
 [(4*x1^3)/exp(x1^2 + x2^2) - (6*x1)/exp(x1^2 
+ x2^2), (4*x1^2*x2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x2)/exp(x1^2 + x2^2)] 
[ (4*x1^2*x2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x2)/exp(x1^2 + x2^2), 
(4*x1*x2^2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x1)/exp(x1^2 + x2^2)] 



Przykład 4 

1 2 1

2 2
1 2( , ) .

x x
f x x x e

 


2

1 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2
1 2

2 21
,

x xx x x x

x x x
f

e e e
 

 
    
 
 

0 0

1 2
( , ) ( 2 / 2, 0) (0.707, 0)x x  

0 0

1 2
( , ) ( 2 / 2, 0) ( 0.707, 0)x x    

>> 
x1 =-2^(1/2)/2; x2 =0;  
hessmin = [[(4*x1^3)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(6*x1)/exp(x1^2 + x2^2), 
(4*x1^2*x2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x2)/exp(x1^2 + x2^2)] 
[ (4*x1^2*x2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x2)/exp(x1^2 + x2^2), 
(4*x1*x2^2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x1)/exp(x1^2 + x2^2)]] 
hessmin = 
    1.7155         0 
         0    0.8578 
 >>hessmin=[x1  x2]*hessmin*[x1;x2] % 
hessmin = 
    0.8578 
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1 2 1
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 
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1 2
( , ) ( 2 / 2, 0) (0.707, 0)x x  

0 0

1 2
( , ) ( 2 / 2, 0) ( 0.707, 0)x x    

>> 
x1 =2^(1/2)/2; x2 =0;  
hessmax = [[(4*x1^3)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(6*x1)/exp(x1^2 + x2^2), 
(4*x1^2*x2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x2)/exp(x1^2 + x2^2)] 
[ (4*x1^2*x2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x2)/exp(x1^2 + x2^2), 
(4*x1*x2^2)/exp(x1^2 + x2^2) - 
(2*x1)/exp(x1^2 + x2^2)]] 
 
hessmax = 
   -1.7155         0 
         0   -0.8578 
 
hessmax= [x1  x2]*hessmax*[x1;x2]; % 
hessmax = 
   -0.4289 
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1 2 1 22 2

1 2 1 2( , )
x x x x

f x x x e x e
 

 

0
(0, 0)x  Punkt krytyczny (stacjonarny)  

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 1 2

1

2 2
1 2 2

2

(2 ) ;

(2 ) .

x x x x

x x x x

f
x x e x e

x

f
x e x x e

x

 

 


  




  



1 2
0x x 

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 1 2

1

2 2
1 2 2

2

(2 ) 0

(2 ) 0

x x x x

x x x x

f
x x e x e

x

f
x e x x e

x

 

 


   




   



Punkt krytyczny (stacjonarny)  
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>> x1=0; x2=0; 
hesse00 =[[2*exp(x1 + x2) + x2^2*exp(x1 - x2) 
+ 4*x1*exp(x1 + x2) + x1^2*exp(x1 + x2), 
2*x1*exp(x1 + x2) - x2^2*exp(x1 - x2) + 
2*x2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2)] 
[ 2*x1*exp(x1 + x2) - x2^2*exp(x1 - x2) + 
2*x2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2), 
2*exp(x1 - x2) + x2^2*exp(x1 - x2) - 
4*x2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2)]] 
 
hesse00 = 
     2     0 
     0     2 

>>hess=[diff(grad,x1); diff(grad,x2)] 
hess = 
  
[  2*exp(x1 + x2) + x2^2*exp(x1 - x2) + 
4*x1*exp(x1 + x2) + x1^2*exp(x1 + x2), 
2*x1*exp(x1 + x2) - x2^2*exp(x1 - x2) + 
2*x2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2)] 
 
[ 2*x1*exp(x1 + x2) - x2^2*exp(x1 - x2) + 
2*x2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2), 
2*exp(x1 - x2) + x2^2*exp(x1 - x2) - 
4*x2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2)] 

>>syms  x1  x2  
f=x1^2*exp(x1+x2)+ x2^2*exp(x1-x2); 
grad=[diff(f,x1) , diff(f,x2)] grad = 
 [ x2^2*exp(x1 - x2) + 2*x1*exp(x1 + x2) + 
x1^2*exp(x1 + x2), 2*x2*exp(x1 - x2) - 
x2^2*exp(x1 - x2) + x1^2*exp(x1 + x2)] 
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2 21
1 2 1 2 1 2

2

1 2 0
( , ) [ ] ,

0 22
a

x
f x x x x x x

x

  
       

aproksymacja 

>>[x1,x2]=meshgrid(-0.1:0.001:0.1);  
f=x1.^2.*exp(x1+x2)+ x2.^2.*exp(x1-x2); 
fa=x1.^2+x2.^2; mesh(x1,x2, f) 
hold on 
mesh(x1,x2, fa) 
 xlabel('x1'), ylabel('x2'), zlabel('f, fa ') 

>>syms  x1  x2 
fa=1/2*[x1   x2]*[2   0; 0   2]*[x1  x2]'; 
pretty(fa) 
       __         __ 
  x1 x1 + x2 x2 
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1 2 2 2
1 2

.
1

( , )
( 1) ( 1) 1

f x x
x x


   

>>[x1,x2]=meshgrid(-2:0.1:2);  
f=1./((x1-1).^2+(x2-1).^2+1); 
mesh(x1,x2, f) 
 xlabel('x_1'), ylabel('x_2'), zlabel('f') 
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>>syms x1  x2    
f=1/((x1-1)^2+(x2-1)^2+1);  
grad=[diff(f,x1) , diff(f,x2)] 
[x1,x2]=solve(grad,x1,x2) 
grad = 
 [ -(2*x1 - 2)/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 1)^2, -
(2*x2 - 2)/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 1)^2] 
  
 x1 = 
 1 
 x2 = 
 1 
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>>syms  x1  x2  
hess=[diff(grad,x1) ; diff(grad,x2)]   
hess = 
 [ (2*(2*x1 - 2)^2)/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 
1)^3 - 2/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 1)^2,  
(2*(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 
+ 1)^3] 
[ (2*(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - 1)^2 + (x2 - 
1)^2 + 1)^3, (2*(2*x2 - 2)^2)/((x1 - 1)^2 + (x2 - 
1)^2 + 1)^3 - 2/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 1)^2] 

>> x1=1; x2=1; 
hessextr =[[ (2*(2*x1 - 2)^2)/((x1 - 1)^2 + (x2 - 
1)^2 + 1)^3 - 2/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 1)^2,  
(2*(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 
+ 1)^3] ;  
[ (2*(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - 1)^2 + (x2 - 
1)^2 + 1)^3, (2*(2*x2 - 2)^2)/((x1 - 1)^2 + (x2 - 
1)^2 + 1)^3 - 2/((x1 - 1)^2 + (x2 - 1)^2 + 1)^2]] 
 
hessextr = 
    -2     0 
     0    -2 
>>hessmax=[x1  x2]*hessextr*[x1;x2]  
hessmax = 
    -4 

x = (1; 1) - maksimum  

>> x1=1; x2=1; 
fmax=1/((x1-1)^2+(x2-1)^2+1) 
fmax = 
     1 



 Metody bezpośrednich poszukiwań 



Metoda hiperszescienna 



Algorytm 
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Metoda sympleksu Neldera-Meada 

Sympleks – uogólnienie odcinka, trójkąta i czworościanu na dowolne wymiary. Intuicyjnie, 
k-wymiarowym sympleksem nazywamy  k-wymiarowy wielościan, który jest wypukłą 
otoczką swoich k+1 wierzchołków. 



 



wewnętrzne/zewnętrzne 



Algorytm 

1. W przestrzeni n wymiarowej tworzymy wokół punktu x0 simpleks n+1 wymiarowy. 
2. Porządkujemy punkty simpleksu tak, aby f(xi)<f(xi+1), i=1,...,n. 
3. Generujemy punkt r=2m-xn+1, gdzie m=(x1+...+xn)/n. 
4. Jeżeli f(x1)<=f(r)<f(xn), to akceptujemy r, reflect. 
5. Jeżeli f(r)<=f(x1), to obliczamy s=m+2 i 

a. jeżeli f(s)<f(r), to akceptujemy s, expand. 
b. jeżeli nie, to akceptujemy r, reflect. 

6. Jeżeli f(r)>=f(xn), to kontrakcja między m a lepszym(r,xn+1 ) 
a. jeżeli f(r)<f(xn+1), to obliczamy c=m+(r-m)/2,jeżeli f(c)<f(r), to akceptujemy c, contract 
outside, jeżeli nie, to do punktu 7, 
b. jeżeli f(r)>=f(xn+1), to obliczamy cc=m+(xn+1-m)/2,jeżeli f(cc)<f(xn+1), to akceptujemy cc, 
contract inside, jeżeli nie, to do punktu 7. 
7. Obliczamy n punktów vi=x1+(xi-x1)/2, i=2,...,n+1, shrink. Ew. unikanie degradacji. 

https://www.youtube.com/watch?v=j2gcuRVbwR0 

http://www.scholarpedia.org/article/Nelder-Mead_algorithm 



 



 

shrink. 



Sympleks początkowy 
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ProgramOS\par3d.m 

[xmin,fmin,ct]=ANMSsimpexOS(@par3d,[1 1],10^-4,30) 
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Metoda kierunków sprzężonych 
Powella 

 

ProgramOS\powell\powell_run.m 



 



Przykłady 

X0=[2.5 -1] 
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xo = 
 
   1.750000000000000 
  -0.250000000000000 



Optymalizacja funkcji jednej zmiennej 



Układ regulacji ekstremalnej 
Układ regulacji ekstremalnej – układ regulacji, w którym regulacja przebiega tak aby wielkości 
regulowane przybrały wartości ekstremalne (maksymalne lub minimalne). 
W układach takich steruje się obiektami, których charakterystyki statyczne (na wykresach typu 
wejście-wejście przedstawiane jako krzywe np. paraboliczne) posiadają maksima i minima. 
Z pozoru sterowanie ekstremalne wydaje się prostym zadaniem (należy utrzymać wielkość 
wejściową na takim poziomie, dla którego wartość wyjściowa przyjmuje ekstremum) jednak 
charakterystyki statyczne zwykle podlegają trudno mierzalnym zmianom w czasie (na przykład 
skutkiem działania zakłóceń) i raz dobrane nastawy regulatora (wartość zadana) nie mają 
zastosowania w całym zakresie zmienności parametrów regulowanego obiektu. Dlatego trzeba 
zmieniać wartość zadaną zależnie od zmieniających się parametrów regulowanego obiektu tak 
aby uzyskać cel. Przy tym poszukiwanie ekstremum odbywa się bezpośrednio na obiekcie (co 
odróżnia takie układy od układów adaptacyjnych gdzie poszukiwanie ekstremum odbywa się na 
modelu). 
Układy regulacji ekstremalnej uzyskać można więc poprzez uzupełnienie zasadniczego układu 
regulacji członem optymalizującym. Zadanie takiego członu polega na automatycznym doborze 
wartości zadanej tak aby uzyskana wielkość sygnału sterującego zapewniała osiągnięcie 
ekstremum wartości wielkości regulowanej lub innej wielkości określonej przez wskaźnik jakości 
- określający na przykład dokładność, koszt lub sprawność (zob. też kryterium sterowania). 



Ekstremum kryterium jakości 

Pochodna wg czasu 



Zadania układów sterowania 



Układ regulacji ekstremalnej 



Przykłady 

• Układ regulacji procesu spalania (paliwa) w silniku spalinowym 
• Układ regulacji procesu spalania gazu w komorze spalania pieca gazowego - tu 

charakterystyka statyczna (wykres temperatury w zależności od strumienia 
powietrza) zależy od strumienia gazu i różnej wartości opałowej gazu 

• Układ regulacji stosowany w radioodbiornikach do automatycznego strojenia 
obwodów rezonansowych 

• Kocioł okrętowy lub piec przemysłowy, do którego wprowadza się powietrze i 
paliwo. Dąży się do maksymalizacji temperatury w piecu, przy czym zbyt mała 
lub zbyt duża ilość powietrza powoduje niewykorzystanie maksymalnych 
możliwości palnika, a także warunki spalania zmieniają się w razie zmiany 
wartości opałowej paliwa, temperatury powietrza i obciążenia cieplnego pieca. 
Wówczas sterowanie ekstremalne polega na odpowiednim określeniu 
zmiennych sterujących (dopływu paliwa i powietrza), przy których zostanie 
osiągnięta wartość ekstremalna wskaźnika jakości (np. temperatury) w stanie 
ustalonym w danej sytuacji przy nie znanych zakłóceniach oraz wystąpi 
utrzymanie stanu obiektu zapewniającego zachowanie wartości ekstremalnej. 



Przykład 
https://www.mathworks.com/help/slcontrol/ug/esc-for-reference-model-tracking-of-
uncertain-dynamical-systems.html 







extremumControl 

 



Optymalizacja statyczna 







Przykład 



 

extrema2OS.slx 



Optymalizacja dynamiczna 





Przykład. Utrzymanie homeostazy 

Seminarium23012024-OS-b2.pptx 



Metody gradientowe optymalizacji 
funkcji wielu zmiennych 



Metody gradientowe 
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numDerOS.m 



Hesjan 
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Gradient i Hesjan w punkcje 
ekstremum 

1 2

1

2

min ( , ) 2.5
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f x x

x

x
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

 

   
2 2

1 2 1 2 1 2( , ) 3 1 2f x x x x x x     

numDerOS.m 
powellOS.m 

>>  eig([4 4;4 20]) 
    3.0557 
   20.9443 

x10=0;x20=0; 
Df= [-6  -2] 



Obliczenia numeryczne 



Kierunek najszybszego spadku funkcji 

 ( ) ( ) 0t tf x d 

       ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t tf x f x d f x f x d       

Ponieważ gradient jest kierunkiem najszybszego wzrostu, minus gradient jest kierunkiem 
najszybszego spadku funkcji. Kierunek poszukiwań (ang. search direction) d(t) jest kierunkiem 
spadku w punkcie x(t) jeśli w otoczeniu tego punktu spełniony jest następujący warunek: 

Oznacza to, że cosinus kąta między gradientem i kierunkiem poszukiwań jest większy niż 
90°. Kierunek d(t) jest kierunkiem spadku, ponieważ w wyniku rozwinięcia f wokół x(t) 
otrzymujemy: 

d 

( 1) ( ) ( ) ( )k k k kx x s  



Metoda Cauchy’ego najszybszego 
spadku 

 ( ) ( )k ks f x 

Grad_descent.m 

Kierunek poszukiwań w metodzie Cauchy'ego jest kierunkiem najszybszego spadku: 

s 

alpha = 0.1; alpha = 0.2; 

( 1) ( ) ( ) ( )k k k kx x s  



Algorytm 

 ( ) ( )k ks f x 

cauchyOS.m 



>> syms x1 x2 
>> y=(x1+3*x2-1)^2+(x1-x2-2)^2 
  
y = 
  
(x2 - x1 + 2)^2 + (x1 + 3*x2 - 1)^2 
  
[diff(y,x1) diff(y,x2)] 
  
ans = 
  
[ 4*x1 + 4*x2 - 6, 4*x1 + 20*x2 - 2] 
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grad_descent.m 



 



x                                xnew                                      g 

alpha = 0.01; 
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alfa=0.1 

 

x                                xnew                                      g 



Metoda Newtona-Raphsona 
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 ( ) ( )k ks f x 

Metoda Cauchy’ego  

Rozwinięcie w szereg Taylora drugiego rzędu funkcji f wokół punktu x(t)  przyjmuje następującą 
formę: 

Warunek pierwszego rzędu na maksimum lokalne tej funkcji: 

Skąd mamy 



Metoda Newtona-Raphsona(cd) 



Metoda Newtona-Raphsona(cd) 

min 

 ( ) ( )k ks f x 
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Metoda Cauchy’ego  

metodą Cauchy’ego  metodą NR  



Minimum funkcji kwadratowej  

NewtonOS1krok.m 



Twierdzenie 
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Dowód 



 



 



 



Analityczne obliczenie pochodnych 

NewtonOpt.m 



f=X^2*exp(X+Y)+ Y^2*exp(X-Y);  

 



Przykład minimalizacji funkcji 3 
argumentów  
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1 iteracja 

 



 



 



 



Sprawdzanie warunku stopu 

 



 



Druga iteracja 

 



 



 



 



Rozwiązanie 

 



Inne metody 

Metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent method)  
Metoda Newtona  
Metoda Marquardta 
Metoda sprzężonego gradientu Fletcher-Reevesa  
Metody quasinewtonowskie: 
* Metoda Davidon-FIetcher-Powella (DFP) 
* Metoda Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannona (BFGS) 

Metoda Cauchy'ego działa dobrze, gdy punkt początkowy jest daleko od minimum, 
podczas, gdy metoda Newtona działa dobrze, gdy punkt początkowy jest blisko minimum. 
W metodzie Maruardta metodę Cauchy'ego stosuje się na początku by następnie 
zaadoptować metodę Newtona. 



Algorytm metody Maquarta 



 

Maquard.m 

K                        x1                             x2                        f                              λ 
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Metoda Fletcher-Reeves 
gradientu sprzężonego 

kierunek 

Forma kwadratowa 

błąd 



Przykład 

   
2 2

1 2 1 2 1 2( , ) 3 1 2f x x x x x x     

>> syms x1 x2 
>> expand((x1+3*x2-1)^2+(x1-x2-2)^2) 
 2*x1^2 + 4*x1*x2 - 6*x1 + 10*x2^2 - 2*x2 + 5 

fletcherReev.m 



Fletcher- Reeves algorytm: 
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Gradi.m 



Optymalizacja w Matlabie.  
Funkcja Rosenbrock 
f x x x x

2 2 2

2 1 1
( ) 100( ) (1 ) .   

[x,fval] = fminsearch(@banana,[-1.2, 1]) 
[xmin,fmin,ct]=ANMSsimpexOS(@banana,[-1.2 1],10^-4,300) 

fminsearch 
Find minimum of unconstrained 
multivariable function using 
derivative-free method 
algorithm: 'Nelder-Mead simplex 
direct search' 

Rozenbrock folder 



 



Optymalizacja w Matlabie 
x

f x e x x x x x1 2 2

1 2 1 2 2
( ) (4 2 4 2 1).    

%function f = objfun(x) 
objfun =@(x)exp(x(1))*(4*x(1)^2 + 2*x(2)^2 + 4*x(1)*x(2) + 2*x(2) + 1); 
 x0 = [-1,1];     
options = optimset('LargeScale','off'); 
[x,fval,exitflag,output] = fminunc(objfun,x0,options) 

Algorithms 
collapse all 
Quasi-Newton Algorithm 
The quasi-newton algorithm uses the BFGS Quasi-Newton method with a cubic line search procedure. This quasi-Newton 
method uses the BFGS ([1],[5],[8], and [9]) formula for updating the approximation of the Hessian matrix. You can select the 
DFP ([4],[6], and [7]) formula, which approximates the inverse Hessian matrix, by setting the HessUpdate option to 'dfp' 
(and the Algorithm option to 'quasi-newton'). You can select a steepest descent method by setting HessUpdate to 
'steepdesc' (and Algorithm to 'quasi-newton'), although this setting is usually inefficient. See fminunc quasi-newton 
Algorithm. 
 
Trust Region Algorithm 
The trust-region algorithm requires that you supply the gradient in fun and set SpecifyObjectiveGradient to true using 
optimoptions. This algorithm is a subspace trust-region method and is based on the interior-reflective Newton method 
described in [2] and [3]. Each iteration involves the approximate solution of a large linear system using the method of 
preconditioned conjugate gradients (PCG). See fminunc trust-region Algorithm, Trust-Region Methods for Nonlinear 
Minimization and Preconditioned Conjugate Gradient Method. 

x =    0.5000   -1.0000 
fval = 3.6609e-15 

fminfunOS.m 



 

x =    0.5000   -1.0000 
fval = 3.6609e-15 

output =  
 
  struct with fields: 
 
       iterations: 8 
        funcCount: 66 
         stepsize: 6.3361e-07 
     lssteplength: 1 
    firstorderopt: 1.2284e-07 
        algorithm: 'quasi-newton' 
          message: '↵Local minimum found.↵↵Optimization completed because the size of the gradient is less than↵the value of the optimality tolerance.↵↵<stopping 
criteria details>↵↵Optimization completed: The first-order optimality measure, 7.076980e-08, is less ↵than options.OptimalityTolerance = 1.000000e-06.↵↵' 

x
f x e x x x x x1 2 2

1 2 1 2 2
( ) (4 2 4 2 1).    



 Lokowanie biegunów układu 
dynamicznego 
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dx
Ax t BKCx t A BKC x t

dt
( ) ( ) ( ) ( ).   

>>A=[-0.5  0  0; 0  -2  10; 0  1  -2]; 
s=eig(A) 
s = 
    1.1623 
   -5.1623 
   -0.5000 

[ 5, 3, 1]  

A BKC



function y=bieg(x) 
A =  [ -0.5  0  0;  0  -2  10;  0  1  -2 ]; 
B =  [ 1  0;  -2  2;  0  1 ]; 
C =  [ 1  0  0;  0  0  1 ]; 
K=[x(1) x(2);x(3) x(4)]; 
eigfun =  sort(eig(A+B*K*C));  
goal = [-5,-3,-1]'; 
y=norm(goal-eigfun); 

A =  [ -0.5  0  0;  0  -2  10;  0  1  -2 ]; 
B =  [ 1  0;  -2  2;  0  1 ]; 
C =  [ 1  0  0;  0  0  1 ]; 
K=[-1 -1 ;-1 -1]; 
options = 
optimset('Display','iter','PlotFcns',@optimplotf
val); 
[x,fval,e,o] = fminsearch(@bieg,[-1 -1 -1 -
1],options) 



Iteration   Func-count     min f(x)         Procedure 
     0            1          2.52224          
     1            5          2.49652         initial simplex 
     2            7          2.44186         expand 
     3            8          2.44186         reflect 
     4           10          2.37396         expand 
     5           11          2.37396         reflect 
     6           13          2.24397         expand 
     7           14          2.24397         reflect 
     8           16          2.06286         expand 
     9           17          2.06286         reflect 
    10           19          1.72847         expand 
    11           20          1.72847         reflect 
    12           22          1.22076         expand 
    13           23          1.22076         reflect 
    14           25         0.339008         expand 



x0 = [1;1;1];  
[Times, xvals] = ode45(@(u,x)((A + 
B*K*C)*x),[0, 3],x0); 
plot(Times,xvals) 
legend('x_1(t)','x_2(t)','x_3(t)','Location','best') 
grid on 
xlabel('t'); 
ylabel('x(t)'); 



Model w Simulinku 

y

To Workspace

x' = Ax+Bu

 y = Cx+Du

State-Space

K* u

Gain

  
  



PID sterownik 



Optsim.mdl 



 

function [Kp,Ki,Kd] = optpidOS 
%optsim                      
pid0 = [0.6 0.05 2];  
a1 = 3; a2 = 43;              
options = optimset('Display','iter','PlotFcns',@optimplotfval); 
[x,fval,e,o] = fminsearch(@optpid1,pid0,options) 
Kp = x(1); 
Ki = x(2) ; 
Kd = x(3) ; 
    function F = optpid1(pid) 
Kp = pid(1); 
      Ki = pid(2); 
      Kd = pid(3); 
simopt = simset('solver','ode5',... 
                      'SrcWorkspace','Current');   
      [tout,xout,yout] = sim('optsim',[0 100],simopt); 
      F = norm(yout-1); 
      %F = norm(yout(10:51)-1); 
       
 
    end 
end 



[Kp Ki Kd]=[0.851496432319671,0.083222330933200,7.016770273098319] 

F = norm(yout(10:51)-1); 

optPIDOS.m 



x=[0.851496432319671,0.083222330933200,7
.016770273098319] 
Kp=x(1) 
Ki=x(2) 
Kd=x(3) 

 F = norm(yout-1); 


