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Optymalizacja

Optymalizacja — metoda wyznaczania najlepszego (optymalnego) rozwigzania
(poszukiwanie ekstremum funkcji/funkcjonatu) z punktu widzenia okreslonego kryterium
(wskaznika) jakosci (np. kosztu, drogi, wydajnosci).

Stosuje sie optymalizacje jedno i wielokryterialne.

Optymalizacja wielokryterialna wystepuje w wielu réznych dziedzinach: w
projektowaniu produktu i procesu produkcji, finanséw, projektowaniu samolotow, w
przemysle chemicznym, projektowaniu samochodéw, wszedzie tam gdzie optymalne
decyzje muszg by¢ podjete w obecnosci kompromisow pomiedzy dwoma lub wiecej
sprzecznymi celami. Przyktadem wielokryterialnej optymalizacji jest maksymalizacja
zyskow i minimalizacji kosztow produktu, maksymalizacja wydajnosci przy
ograniczaniu zuzycia paliwa pojazdu, czy tez obnizenie masy urzgdzenia przy
jednoczesnej maksymalizacji wytrzymatosci poszczegdlnych jego komponentow.



Optymalizacja. Ogolna postac

Optymalizacja — problem polegajacy na znalezieniu ekstremum zadanej funkgji celu.

Zadania optymalizacji dzielimy na dwie podstawowe klasy:

optymalizacje statyczng (sprowadzajaca sie do poszukiwania ekstremum funkcji)

y(x) = 1(x)

(niewiadomy jest wektor x)
oraz
optymalizacje dynamiczng, sprowadzajgcg sie do poszukiwania ekstremum funkcjonatu

y(9(x))=f(g(x))

(niewiadoma jest funkcja g(x))



Optymalizacja statyczna vs dynamiczna
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Maksymalizacja objetosci

Producent cylindrycznych pojemnikdow chce zmaksymalizowac objetosc produkgji
Vdla danej powierzchni zastosowanego materiatu 5.
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Funkcja optymalizacji

27r% +27rh=S,, V(r, h) = zr’h

l

h=(S,-2xr*)/2rr

V(r)=nrr?[(S,—2xr?)/ 27r] =

r
2

3
S, —7r




Zagadnienie optymalizacji




Rozwigzanie analityczne
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Lokalizacja centrum handlowego

Aby zapewni¢ wygode wszystkim mieszkancom dzielnicy, -

/
konieczne jest takie ustawienie centrum handlowego, aby e
catkowita odlegtos¢ miedzy nim a obszarami A 4
mieszkalnymi byta minimalna. /
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Wyszukiwanie wyczerpujace

a=[2 105 11]; l
b=[8929]; |
Out=[]; r
for x1=2:0.5:11 5t
for x2=5:0.5:9 o
%sum(sqgrt((x1-a).A2+(x2-b).A2)) A
f=0;
fori=1:4 s« © s 7 e 5w o
f=f+sqgrt((x1-a(i))*2+(x2-b(i))*2);
end;
Out=[Out;x1 x2 fl; DA **:: et al
end; ;a ****:: * ::: Ak :* PR il
end; \ PR TURAR AR
[v i]J=min(Out(:,3)); ® 0\ *j*::***:**:::**::**:*:*:*:*
Out(i,:) 7 \ ****:****::::**:*:*:* *
plot(a,b,".r','MarkerSize',40); . \ A I
hold on; A woow
plot(Out(i,1),0ut(i,2),'.b','MarkerSize',40); ’ ‘

plot(Out(:,3))

plot3(Out(:,1),0ut(:,2),0ut(:,3),'r*")
Osiedlel.m



Brachistochrona

Zagadnienie brachistochrony byto jednym z pierwszych, do
rozwigzania ktorego wykorzystano rachunek wariacyjny.
Postawiony w 1696 przez Jakuba Bernoulliego problem
znalezienia krzywej najszybszego spadku zostat rozwigzany

niezaleznie przez Leibniza, Newtona, Jana Bernoulliego oraz
de L'Hospitala.




Eksperyment




/ Model matematyczny

\\y:& y = y(x)

'B

- a b
1 | dS d_l]f
X

dx
Kryterium optymalnosci 082 = dX2 + dy2
Problem sterowania ujmuje funkcjonat kosztow d ' d

y = y'(x)-dx

W kazdym punkcie predkos¢ ma by¢ maksymalng

2 e | ds = \/1+ y'(X)%dx
J :j7—> min

v=y'(x)



Brachistochrona

ﬂ: ﬂ, C>0 y(t)zg—gcost_Csm2t
dx y 2 2 2
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t
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clear all
disp('Brachistochrona')
X2=2;

y2=1;

fprintf('Punkt prawy: y(%d)=%d\n',x2,y2)
eql=['C1*(t2-sin(t2))=" num2str(x2)];

eq2=['C1*(1-cos(t2))=" num2str(y2)];

fprintf('System rownian:\n%s\n%s\n',eq1,eq2)

syms C1 t2
eql=C1*(t2-sin(t2))==2;
eq2=C1*(1-cos(t2))==1;

%Sol=solve(eql,eq2,C1,t2);
Sol=vpasolve(eql,eq2,C1,t2);

Cl=eval(Sol.C1);

t2=eval(Sol.t2);
disp('Rozwiazanie:')

fprintf('Stala C1=%10.5f\n',C1)
fprintf('Parametr t2=%10.5f\n",t2)
disp('Rownianie brachistochrony:')
fprintf('x(t)=%10.5f(t-sin(t))\n',C1)
fprintf('y(t)=%10.5f(1-cos(t))\n',C1)

Bach2.m

Bachistochrona

or
02 F\
X(t)= 2 (t—sint)
s | N 2
06 | C
ol y(t):E(l—cost)
0 0.5 1 1.5 2

x(1)

t=linspace(0,t2);

x=C1*(t-sin(t));

y=C1*(1-cos(t));

figure %

plot(x,y) %

set(get(gcf,'CurrentAxes'),...
'FontName','Times New Roman Cyr','FontSize',12)

axis ij %

xlim([0 x2])

da=daspect;

da(1:2)=min(da(1:2));

daspect(da);

title ("\bfBrachistochrona')

xlabel ("\\itx\rm(\itt\rm)")

ylabel ("\ity\rm(\itt\rm)')



Problem mi¢kkiego ladowania

to T Ciag silnika

dm

-p
h dt

t1v h=0,v=0

F=P-G; mEs -un%-mg

Warunki brzegowe:
tg =0: h(0)=ho; v(0) = dh(t)/dt|t:to = vp.
t=t;: h(ty)=0, v(ty) = dh(t)/dt|t:t1 =0.

Kryterium optymalnosci:

ty
J= jnﬁdt = min. | zuzycie paliwa

Rownania stanu :tn
(& =-U, fg =-u,
% = X2, f1 =X,
K =p—-g fr=p_—-g
X0 X0

Powierzchnia planety

Wyszukiwanie wyczerpujgce?

Xy =h; Xo=Vv; Xg=J; u=-n&

16



Pasywna sekcja zrzutu:

03t<&_,0,ll=0

Xo(t) =my,
XZ(t) = Vo - gt,

X1 (t) = hg + vgt-gt? / 2.

Optymalne sterowanie

N

Aktywna sekcja zrzutu:
EJO St<t1,u=u0
(Xg(t) = -Ug(t-&g) +my,

X1(t) =x1(E0) +x2(Ep)(t-Ep) - %(t ~&0)° +

+umﬁl_ Uo(t'io)]m[l_ “o(t-io)]+ :10 (t'go)}
0

UO mo mo

Xo(t) = X2(&p) - g(t -ﬁo)-lﬂl{l-Wj-

0



Model w Simulinku

Step time: 0
Initial value: 0

Final value: u0 ]
_r— Threshhold: ksi0

(Engine burn ) u() Control
> »()
C, <1 A ! Simulation stop time: 500
Switch 1
Constant 1 L'D
Threshhold: t1
0 (Engine cutoff ) O

L " Constant 3

o, . Threshhold: Initial condition: x2 0
Switch 2 tl tial condition: x2 |

Constant 2| ¢ —I—b_., x2
iy i H > 1 » x2
Initial condition: x0_0 dx2/dt . s
u(t) dx0/dt 0 X ’ Switch 3 Speed
1 . ’ > -
s b
Initial condition: x1 0
To Workspace Blocks:
>  x0 x2=dx1/dt 1 x1 Save format:
Moo g g Structure With Time
Altitude

moonshipOS



Wvyniki symulacji

Phase Trajectory
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Optymalizacja bezwarunkowa

min f (x) X, |
' x=|"2|eR"
L
| Xn
fix) b fix)
/\/\J N J@=sc) )
0 I\,E:e r 0 :{_ * | r
f(x*) < f(X) f(x*) < F(x)
X" e X X" =[x*e X : f(x)=f(x)]

wiasciwe minimum globalne



Optymalizacja warunkowa
min f(x)

gi(xozz()ii ::1,2,k:,r]
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Maksymalizacja funkcji vs
minimalizacja funkgji

min f(x)=-max f(x)

min f(x;, X,,K,x,)=—-max f(x;, X,,K,x.)
X X

>>x=-0.2:0.01:1.2;
y = (x-0.5).72+0.2;
plot (x,y)

hold on

y = -((x-0.5).2+0.2);
plot (x,y)

grid on

xlabel('x"), ylabel('y")

y(X)= f(x)=(x-0,5)*+0,2

0.8 X
o6f \ y =16/
0.4 \\ /
ey
0.2
> 0 A >
0
0.2 ZIINN
04 ,/ 1) \\
oo/ \
/ y =-f X)\




Metody bezposrednich poszukiwan

min f(X)

Minimum funkcji znajduje sie w dwoch fazach:
e Metody ustalania przedziatu, w ktdrym znajduje sie minimum (ang.
bracketing methods)

e Metody znajdowania minimum z zadana doktadnoscig:

— Metody eliminowania obszaréw (ang. region elimination methods)
— Metoda estymacji punktowej (ang. point estimation method)

— Metody oparte na gradientach (ang. gradient based methods)

Zrédto: https://web.sgh.waw.pl/~mlewan1/Site/MO_files/mo_skrypt 21 12.pdf



Metoda wyczerpujgcego poszukiwania
(ang. exhaustive search
method)

Metoda ta polega na porownywaniu wartosci funkcji celu dla punktéw jednakowo
od siebie odlegtych. Zazwyczaj poszukiwania zaczyna sie od dolnego

ograniczenia zmiennej i w pojedynczej iteracji poréwnuje sie wartosci

trzech kolejnych punktéw wykorzystujgc zatozenie unimodalnosci.

1) Ustal x1 = a, Ax = (b — a)/n (n jest liczba punktdw posrednich),

Xo = X1 + Ax, 1 x3 = X9 + AX.

2) Jeslilf (x1) = flxo) < flxz), minimum znajduje sie w (x1, x3), Zakoncz;

W przeciwnym przypadkul x1 = X9, X2 = X3, X3 = X2 + Ax|i przejdz do
kroku 3).

3) Czy x3 < b? Jesli tak, to idZz do kroku 2);
Jesli nie, to nie istnieje minimum w przedziale (a,b) lub punkt brze-
gowy (a lub b) jest puntem minimalnym.

\ProgramOS\MetWyczPoszukiwaniaOS.m
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>> MetWyczPoszukiwaniaOS
0 0.3000 0.6000

0.3000 0.6000 0.9000

odcinek

0.3000 0.6000 0.900C > MetWyczPoszukiwaniaOS
0 0.1500 0.3000

0.1500

0.3000

0.4500

0.6000

odcinek
0.6000

0.3000

0.4500

0.6000

0.7500

0.7500

0.4500

0.6000

0.7500

0.9000

0.9000

— I




Metoda przyspieszonego
poszukiwania (ang. bounding phase
method)

Metoda ta polega na obraniu punktu poczatkowego i wybraniu kierunku poszukiwan na
podstawie porownania wartosci funkcji w punkcie poczgtkowym oraz dwoch wartosci funkcji w
punktach bedgcych w bezposrednim sgsiedztwie punktu poczgtkowego. Pdzniej znajduje sie
drugi kraniec przedziatu stosujgc wyktadnicza strategie poszukiwan.

Ponizej uzyty jest wyktadnik réwny 2, ale mozna uzywac jakakolwiek inna liczbe dodatnia.
Wyktadnik wyzszy niz 1, powoduje 'przyspieszanie’ wyktadnicze poszukiwan, co zmniejsza liczbe
iteracji, ale dzieje sie to kosztem uzyskanej doktadnosci.

metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetPrzyspPoszukiwaniaOS.m



Metoda przyspieszonego

poszukiwania (ang. bounding phase
method) (cd)

1) Wybierz punkt poczatkowy x© oraz wartoé¢ A. Ustal k = 0.

2) Jedli f(x© —|A]) = flx©) > f(x@ + |A]), wtedy A > 0;
Jedli f(x@ — |A]) < flx@) < fixO 4 |A]), wtedy A < 0; kierunek

W pozostalych przypadkach wrdo¢ do kroku 1).

3) Ustal x&*1) = x (&) | 9kA
iteracje
iy [ P A s ’ \
4) Jedli f(xB+l) < f(x®)) ustal k = k + 1 i idZ do kroku 3);
W przeciwnym razie minimum znajduje sie w przedziale (x 1 x(k+1)

)
Zakoncz.

metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetPrzyspPoszukiwaniaOS.m
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>> MetPrzyspPoszukiwaniaOS
0 0.2000 0.1000

0.1000
Ptzedzial
Out =

0 0.1000 0.2000

1.0000 0.2000 0.3000

2.0000 0.3000 0.6000
3.0000 0.6000 1.1000

>> MetPrzyspPoszukiwaniaOS

1.3000 1.2000 1.4000 -0.1000

Ptzedzial

Out =

0 1.3000 1.2000
1.0000 1.2000 1.1000
2.0000 1.1000 0.8000
3.0000 0.8000 0.3000



Metody znajdowania minimum z
zadana doktadnoscia:
Metody eliminowania obszarow

Ogodlna zasada metod eliminowania obszarow jest nastepujgca:

Rozwazmy dwa punkty x1 i x9, ktore lezg w przedziale (a, b) oraz xy < x».

Dla problemu minimalizacji funkcji unimodalnej, mozna wyciggnac¢ naste-

pujace wnioski:

e Jesli f(xy) > f(xp), to minimum nie lezy w (a, xy) . a

\\\

e Jesli f(xy) < f(xg), to minimum nie lezy w (x9,b)

e Jesli f(xy) = f(xg), to minimum nie lezy ani w (a,xy) ani w (x9, b)
|

e Metoda dzielenia przedziahi na potowe (ang. interval halving method)

e Metoda zlotego podziahu (ang. golden section search)

e Metoda liczb Fibonacciego (ang. Fibonacci search)




Wizualizacja eliminowania

e Jesli f(xy) > flxp), to minimum nie lezy w (a, xy)
) \

e Jesdli flxy) < flxo), to minimum nie lezy w (x9,b)
/ )

e Jesli f(xy) = f(xg), to minimum nie lezy ani w (a,xy) ani w (xy,b)
K- ¥a
& ¥ N 8

14" g
—’-—,——-l—"-' ',' 'r :
o )l 1 3*lf“kl(~"’

"
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Metoda dzielenia przedziatu na
potowe

Metoda ta polega na wybraniu trzech punktéw jednakowo odlegtych od
siebie oraz od krancéw przedziatu oraz wyliczeniu wartosci funkcji w tych
punktach, w wyniku czego mozna wyeliminowac potowe przedziatu.

1) Wybierz dolne i gorne ograniczenie przedzialu a i b oraz mala liczbe
€. Niechxy =(a+b)/2, Lo=L =b —a. Wyvlicz flxny).

2) Ustal xy = a + L/4, xo = b — L/4. Wylicz f(x4) oraz f(xs).

3) Jesh f(xq1) < flxm), ustal b = xpy; xm = x1; Przejdz do kroku 5);

W przeciwnym wypadku przejdz do kroku 4).

4) Jeshi flxy) < flxy), ustal a = xpy; Xy = x9; Przejdz do kroku 5);

W przeciwnym przypadku ustal a = xy, b = x9; przejdz do kroku 5).

5) Wylicz L = b —a. Jesli |L| < €, Zakoncz;

W przeciwnym przypadku przejdz do kroku 2).

\metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetElimObszaruDzielDwaOS.m



Wizualizacja metody dzielenia

przedziatu na potowe

a=xy,b=xj ) g .

R ¥a T 5 e v’ 7
lix ) <A Headi,)

o fv,) <4 () )

a Xa T lg = Xm: Xm = X9

TARES

f 2
f
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a=x1;
b

X2;
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0.5

1.5

a=x1;
b

X2;
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1 |
0.5 1 1.5

if puszka2(x1,50)<puszka2(xm,S0)
b=xm;
xm=x1;



-2.1

-2.2

-2.3

-2.4

-2.5

-2.6

-2.7

-2.8

| 1 | 1 | 1 |

0.68

0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82

if puszka2(x1,50)<puszka2(xm,S0)
b=xm;
xm=x1;



1

1

0.68

0.7

0.72

0.74

0.76

0.78

0.8

0.82



1 | 1 | 1 | 1 |

0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82




/*/_
I *
0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82



/*/_
T TT——%—~w0% 0 =
0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82

a=x1;
b=x2;



-—

*
* K Kk ok ¥ *

1 | 1 | 1 | 1

0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8

0.82



%050
0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82

if puszka2(x2,5S0)<puszka2(xm,S0)
a=xm;
Xm=x2;



T
211
221

23

-2.4

251
-26
2.7

28

\ ’J/“ .
* L S
1 1 1 1 1 1 1
0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8 0.82

L= b-a= 0.005859375

[a b]=[ 0.7265625

, 0.732421875]



0.3750

0.5625

0.6563

0.7031

0.7266

0.7148

0.7207

0.7236

0.7266

1.1250

0.9375

0.8438

0.7969

0.7734

0.7383

0.7324

0.7295

0.7324

0.7500

0.7500

0.7500

0.7500

0.7500

0.7266

0.7266

0.7266

>> MetElimObszaruDzielPrzezDwaOS

0 1.5000

0.3750

0.5625

0.6563

0.7031

0.7031

0.7148

0.7207

1.1250

0.9375

0.8438

0.7969

0.7500

0.7383

0.7324

.
0.5

1.5



Metoda ztotego podziatu

W metodzie tej w kazdej nowej iteracji potrzeba wyliczy¢ tylko jedna nowa
wartosc funkcji. Idea polega na tym, ze sposréd dwdch punktéw, ktore
potrzebne sg, aby stosowac regute eliminowania obszaréw, jeden punkt jest
zawsze poprzednim a tylko drugi punkt jest nowy. Ponadto przedziat zaweza
sie za kazda iteracja proporcjonalnie o tyle samo, czyli o wartos¢, ktora
spetnia nastepujgca zaleznosé:

a+b

a+b=1

metodyOptymalizacjiProcesowProdukcyjnych\ProgramOS\MetElimObszaruZolotPodzialOS.m



Ztota liczba

1++/5
2

0= = 1,61803 39887 ..

Ztoty podziat wykorzystuje sie czesto w

(1'#

itp.

4 estetycznych, proporcjonalnych kompozycjach
architektonicznych, malarskich, fotograficznych

Ztoty prostokat moze by¢
rozciety na kwadrat i mniejszy

matematicasVisuales

prostokat o tych samych
proporcjach co rozcinany.




Metoda ztotego podziatu (cd)

1) Wybierz dolne i gorne ograniczenie przedziahu a i b oraz malq liczbe
€. Ustal k = 1.

2) Ustal wy = a+ (1 —p)(b —a) oraz wo = a + plb — a). Wylicz f(wy)
oraz f(wsg), w zaleznosci od tego, ktore z nich nie bylo wyliczone wcze-

sniej. Wyeliminuj odpowiedni region zgodnie z regula eliminowania

obszarow. Ustal nowe a i b.

3) Czy |a — b| < €? Jesdli nie, ustal k = k + 1 i przejdz do kroku 2);

Jesli tak, Zakonez.



Reguta eliminowania obszarow

e Jesli f(xy) > flxg), to minimum nie lezy w (a, xy)

e Jesli flxy) < fl(xg), to minimum nie lezy w (x9,b)

e Jesli f(xy) = f(xg), to minimum nie lezy ani w (a,xy) ani w (xy,b)

R
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Przyktad

ﬁ_,_’——'—_-"_— a+b

; ¥ ;I/VJ)(‘/{"'A) (P

(wl-a)/(w2-a )= 1.6180339887499

(b-w2)/(w2-a) = 1.6180339887499

o



Twierdzenie

Jeden punkt jest zawsze poprzednim a tylko drugi punkt jest nowy

(w-a
17— =¢=1618
(WZ —4,

{1-p)p=B=w,

w, =a+ p(b-a)




- x1=min([wl w2]);
x2=maX([W1 WZ]),

b=x2;

0.5

w2

x1

wl

X2

1.5



0.5

1.5

a=x1;



1.5

a=x1;



b=x2;

0.5 1 1.5



1.5

a=x1;



1.5



>>
MetElimObszaruZolotPodzialOS

0.5729

0.3541

0.5729

0.7082

0.6565

0.7082

0.7401

0.7279

0.7204

0.7279

0.7251

0.9271

0.5729

0.7082

0.7918

0.7082

0.7401

0.7599

0.7401

0.7279

0.7326

0.7279

1.5000

0.9271

0.5729

0.3541

0.2188

0.1353

0.0836

0.0517

0.0319

0.0197

0.0122

.
0.5

1.5



Metoda liczb Fibonacciego

W metodzie ztotego podziatu proporcja zmniejszania sie przedziatu z iteracji na iteracje
pozostaje niezmienna i wynosi 0.618. W metodzie liczb Fibonacciego, idea jest taka sama jak w
metodzie ztotego podziatu, z wyjatkiem faktu, ze w metodzie liczb Fibonacciego proporcja
zmniejszania sie przedziatu z iteracji na iteracje zmienia sie tak, aby przedziat zmniejszat sie w
sposdb optymalny (tzn. jak najbardziej).

_ F
1-pa _ A p=1-="

1 1_pk N+1

p, =1- FN_l L
o, €(0,1/2] -
N—-k+1
. pe=l-—"—
(1-p,)(1-p,)L (1-p,)—> min Fy ez
L
F=1F, =1
F
F=F_ +F py =1-—



Metoda liczb Fibonacciego (cd)

o = A+ oL

de = ak+ =Ly

Lo — ok
n—k-+1

Lk:Lk_|_1—|-Lk_|_2, k=12,....n—3

Ztoty podziat: Lk—|—1 — {,liLk



Metoda liczb Fibonacciego (cd)

1 INPUT [ay,b¢] and n

2 Ly = by — a4

3 c1=a+ F”F;2L1

4 dy=a+ 2L

5 FORk=1TOn-1DO

6 IF f(Ck) = f(dk)

7 THEN ax,1 = Ck, b1 = bk, Lkt = brg1 — @k1
8 Cki1 = Ok, Oky1 = 8kq1 + Ff";ﬁ Ly 1

9 ELSE ax.1 = a, bx+1 = dk, Lk+1 = b1 — k1
10 Ck4+1 = Ak+1 + I;’;_L: Litq1, Qg1 = Ck

MetElimObszaruFlbonacci20S.m



OutD2 =

0 1.5000 1.5000

0.3750
0.5625
0.6563
0.7031
0.7031
0.7148
0.7207
0.7266

1.1250
0.9375
0.8438
0.7969
0.7500
0.7383
0.7324
0.7324

0.7500
0.3750
0.1875
0.0938
0.0469
0.0234
0.0117
0.0059

OutZP =

a,b,L

0 1.5000 1.5000
0 0.9271 0.9271

0.3541
0.5729
0.5729
0.6565
0.7082
0.7082
0.7082

0.9271
0.9271
0.7918
0.7918
0.7918
0.7599
0.7401

S$=10

0.5729
0.3541
0.2188
0.1353
0.0836
0.0517
0.0319

-
. o
- I

OutF =

0 1.5000 1.5000
0 0.9273 0.9273

0.3540
0.5727
0.5727
0.6571
0.7081
0.7081
0.7081

0.9273
0.9273
0.7922
0.7922
0.7922
0.7586
0.7416

0.5732
0.3545
0.2195
0.1351
0.0841
0.0505
0.0335



/toty podziat vs. Fibonacci

LK—H Z&Lk Lk = Lkt + Lo, k=1,2,...,n—3

OutzP(1:10,3)./0OutzP(2:11,3)

1.6180

ans = [OutF(1:7,3) OutF(2:8,3)+0utF(3:9,3)]

1.6180 ans =

1.6180

1.6180 1.5000 1.5005

1.6180 0.9273 0.9278

1.6180 0.5732 0.5740

1.6180 0.3545 0.3545

1.6180 0.2195 0.2192

1.6180 0.1351 0.1346

1.6180 0.0841 0.0839



Metody estymacji punktowe;.
Metoda interpolacji kwadratowej
Powella

20022024

Szukamy trzy punkty X1 < X2 < X3 takie, ze wartosci funkcji w tych punktach spetniaja

f(x1) > f(x2) < f(x3).
Szukamy réwnania wielomianu kwadratowego  q(x) =a, +a, (X —Xx,)+a, (X=X )(X—X, )
przechodzgcego przez punkty

(x1; fix1)), (x2; f(x2)) i (x3; f(x3)).

V(xn > f(x2) < f(x3) J
- q(% )=

f
a(x,)=f(x)
f

MetElimObszarulnterpolacjaOS.m



Metoda interpolacji kwadratowej
Powella (cd)

W tym celu zapisujemy ogolne rownanie wielomianu kwadratowego prze-

chodzgcego przez punkty xq i x9:

qlx) = ap+ ailx —xq1) + aglx —xq){x — x9)

Nastepnie szukamy wspolczynnikow tego wielomianu:

qlxy) = flxy) =ao
qlxg) = flxg) = ao+ailxy —x1)
qlxz) = flxz)=ag+aqilxs —xq1)+ as(xs —xq)(xz — x9)

Teraz szukamy argumentu, dla ktorego ten wielomian kwadratowy osig-
ga minimum. Poniewaz zgodnie z naszymi zaloZzeniami as > 0, minimum

znajduje sie tam, gdzie pochodna rowna jest zero.

r Xy +Xxo9 Cl
qlx)=0=ay+ag(lx —x9+x —x1) =0=2x*% = ! 2

2 2{19




Metoda interpolacji kwadratowej
Powella (cd)

W punkcie x* wielomian kwadratowy q(x) osigga minimum. Poniewaz q(x)
jest przyblizeniem funkcji f(x), ktorej minimum szukamy, x* jest przybli-
zeniem wartosci, w ktorej funkcja f(x) osigga minimum. Sposrod punk-
tow (xy,x9,x3, x*), zatrzvmujemy trzy najlepsze (innymi stowy wyrzucamy
punkt, w ktorym wartos¢ funkeji f(x) jest najwieksza) i ponownie dokonuje-
my interpolacji kwadratowej dla tych trzech punktow i szukamy minimum
otrzymanego wielomianu. Procedura ta powtarzana jest do momentu, kiedy
osiggnieta zostanie Zgdana dokladnosc.

Alogorytm Powella, ktory zostal zarysowany powyzej znajduje minimum
szybciej niz metoda ztotego podziahu, jesli funkcja f(x) nie jest skrzywiona.
Dla mocno niesymetrycznych funkcji, metoda zlotego podzialu pozostaje

jednak lepsza.
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>> MetElimObszarulnterpolacjaOS
Sprawdzamy warunek f(x1)>f(x2)<f(x3)
0 -2.4246 3.1029

0 0.6037 0.7500 0.6037

0 -2.3272 -2.4246

X =
0.6037 0.7500 0.7551 0.7551

-2.3272 -2.4246 -2.4229

. .
0.5 1

11111111111

1.5



Schemat metod badan funkcji

Metoda wyczerpujgcego poszukiwania
i . . Metody bezposrednich poszukiwan
Metoda przyspieszonego poszukiwania ~

Metoda dzielenia przedzialu na polowe
Metoda ziotego podziatu | Metody eliminowania obszarow
Metoda liczb Fibonacciego
~ Metody znajdowania minimum z zadana doktadnoscig
~ Metoda estymacji punktowej - Optymalizacja bezwarunkowa

Poréwnanie metod znajdowania minimum
z zadana doktadnoscig

Metoda interpolac)i kwadratowe] Powella

Analityczne poszukiwnue ekstremum

Metoda Newtona-Raphsona Metody oparte na gradientach
Numeryczne obliczenie pochodnych |~
Metoda siecznych -

Funkcja jednej zmiennej



Metody oparte na gradientach

Metody opisane dotychczas wykorzystywaty tylko wartosci funkcji. Metody oparte na
gradientach wykorzystujg natomiast dodatkowo informacje o pochodnych funkgji.



Ekstrema funkcji jednej zmienne;

- Rzeczywista ciggle

réznicowana funkcja jednej

1 zmiennej

Analityczne obliczenie pochodnej 22 \ 2~ / df ( X) =0 Metoda gradientowa (posrednia)
X=a - P
2
ast(x)  _, d’f(x)  _,
2
dX X=Q dX X=q,

minimum maksimum



Przyktad

V(r*)=—(%80—7zr*3j

syms xrSO;
v=-(r/2*S0-pi*r’3);

z=diff(v)

xm=solve(z)

S0 =10;
(67(1/2)*S07(1/2))/(6*pi~(1/2))

ans =0.728365620394719

>> diff(z)
ans =

6*pi*r

minimum

.
0.5

1.5



& Wolfram

derivative of x*exp(-x)

ffs Extended Keyboard

2 ( -1
—(xexp(-x)) = -e (x-1)
dx P

>x=0:0.1:3;

y = x.*exp(-x) ;

plot (x,y)

grid on

xlabel('x'), ylabel('y')

text(0.9,0.34,'y m_a_x','FontSize',12)

=Y z=17e%—x/e*
dx
>>SYMS X
y = x*exp(-x) ;
z=diff(y)

7=
1/exp(x) - x/exp(x)

Przyktad 1

>> xm=solve('l/exp(x) - x/exp(x)=0")
Xm =
1
>>xm=1;
ymax = xm*exp(-xm)
ymax =
0.3679



Przyktad 2

y=x"—2x-5 0<x<2

-1
>>x=0:0.1:2; 2 /
y = Xx."3 - 2*x-5; 3 /
plot (xy) » /
grid on 5 /
xlabel('x'), ylabel('y") o .
dy 5 05 : 1 15 2
Z=—
dx
>> digits(5) O<Xx<?2
>>5yms X xm=vpa(solve('3*x"2 - 2=0"))
y = X3 - 2*x-5; Xm = >> xm = 0.8185;
z=diff(y) -0.8165 ymin = xm”3-2*xm-5
Z= 0.8165 ymin =

3*x"2 -2 >> xm=single(solve('3*x/2 - 2=0')) -6.0887



Numeryczne obliczenie pochodnych

Metoda rdznic centralnych

f(x+AX)= f (x)+Axf’(x)+%(Ax)2 £ (%) +...

f(x—Ax) = f (x)—Axf’(x)+%(—Ax)2 £ (%) +...

!

| fF(x® £ AXO Y f (x® Z Ax®
f(x(k)): ( Z)AX(k)( )

(o) f (X(k) -I-AX(k))—Zf (X(k))-l— f (X(k) —AX(k))
f (X ): (AX(k))Z




Metoda Newtona-Raphsona

i

F L * * s E 1% =3 * 1y * ®
Zatézmy, 7e mozemy policzyé flx®), f/(x®) i f'(x®) w kazdym punkcie

pomiaru funkcji x'k). Mozemy zdefiniowa¢ wielomian kwadratowy, ktérego

pierwsza i druga pochodna oraz warté¢ w punlkcie x®) sq identyczne z tymi

dla funkcji f(x). Ten wielomian ma nastepujaca postac:

qlx) = flx®) + flx®)x —x®) + gf”ffxfki';r.x — x®))

(B)\2

Zamiast minimalizowac¢ funkcje f(x) minimalizujemy jej przyblizenie q(x).

Warunek pierwszego rzedu na istnienie minimum jest nastepujacy:

Metoda iteracyjna | mm=p 0= q'(x) = f'(x®) + " (x®)(x — x*)

Nowy punkt x = x**1 speia zatem:

£ (x)=
£ (x9) =

f (X(k) +Ax(k))— f (X(k) _Ax(k))

2Ax%)
(x4 Ax9) 2 F (x9) 4 £ (x— Ax9)

(axY




Metoda Newtona-Raphsona (cd)

Metoda Newtona-Raphsona polega na kontynuowaniu powyzszej procedu-

(B+1)

ry do momentu, w ktérym pochodna f'(x'**") bedzie wystarczajaco blisko

zera. Jesdli podstawimy jg(x) = f'(x] wtedy otrzymujemy formule do itera-

cyjnego poszukiwania rozwigzania rownania glx) = O:

ks (x®)
cloet) _ ) _ I
g’ (x®)

Metoda Newtona-Raphsona dziala dobrze jesli f"(x) > 0 wszedzie. Jesli na-

tomiast f”(x) < 0 dla pewnego x, algorytm moze nie zbiega¢ do minimum.



Metoda Newtona-Raphsona (cd)

o x(k+1)x(K)

X | g |
| -.I_-
.‘l.

g(x)

| l-—lll:

g0 =0
L) _ () (x)
3
A

e, =0 tA=E
gx) TR
D NPT g(x) = f ()




Przyktad

Vi)

=10

g(r) SV a2 —%

dr




g(x)

>> NewonOS

80 ] ; : | : >> Qut
70 i Out =
60 .
0 0.1000
50 | _ 1.0000 2.7024
2.0000 1.4494
40 iy 3.0000 0.9077

4.0000 0.7461

30T | 5.0000 0.7286

20l | 6.0000 0.7283

7.0000 0.7283

10+ . 8.0000 0.7283

9.0000 0.7283

o | 10.0000 0.7283
_10 | 1 | | 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
dv S
2
g(x*) g(r)=—— =31’ -2
dr 2

(kD) (k) _

g (x*) o= _6ar
dr



>> NewonOS
>> Qut

80 T T T T T
70 / Out =

0 0.1000
1.0000 2.7024
2.0000 1.4494
3.0000 0.9077
4.0000 0.7461
5.0000 0.7286
6.0000 0.7283
7.0000 0.7283

T

50

40

30 .

20

T
|

10} . 8.0000 0.7283
9.0000 0.7283
O;F_ ] 10.0000 0.7283
(k) S
(D) _ (o 9 (X ) 9(0.1)=370.1"—>
X =X —— 0 Y 2
J (X ) g'(0.1) =—=670.1

dr



80

70

60

50

40

30

20

10

-10

T

T

T

T

25

>> NewonOS
>> Qut

Out =

0 0.1000
1.0000 2.7024
2.0000 1.4494
3.0000 0.9077
4.0000 0.7461
5.0000 0.7286
6.0000 0.7283
7.0000 0.7283
8.0000 0.7283
9.0000 0.7283

10.0000 0.7283



>> NewonOS
>> Qut

Out =

0 0.1000
1.0000 2.7024
2.0000 1.4494
3.0000 0.9077
4.0000 0.7461
5.0000 0.7286
6.0000 0.7283
7.0000 0.7283
8.0000 0.7283
9.0000 0.7283

10.0000 0.7283




80

70

60

50

40

30

20

10

-10

T

T

T

T

0.5

25

>> NewonOS
>> Qut

Out =

0 0.1000
1.0000 2.7024
2.0000 1.4494
3.0000 0.9077
4.0000 0.7461
5.0000 0.7286
6.0000 0.7283
7.0000 0.7283
8.0000 0.7283
9.0000 0.7283

10.0000 0.7283



>> NewonOS

>> Qut

Out =

0 0.1000

1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000
7.0000
8.0000
9.0000

10.0000 0.7283

2.7024
1.4494
0.9077
0.7461
0.7286
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283

newtonOS.m

10



1.5

0.5

40

30

20

10

10

10

60

40

20

10

10



Metoda siecznych (ang. secant
method)

2

I;IIII_}_'-|l — f:l‘ kl;‘ s f 'rl' k-'-;|_1' - X #’.' 4 _,f'r "1‘ #J_‘.!r.l- — l-.#'ljx T k+ 1, = T k. _

f x®)

fulfl, k}}

Jest to metoda podobna do Newtona-Raphsona. Zamiast f”(x'®)), uzywa sie

nastepujacego przyblizenia:

fx®) — fx )
(k) — x (k1)

Otrzymuje sie wtedy przedstawiony ponizej algorytm, ktory nazywa sie me-

todq siecznych:

(k (k—1}
o Rl _ ol

fec®) = f (x®T)

f lrk-"
flx™)

Metoda siecznych wymaga dwoch punktow startowych x=1 i xO

Tak samo, jak w przypadku metody Newtona Raphsona, metode siecznych
mozna wykorzysta¢ do znajdowania pierwiastkow rownania g(x) = 0. Otrzy-
mujemy wtedy algorytm:

|| N Y |r 3 II'
cleet) _ k) _ glx!




Metoda siecznych. Przyktad




Przyktad

=10

Vi)

V(r*)=—(%80—ﬂr*3]

2 S

dVv
rN=—=372r"——
g(r) =3




20

15

10

T

T

[ e e e

—
=1

0.5

1.5

L= = R L

0.5305
0.6932
0.7340
0.7282
0.7223
0.7223
0.7223
0.7223

0.5305
0.6932
0.7340
0.7282
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283



20

15

10

T

T

WD | = | e e | g =

—
[=]

0.5

1.5

L = = T = O o L~

0.5305
0.6932
0.7340
0.7282
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283

0.5305
0.6932
0.7340
0.7282
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283



20

T

15

10

T

[ = = e B L e e

=]
=

0.5

1.5

= R = R N =]

0.5305
0.6932
0.7340
0.7282
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283

0.6932
0.7340
0.7282
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283
0.7283



20

15

10

T

T

0.5

1.5

[ = e Y L

—
=

= = L R L e =]

0

1

1 0.3305
0,64 0.7340
0.7340 0.7282
0.7282 0.7283
0.7283 0.7283
0.7283 0.7283
0.7283 0.7283
0.7283 0.7283



20

15

10

T

T

D

[ - e = R T

=
(=]

WO 0wl o g pa | =

0 1

1 0.5305
0.530 15932
(NG Al
0.7340 0.7282
0.7282 0.7283
0.7283 0.7283
0.7223 0.7283
0.7283 0.7283
0.7223 0.7283



siecznyOS.m
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Porownanie metod znajdowania
minimum z zadana doktadnoscig

Metoda liczb Fibonacciego jest najbardziej efektywna metoda
eliminacji obszarow jesli poczatkowy przedziat, w ktorym lezy
minimum jest znany.

Jesli nie znamy poczgtkowego przedziatu oraz pochodnych funkcji,
wowczas najlepsza powinna by¢ metoda interpolacji kwadratowej
Powella.

Gdy pierwsze pochodne sg dostepne, metoda siecznych powinna byc
najbardziej efektywna.

W koncu metoda Newtona-Raphsona jest najbardziej efektywna, gdy
dostepne sg informacje i pierwszych i drugich pochodnych funkcji.



Metody optymalizacji funkcji wielu
zmiennych

Dana jest funkcja wielu zmiennych: f : RY — R. Méwimy, ze punkt x jest
punktem stacjonarnym, jesli gradient w tym punkcie jest zerowym wek-
torem: Vf(x) = 0. Punkt ten jest lokalnym minimum, jedli Hesjan w tym
punkcie V2f(x) jest dodatnio okreslony. Macierz jest dodatnio okreslona

jesli wszystkie jej wartosci wtasne sq dodatnie: A; >0, i =1,2,...,

Punkt stacjonarny

V(%) =0



Warunki ekstremum funkcji jedne;
Zmiennej

f(x*+AX) = f (x*)+Axf’(x*)+%(Ax)2 £ (X%) 4.
f(x*—AX) = f (x*)—Axf’(x*)Jr%(—Ax)Z £ (X%) 4.

o)




Szereg Taylora funkcji dwoch
zmiennych

f(z,y) = f(zo,y0) + 11df (z0,y0)(x — z0,y — yo) +
S %([{f(l?(), y())(;l‘ — X0, Y — y()) e

+ mmrd™ " f (@0, yo)(z — 20,y — yo) +

+ Rn(x,y)

gdzie
n \ 9" 0. . -
4" f(@o,y0)(@ = 20,y —w0) = X (7)° LLEZ000) (7 — 9)" iy — yo)’
i— T )
|
Kombinacja bez powtérzen (Z) =5 = = (nn'_ oy



Gradient funkcji skalarne;
f(x, %, K,x ,K,X)

0(x°) = VF (x°) = (grad f)(x"){i(x"),..., of <x°)]
0X, OX,

Punkt krytyczny (stacjonarny) jest punktem, w ktérym funkcja jest rézniczkowalna i jej
pochodna jest réwna 0.

(grad £)(x°)=0= 2 (x%) =0
OX.



Macierz Hessego (Hesjan)

(0%f  8°f 0% f
ox; X 0x,  9xoX,
o°f o°f o° f
H(X)=| ox,0x, ox2  0x,0%, |-
o° f o’ f o’ f
| OX,0x; 00X, ox’ |
Jezeli forma
przyjmuje wartosci x' Hx>0, | minimum

tego samego znaku
dla wszystkich
punktow przestrzeni
liniowej, to nazywa

Forma kwadratowa o wspotczynnikach rzeczywistych lub
zespolonych zapisana w postaci symetrycznej jest dodatnio
okreslona, jezeli wszystkie minory giowne jej macierzy,

sie jg okreslona. obliczane po przekatnej od lewego rogu, sa dodatnie.

Wszystkie wartosci wtasne dodatnio okreslonej formy sg dodatnie.



Przykiad 1. Macierz rzeczywista, symetryczna, dodatnio okreslona

2 -1 0
P=|-1 2 -1
o -1 2
T
Dowéd: Dla dowolnej macierzy kolumnowej X = | y | jest
z

2 -1 07[=
XPX'=[z y 2]|-1 2 -1{|y
0 -1 2]z

=22-y —=z+2y—2z —-y+2z|ly
z
= 22? — 2y — xy+ 2 —yz —yz + 22°.

Oznacza to, ze odpowiadajaca tej macierzy forma kwadratowa P ma wzor

P(x) =22 — 20y + 2% —2uz+ 22 =a* + (z —y)° + (y— 2)® + 2,



Przyktad 2. Macierz rzeczywista, symetryczna, okreslona niedodatnio
-1 -1 1
N=|-1 -2 0
1 0 -2
Dowéd: Wykonujac obliczenia jak w Przyktadzie 1 tatwo przekonac sie, ze odpowiadajaca tej macierzy forma kwadratowa N ma postac
N(x) = —2% — 2zy+ 222 — 2% — 222 = —(z +y— 2)? — (y + 2)?,

Przyktad 3. Macierz rzeczywista, symetryczna, nieokreslona
1 3 -2
Q=13 -2 0
-2 0 1
Dowéd: Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze macierzy Q odpowiada forma kwadratowa
Q(x) = 2* — 2% + 2% + bzy — 4az,
gdzie x = (z,y, 2),
Forma ta jest nieckreslona, gdyz
e przyjmuje wartosci zaréwno dodatnie, jak i ujemne, np.:
1.jeslix = (0,1,1), to Q(x) = —1,
2. jeslix = (2,1,0), to Q(x) = 14,

¢ jest niezdegenerowana, tj. dla wszystkich x # 0 jest @(x) 7 0.



Ekstrema funkcji wielu zmiennych
f(x,X%,K,x ,K,x)

min f(X;, X,,K, X))
X

Pochodne czastkowe

of of K of
ox, OX,  OX,

n




Przyktad

2 3
f(X11 Xz) = X] + X X5 +3X% —2X,

ﬁ=2X1+X§+3. i=3X1X22—2-

OX, OX
2

>>syms x1 x2
f=x172+x1*x2/3+3*x1-2*x2;
fder=[diff(fx1), diff(f,x2)]

fder =

[ X213 + 2*x1 + 3, 3*x1*x242 - 2]



Pochodne czgstkowe

wyzszych rzedow
f(x,, %X, K,x ,K,X )

of of K of
o (of) o (at) , ofaf
X\ 0x, ) ox,\ox, ) T ox, | Ox, o ( of ot _ 2
ox | ox; | oxox; NS

o(of | ofaf), o of )
ox, (0%, ) ox,\ ox, ) T ox,( 8x, )

°f o o°f
0x;0x 0%, Ox; | x;0%, |




Przyktad

f (X, X,) =X, + X, X5 +3X, —2X,
>>syms x1 x2

f=x172+x1*x273+3*x1-2*x2;
derfl=[diff(f,x1) , diff(f,x2)]

derfl =
[ X273 + 2*x1 + 3, 3*x1*x2"2 - 2]

derf2=[diff(derf1,x1); diff(derf1,x2)]

derf2 = Hesjan
[ 2, 3*x272]

[ 3*x272, 6*x1*x2]

(92 9°f
62_f 6x12 0X,0X, _l: 2 3x§ :I
ox? | 8°f  8%fF | |3x2 6xx,|
| OX,0%;  ox,




>> s=solve(derfl)
S =
struct with fields:
x1: [5x1 sym]
x2: [5x1 sym]
>>s.x1
ans =
- root(z"5 + 3*z°2 + 4/3, z, 1)*3/2 - 3/2
- root(zA5 + 3*z°2 + 4/3, z, 2)73/2 - 3/2
- root(zA5 + 3*z72 + 4/3, z, 3)"3/2 - 3/2
- root(zA5 + 3*z72 + 4/3, z, 4)*3/2 - 3/2
- root(zA5 + 3*z72 + 4/3, z, 5)*3/2 - 3/2
>>p=[100304/3]

r=roots(p)
p =
Columns 1 through 5
1 0 0
0
Column 6

1.33333333333333
r=
-1.52845444486759 + Oi
0.795165920275068 + 1.16862086209307i
0.795165920275068 - 1.16862086209307i
-0.0309386978412746 + 0.660043801190204i
-0.0309386978412746 - 0.660043801190204i



Przyktad 2

3,24
F (XX, X3) = X X5 X5

>>syms x1 x2 x3 Hesjan

f=x11A3*x212*x374;

derf1=[diff(fx1) , diff(f,x2), diff(fx3)] - : .

drfL - ot o

[ 3*Xx1A2*x2A2*x3M4, 2*x1A3*x2*Xx314, ox;  OX0X,  0X,0%q

4*x1A3*x2A2*x313] o’ f o°f  o*f  o*f |

>>derf2=[diff(derf1,x1); diff(derf1,x2) ; OX;0X 23 OX,0%, ax§ OX,0X 4

diff(derf1,x3) ] o 0% f 0%f  o%f

derf2 = OX30X,  OX30X, O’

[ 6*x1*x272*x3/4, 6*x112*x2*x3/74, - -

12¥x1"2*x2"2*x3"3] _6x1x22x§ BX X, X, 12x12x§x§_

[ 6*x172*x2*x3/74, 2*x173*x374, I P N 83y x?
= [ 0Xy Xy X3 1 %3 1 %2%X3

8*x113*x2*x313] 19%2x2%3  8x3x. 3 12x3x2x?

[ 12*x1A2*x2/2%*x3A3, 8*x1/3*x2*x3A3, AR 17273 17273

12*x1/3*x272*x372]



Przyktad 2

3.2 4
f (X1 X5, X3) = X X5 X5,

3
obliczy¢ o f
6x126x2

0° f
OX,0X,

2, 4
=6X; X, X

%t b { 0% f

= = 12X, X, X+
ox:ox, 0% 6x16x2J 17273



Przyktad 3

Znalez¢ punkt krytyczny (stacjonarny) funkcji

>>
f (X, X,) =X +3X% X, +2X; —4X, +3X,,  syms x1 x2
f=x172+3*x1*x2+2*x2"r2-4*x1+3*x2;
of of grad=[diff(f,x1) ; diff(f,x2)]
67=2X1+3X2_4’ a7=3x1+4x2+3. grad =
: ? 2*x1 +3*x2 - 4
3*x1+4*x2+3
(grad f)(x)=(2x,+3X,—-4, 3X, +4X,+3). __
[x1,x2]=solve('2*x1 + 3*x2 - 4=0",
O o ox +3x,-4=0; '3*x1 + 4*x2 + 3=0')
X X1 =
i=3xl+4x2+3=0. -25
OX, X2 =
18



Przyktad 4

_x2_x2
f(x,,X,)=xe "1

syms x1 x2
f=x1*exp(-x112 - x2/2);
grad=[diff(f,x1) ; diff(f,x2)]
grad =

1/exp(x172 + x2/72) - (2*x172)/exp(x172 +
x212)

-(2*x1*x2)/exp(x172 + x2/2)

>>
[x1,x2]=solve('l/exp(x172 + x272) -
(2*¥x172)/exp(x172 + x2/2)=0', '-
(2*x1*x2)/exp(x172 + x272)=0")
x1 =

27(1/2)/2
27 (1/2)/2

X2 =

0
0

figure(1)

[X1,x2] = meshgrid(-2:0.2:2);
f=x1.*exp(-x1.72 - x2.72);
mesh(x1,x2,f)

xlabel('x1'), ylabel('x2'), zlabel('f')
figure(2)

[dx1,dx2] = gradient(f, 0.2, 0.2);
contour(x1,x2,f)

hold on

quiver(x1,x2,dx1,dx2)

colormap hsv
xlabel('x1'), ylabel('x2')



Przyktad 4

f(x,Xx,)= xle_xlz_xg
0.5+
figure(1)
[x1,x2] = meshgrid(-2:0.2:2); -~ 0y
f=x1.*exp(-x1.12 - x2.72);
mesh(x1,x2,f) 05
xlabel('x1'), ylabel('x2'), zlabel('f')
>>
figure(2)
[dx1,dx2] = gradient(f, 0.2, 0.2);
contour(x1,x2,f)
hold on
quiver(x1,x2,dx1,dx2) 2 ]
colormap hsv NS |

xlabel('x1'), ylabel('x2')

-1
vio| L 2%, 2XX%
| aXf+x3 x2+x3 X2 +x2
e e X% ot

X2
(@]

IR
S

XY

"

max
(OJZEW, 0)
B
N
SN
*\\"l:{”&
=5

‘A =
S

=

0
!

AT
min

-0.707, 0) .

0 \(v/)/((b

X2

0.5+

(x°,x%) = /212, 0)=(0.707, 0)

(x°,x%) = (—/2/2, 0)=(-0.707, 0)




Przyktad 4

1 1] x
[x, xz][_1 1] xj=X12+X§>O'

1 1
-1 1

‘=2¢0



_x2_y2
f(X,X,)=xe & 2,

1 2X? 2%, X,

Vf = ]
ex12+x2 ex12+x§ ex12+x2

(x°,x%) = /212, 0)=(0.707, 0)

(x°,x%) = (—/2/2, 0)=(-0.707, 0)

j

Przyktad 4

>>syms x1 x2

f=x1*exp(-x112 - x2/2);

grad=[diff(f,x1) , diff(f,x2)];
hess=[diff(grad,x1); diff(grad,x2)]

hess =

[(4*x173)/exp(x172 + x272) - (6*x1)/exp(x172
+ x212), (4*x172*x2)/exp(x172 + x2/2) -
(2*x2)/exp(x172 + x272)]

[ (4*x172*x2)/exp(x172 + x2/2) -
(2*x2)/exp(x172 + x272),
(4*x1*x272)/exp(x172 + x2/2) -
(2*x1)/exp(x172 + x2/2)]



Przyktad 4

_x2_y2
f(X,X,)=xe & 2,

>>
¢ 1 2%’ 2X,X, x1=-2"(1/2)/2; x2 =0;
vi= N hessmin = [[(4*x1/3)/exp(x172 + x2/72) -

(6*x1)/exp(x172 + x2/2),
(x},x3)=(~2/2, 0)=(0.707, 0) (4*x172*x2)/exp(x172 + x2/2) -
(2*x2)/exp(x172 + x2/2)]
[ (4*x172*x2)/exp(x172 + x272) -
(2*x2)/exp(x172 + x2/2),
(4*x1*x272)/exp(x172 + x2/72) -
(2*x1)/exp(x172 + x2/72)]]
hessmin =
1.7155 0
0 0.8578
>>hessmin=[x1 x2]*hessmin*[x1;x2] %
hessmin =
0.8578

(x°,x%) = (—/2/2, 0)=(-0.707, 0)



Przyktad 4

>>
f(x,X,)= xle_xlz_xg. x1 =27(1/2)/2; x2 =0;
. o e hessmax = [[(4*x1"3)/exp(x1/2 + x2/2) -
vi =[ e exlzixg a exlziig] (6*x1)/exp(x172 + x212),
(4*x1172*x2)/exp(x172 + x2/72) -
(¢, x%) = (212, 0)=(0.707, 0) (2*x2)/exp(x172 + x2/2)]
[ (4*x172*x2)/exp(x172 + x272) -
(X%, x%) = (—/2/2, 0)=(-0.707, 0) (2*x2)/exp(x1"2 + Xx2/2),

(4*x1*x2/72)/exp(x172 + x2/72) -
(2*x1)/exp(x172 + x272)]]

hessmax =
-1.7155 0
0O -0.8578

hessmax=[x1 x2]*hessmax*[x1;x2]; %
hessmax =
-0.4289



Przyktad 5
f(X;,X,) = X7€1T2 4 xZe*17%2

x°=(0,0)  Punkt krytyczny (stacjonarny)

of
o=@+ X2)e e 4 xZe
X1

of _
—— = x{e"M2 4 (2x, — x5 )e’ T2,
0X,

—Xo.

X, =X,=0

f
o (2%, + X7 )12 4 x5e*172 =0
1
f Punkt krytyczny (stacjonarny)
667 = x7e*1M2 4 (2x, - x5)e* 172 =0
2



Przyktad 5

[ 42 2¢ ] of 2\ X1+ X 2. X{—X5 .
ot of 7=(2x1+x1)e 17X 4 xseX17e;
2 1
He=| 21 of
- 2 2 ! -
0" f o0 f a_=)(126><1+X2 +(2X2—X§)exl X2
2 X
_6X26X1 axz ] 2
62f 2\, X1+ X 2, X=X .
—— = (244X + X[ )eTT2 + 567772
; 2 0
52 H (O, O)=|:O 2:|.
™ = (2%, + X2)e™ M2 4 (2x, — x5 )& 17*2;
X10X,
az f 2 X1+X2 2 Xl_XZ .
PV =(2x;+X7)e +(2x, = X5)e ;
2%
2
0 I= 0 [af ]zxlzeXl”?+(2—4x2+x§)e"1‘X2.
ox; 0%\ 9%, 2>0

— Minimum
2 O:l =4>0

detH (0, 0) = det[O 5




Przyktad 5

f=x172*exp(x1+x2)+ x272*exp(x1-x2);
grad=[diff(f,x1) , diff(f,x2)] grad =

[ x222*exp(x1 - x2) + 2*x1*exp(x1 + x2) +
x172*exp(x1 + x2), 2*x2*exp(x1 - x2) -
x2/2*exp(x1 - x2) + x122*exp(x1 + x2)]

r>>x1=0; x2=0;

>>hess=[diff(grad,x1); diff(grad,x2)] hesse00 =[[2*exp(x1 + x2) + x22*exp(x1 - x2)

hess =

[ 2*exp(x1 + x2) + x222*exp(x1 - x2) +

4*x1*exp(x1 + x2) + x122*exp(x1 + x2),
2*x1*exp(x1 + x2) - x222*exp(x1 - x2) +
2*x2*exp(x1 - x2) + x172*exp(x1 + x2)]

[ 2*x1*exp(x1 + x2) - x2"2*exp(x1 - x2) +
2*x2*exp(x1 - x2) + x12*exp(x1 + x2),
2*exp(x1 - x2) + x222*exp(x1 - x2) -
4*x2*exp(x1 - x2) + x122*exp(x1 + x2)]

+ 4*x1*exp(x1 + x2) + x172*exp(x1 + x2),
2*x1*exp(x1 + x2) - x222*exp(x1 - x2) +
2*x2*exp(x1 - x2) + x112*exp(x1 + x2)]

[ 2*x1*exp(x1 + x2) - x222*exp(x1 - x2) +
2*x2*exp(x1 - x2) + x112*exp(x1 + x2),
2*exp(x1 - x2) + x222*exp(x1 - x2) -
4*x2*exp(x1 - x2) + x122*exp(x1 + x2)]]

hesse00 =
2 0
0O 2



Przyktad 5

>>syms x1 x2
fa=1/2*[x1 x2]*[2 0;0 2]*[x1 x2]';
pretty(fa)

x1 x1 + X2 x2 1 2 001 Xy |_ g2 2
- ’2[X1 XZ]I:O 2][X2:|—X1+X2’

>>[x1,x2]=meshgrid(-0.1:0.001:0.1);
f=x1.22.*exp(x1+x2)+ x2.22.*exp(x1-x2);
fa=x1.A2+x2.722; mesh(x1,x2, f)

hold on

mesh(x1,x2, fa)

xlabel('x1'), ylabel('x2'), zlabel('f, fa ')

aproksymacja




Przyktad 6

—1)%+(x,-1)*+1

1

(X

1 X5) =

f (X

2);

0.1

meshgrid(-2
f=1./((x1-1).A2+(x2-1).2+1)

>>[x1,x2]

’

mesh(x1,x2, f)

L

xlabel('x_1'), ylabel('x_2"), zlabel('f")



Przyktad 6

>>syms X1 x2

e e e N

grad=[diff(f,x1) , diff(f,x2)] |
[x1,x2]=solve(grad,x1,x2) - el |
grad = |

[-(2*x1 - 2)/((x1 - 1)A2 + (x2 - 1)A2 + 1)A2, -
(2%x2 - 2)/((x1 - 1)A2 + (x2 - 1)A2 + 1)A2]

x1
1
X2



Przyktad 6

>>syms X1 x2

hess=[diff(grad,x1) ; diff(grad,x2)]

hess =

[ (2%(2*x1 - 2)22)/((x1 - 1)A2 + (x2 - 1)A2 +
1)A3 - 2/((x1 - 1)A2 + (x2 - 1)A2 + 1)A2,
(2*%(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - )2 + (x2 - 1)A2
+ 1)73]

[ (2*%(2*x1 - 2)*(2*%x2 - 2))/((x1 - 1)"2 + (x2 -
1)A2 + 1)A3, (2*(2*x2 - 2)72)/((x1 - 1)A2 + (X2 -
1)A2 + 1)A3 - 2/((x1 - 1)72 + (X2 - 1)A2 + 1)A2]

X =(1; 1) - maksimum

>>x1=1; x2=1;

hessextr =[[ (2*(2*x1 - 2)22)/((x1 - 1)*2 + (x2 -
1)A2 + 1)A3 - 2/((x1 - 1)72 + (X2 - 1)A2 + 1)72,
(2*¥(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - 1)72 + (x2 - 1)A2
+1)"3];

[ (2*%(2*x1 - 2)*(2*x2 - 2))/((x1 - 1)72 + (X2 -
1)7A2 + 1)73, (2*(2*x2 - 2)72)/((x1 - 1)72 + (x2 -
1)A2 + 1)73 - 2/((x1 - 1)A2 + (X2 - 1)A2 + 1)A2]]

hessextr =

-2 0

0 -2
>>hessmax=[x1 x2]*hessextr*[x1;x2]
hessmax =

-4

>>x1=1; x2=1;
fmax=1/((x1-1)*2+(x2-1)"2+1)
fmax =

1



Metody bezposrednich poszukiwan

— Metoda hiperszescienna (ang. evolutionary optimization)
- Metoda sympleksowa Neldera-Meada

- Metoda kierunkow sprzezonych (ang. conjugate direction) Po-

wella



Metoda hiperszescienna

Algorytm potrzebuje w pojedynczej iteracji 2 + 1 punktéw, z czego 2V punk-
tow to sq wierzcholki hiperszescianu scentrowanego na pozostalym punk-
cie. Porownuje sie wartosci funkcji we wszystkich tych punktach i wskazuje
sie najlepszy (z najmniejszaq wartoscig). W nastepnej iteracji tworzy sie sze-
scian wokodt tego najlepszego punktu. Jesli najlepszym punktem okaze sie
punkt, ktory byl srodkiem danego hiperszescianu, wowczas zmniejsza sie
rozmiar szescianu. Proces ten kontynuuje sie az hiperszescian stanie sie

dostatecznie maty.



Algorytm

) Wybierz punkt poczatkowy x9 oraz parametry redukcji A; dla kazdej
ze zmiennych, i = 1,2,...,N. Wybierz parametr zakonczenia €. Ustal
z =x0

) Jesli ||A]] < €, Zakoncz;

W przeciwnym przypadku stwérz 28 punktéw poprzez dodanie i od-

jecie Aj/2 do/od kazdej zmiennej w punkcie .

Oblicz wartoéé funkcji dla wszystkich (2N + 1) punktéw. Znajdz punkt

z najmniejsza wartoscig. Ustal ten punkt jako x.

Jedli © = x9, zredukuj parametry redukcji A; = A;/2 i przejdz do
kroku 2);
W przeciwnym przypadku ustal x(0) = £ i przejdZ do kroku 2)




A |
\
l"
\.
|
|
|
1
e |
-0.01 —0.
—0.01
-0.01 Q0

] -0

]

] ]
0.01 -0
0.01
0.01 ]

hiperPszesciennaOS.m

[ R V' B

[ I s s T4

00019801986 T330676
L.50049833749168e-05
LO0019801936T7330676
L00010100501670841°7

0

L.500459833749168e-05
LO000202020134002676
L00010100501670841°7
L000202020134002676




01
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0

.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

0.1

1 0.0400 -0.0500 0.0043
P 0.0400 -0.0300 0.0026
3 0.0400 -0.0100 0.0018
4 0.0600 -0.0500 0.0064
5 0.0600 -0.0300 0.0047
6 0.0600 -0.0100 0.0039
7 0.0200 -0.0500 0.0094
3 0.0200 -0.0300 0.0077
9 0.0200 -0.0100 0.0070




01
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0

.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

0.1

1 0.0200 -0.0300 0.0013
2 0.0200 -0.0100)  5.0707e-04
3 0.0200 0.0100  5.131%9e-04
4 0.0400 -0.0300 0.0026
3 0.0400 -0.0100 .08
[ 0.0400 0.0100 0.0018
7 0.0600 -0.0300 0.0047
a 0.0600 -0.0100 0.0039
9 0.0600 0.0100 0.0040



01
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0

.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

1 0 -0.0300)  9.2741e-04
2 0 -0.01000  1.0107e-04
3 0 0.0100  9.9005e-05
4 0.0200 -0.0300 0.0013
5 0.0200 -0.0100)  5.0707e-04
& 0.0200 0.0100  5.131%e-04
T 0.0400 -0.0300 0.0026
8 0.0400 -0.0100 .08
9 0.0400 0.0100 0.0018

0.1



0.1 4

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04 &

-0.06

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

1 -0.0200 -0.0100,  4.8718e-04
2 -0.0200 0.0100  4.9306e-04
3 -0.0200 0.0300 0.0013
4 0 -0.0100,  1.0107e-04
5 0 0.0100, 9.9005e-05
B 0 0.0300  8.7340e-04
L 0.0200 -0.0100  5.0707e-04
a 0.0200 0.0100  3.1319e-04
9 0.0200 0.0300 0.0013




01
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0

.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

0.1

1 -0.0100 0 9.9005e-05
2 -0.0100 0.0100  1.9802e-04
3 -0.0100 0.0200  4.8912e-04
4 0 0 0
5 0 0.0100  9.9005e-05
6 0 0.0200  3.9203e-04
7 0.0100 0 1.010e-04
3 0.0100 0.0100  2.0202e-04
9 0.0100 0.0200  4.9907e-04



0.1 5

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

01 -008 -006 -004 -002 O 0.02 004 0.06 0.08 01
x1

1 -0.0100 -0.0100)  1.9802e-04
2 -0.0100 0 9.9005e-05
3 -0.0100 0.0100  1.9802e-04
4 0 -0.0100 10107 e-04
5 0 0 0
6 0 0.0100,  9.9005e-05
7 0.0100 -0.0100)  2.0202e-04
3 0.0100 0 1010 e-04
a nnann mtnn 20207 e-NA



01
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0

.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

0.1

1 -0.0050 -0.0050)  4.9731e-05
2 -0.0050 0 2.4875e-05
3 -0.0050 0.0050 4.9731e-05
4 0 -0.0050) 2.5125e-05
5 0 0 0
& 0 0.0050 2.4875e-05
7 0.0050 -0.0050|  5.0251e-05
8 0.0050 0 2.5125%-05
9 0.0050 0.0050 5.0251e-05



0.1 5

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02

x1

0.02 0.04 0.06 0.08

1 -0.0025 -0.0025  1.246%e-05
P -0.0025 0 6.2344e-06
3 -0.0025 0.0025  1.2469e-05
4 0 -0.0025  6.2656e-06
5 0 0 0
& 0 0.0023 6.2344e-06
T 0.0025 -0.0023 1.2331e-03
2 0.0025 0  6.2656e-06
9 0.0025 0.0023 1.2531e-05




01
0.08
0.06
0.04

0.02

-0.02
-0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0

.04 -0.02

0
x1

0.02 0.04 0.06 0.08

0.1

1 -0.0013 -0.0013) 3.3217e-06
2 -0.0013 0 1.5605e-06
3 -0.0013 0.0013)  3.3217e-06
4 0 -0.0013)  1.5845e-06
5 0 0 0
{7 0 0.0013)  1.5605e-06
7 0.0013 -0.0013)  3.1289%-06
8 0.0013 0 1.5645e-06
9 0.0013 0.0013)  3.128%-06



0.08
0.06 &
0.04

0.02 ¢

0020
0.04

0.06

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02

0
x1

0.02 004 006 0.08

1 -6.2500e-04| -6.2500e-04  7.8076e-07
2 -6.2500e-04 0  3.9038e-07
3 -6.2500e-04  6.2500e-04 7.8076e-07
4 0 -6.2500e-04 3.9087e-07
5 = 0 0 0
6 0 6.2500e-04 3.9038e-07
7 6.2500e-04 -6.2500e-04| 7.8174e-07
8 6.2500e-04 0  3.9087e-07
9  £.2500e-04  6.2500e-04) 7.8174e-07

0.1




Metoda sympleksu Neldera-Meada

Sympleks wymaga duzo mniejszej ilosci punktdéw niz hyperszescian, co sta-
je sie szcegodlnie widoczne dla wielu wymiarow. Sympleks w N-wymiarowej
przestrzeni ma N + 1 wierzcholkow. Jest to minimalna ilos¢ wierzchol-
kow umozliwiajgca poszukiwanie we wszystkich mozliwych kierunkach N-
wymiarowej przestrzeni. Wazne jest jednak, aby Symplek nie rozpinat fi-
gury o zerowej objetosci w N-wymiarowej przestrzeni - czyli na przyklad
dla funkcji dwuwymiarowej trzy punkty sympleksu nie moga leze¢ na jed-
nej linii, a w przypadku funkcji tréojwymiarowej cztery punkty sympleksu

nie mogaq leze¢ na jednej plaszczyznie.

Sympleks — uogodlnienie odcinka, trojkata i czworoscianu na dowolne wymiary. Intuicyjnie,
k-wymiarowym sympleksem nazywamy k-wymiarowy wieloscian, ktéry jest wypukia
otoczka swoich k+1 wierzchotkdw.



Wybierz ¥ > 1, B € (0,1) oraz parametr zakonczenia €. Stworz sym-

pleks poczatkowy.

Znajdz najgorszy punkt x,,, najlepszy punkt xp oraz drugi w kolejnosci

najgorszych xpm,. Oblicz punkt, wzgedem ktorego bedziemy odbijac xy:

f N+1 VN//H
Xe = — E Xj. N
N & 7 ,e X,
i=1,i+h \ 1 ‘
&\ )

Oblicz punkt odbicia x, = 2x. — xy,. Ustal xpew = xp.
Jesli f (xp) < f(xp), ustal xpew = (1 + ¥)x. — yxy (ekspansja);
lesli f(x,.) = fl(xy), ustal xpew = (1 — B)x. + Bxy, (kontrakcja);

Jesli flxm) < flxp) < flxy), ustal xpew = (1 + B)x. — Bxy (kontrakcja).

Policz f(xnew) I Wymien xw na Xnew.

1/2
st | ! 11| < Zakonen

W przeciwnym przypadku idZz do kroku 2).



odbicie

0 Algorytm Neldera i Meada

fmaleje |'

srosty

sympleks

rozciagniecie

splaszczenie

~7
V

wewnetrzne/zewnetrzne

kontrakcja

<




Algorytm

W przestrzeni n wymiarowej tworzymy wokot punktu x, simpleks n+1 wymiarowy.
Porzadkujemy punkty simpleksu tak, aby f(x,)<f(x.,,), i=1,...,n.
Generujemy punkt r=2m-x,,,, gdzie m=(x;+...+x,)/n.
Jezeli f(x,)<=f(r)<f(x,), to akceptujemy r, reflect.
Jezeli f(r)<=f(x,), to obliczamy s=m+2 i
a. jezelif(s)<f(r), to akceptujemy s, expand.
b. jezeli nie, to akceptujemy r, reflect.
6. Jezeli f(r)>=f(x,), to kontrakcja miedzy m a lepszym(r,x,,; )
a. jezeli f(r)<f(x,,,), to obliczamy c=m+(r-m)/2,jezeli f(c)<f(r), to akceptujemy c, contract
outside, jezeli nie, to do punktu 7,
b. jezeli f(r)>=f(x,,,), to obliczamy cc=m+(x_,,-m)/2,jezeli f(cc)<f(x,,,), to akceptujemy cc,
contract inside, jezeli nie, to do punktu 7.
7. Obliczamy n punktéw vi=x;+(x.-x,)/2, i=2,...,n+1, shrink. Ew. unikanie degradacji.

uhwh e

https://www.youtube.com/watch?v=j2gcuRVbwR0

http://www.scholarpedia.org/article/Nelder-Mead_algorithm



x1

f(r)>=f(x,)

v f(r)<f(Xns1),

FoyJ<=F(r)<f(x,)

f(r)<=f(x1) f(s)<f(r)

fr)>=f(xn.1)






Sympleks poczatkowy

Jednym ze sposobdw stworzenia sympleksu poczgtkowego do pierwszego

kroku algorytmu jest wybranie punktu bazowego x? oraz liczby C. Wéw-

czas N + 1 punktéw sympleksu to x© oraz dlai,j =1,2,...,N:

) e . . .
" x )+ Coifj =i e A 095 ifN=3
xX; ' = ) where A = —
J xj‘m + CA otherwise, % otherwise.

Dla zapewnienia dobrej zbieznosci algorytmu, sugeruje sie ustalenie y =~ 2
i|B| = 0.5.



f(xl’ X2)= X12 + Xz2




[xmin,fmin,ct]=ANMSsimpexOS(@par3d,[1 1],107-4,30)

ProgramOS\par3d.m

X
1 0.6340
M 2 2
3 1
FSOFt(X)
0.2038 3
[FX,I]=sort (FX):
=x(1,:);



0.6340 0.6340
2 2 1
3 1 2
2,(n)
FSOft()()
| 0.8038 5 5
xref=(l+alpha) *HM- alpha*¥(dim+1,:);
r xref [1.6340,-0.3660]
y Fref 2.8032

dim 2

if Fref<FX(dim)
% accept reflection point
k:dim+l,:}=xref;
FX(dim+1l)=Fref;

[FX,I])=sort (FX):
k=x(1,:):



0.6340 0.6340
1.6340 -0.3660
2 1
{

[0.2679,-0.7321]
0.6072)

[-0.5981,-1.5981] . 2.8038
29115

Af Fref<FX(l)
% expansion
xexp=(l+alpha*beta) *M-alpha*beta*X (dim+1, ) ;
IFexp=feva1 (myfunction, Xexp) - i

if Fexp < Fref
imt+l, : )=

X({dim+l, : )=xref;
FX(dim+l)=Fref;

[FX,I]=sort (FX) :
k=x(1,:):

I,




Fref =

0.e07695154586736

K>> FX(1)

ans =

0.68076595154586736

K>> Fref<FX(1)

ans =

logical

if Fref<FX(1l)
% expansion
(= xXexp~(l+alpha*beta) *M-alpha*beta*X (dim+1, &) ;
Fexp=feval (myfunction, Xexp) ;

XEXp -1,9151,0.5849
Fexp 4.0096

1 0.2679

S 2 0.6340

xref [-0.7321,0.2679] 3 1.6340
Fref 0.6077

I:SOI”t ( X )
1 2
0.6077 0.8038

if Fexp <« Fref
dim+l, :)=xexp:
Tm+ =P
else
(= E(dim+1, :)=xref;
FX(dim+1l)=Fref:;
end;

-0.7321
0.6340
-0.3660

[FX,I)=sort (FX);
k=x(1,:);



Xic=(l-gamma) *M+gamma*X (dim+1l, :) ;

-0.7321 0.2679
0.2679 -0.7321
0.6340 0.6340
2 3
0.6077 0.8032

[-1.0981,-1.0881]
24115
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
i if EiooFRidimsl)
tinsgide contraction B ¥{dim+l, :)=xic; [FX,I]=sort (FX);
xzic=(1l-gamma) *Mi+gamma*X (dim+l, : ) ; i F({dim+1l)=Fic; =KL, :)»
Fic=feval (myfunction,xic); ! slse
% shrink
=] for i
delta* (X(1,:)-X(1,:))»
FX(i)=feval (myfunction, X(i,:));

endi



[-0.7990.1.2010]
0.2010 0.2010
20808 -0.7321 0.2679
0.2679 -0.7321
[0.0012,-0.2488]
2 3
0.6077 06077
-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
tinside contraction if Fic<FX (dim+1) B
xic=(l-gamma) *M+gamma*X (dim+1,:); X(dim+l, :)==xic; [FX,I]=sort (FX);:
Fic=feval (myfunction,xic) FX (dim+1)=Fic; M=X(I,:):
else
% shrink
-] for i=2:dim+l
i, :)=X{1,:)+ delta* (X{i,:)-X(1l,:}}:
FX{i)=feval (myfunction,X{i,:}):
o end;




[-0.3155,0.1220]

%2in=side contraction
xic=(l-gamma) “M+gamma *¥ (dim+1, &
Fic=feval (myfunction,xic) ;

0.5

X

1 0.0012 -0.2433
2 0.2010 0.2010
3 -0.7321 0.2679
FSOFt()()
1 2 3
0.0619 0.0202 0.6077

[0.9342 -0.3158]

1 1.5 2

if Fic«<FX(dim+1)
Xi{dim+1l, :)y=xic;
FX ({dim+1l)=Fic:;

[FX,I]=scort (FX);

=MI(I,:);
else

% shrink

for i=2:dim+l
Xfi,)=X(l,:)+ delca*(X(i,:)-X(1,:)):
FX{i)=feval (myfunction,X{i,:}):

end;



1 0.002 -0.2428
Z 0.2010 0.2010
3 -0.3155 0.1220
I:SOI’t ( X)
1 2 3

0.0619 0.0202 01144




3 rmin -0,0099 0.0026
frmin 1.0471 e-04




Metoda kierunkow sprzezonych
Powella

Metoda kierunkow sprzezonych Powella jest chyba najbardziej popularng
metoda bezposrednich poszukiwan. Wykorzystuje ona historie poprzednich
rozwigzan, aby swtorzy¢ nowe kierunki poszukiwan. Idea jest prosta: trzeba
utworzy¢ N liniowo niezaleznych kierunkoéw poszukiwan i dokonac¢ sekwen-
cyjnie serie poszukiwan wzdhuz tych kierunkow, startujac za kazdym razem

z poprzednio znalezionego punktu.

ProgramOS\powell\powell_run.m



Wybierz punkt poczatkowy x? oraz zbiér N liniowo niezaleznych kie-
runkéw; najlepiej s = el dlai = 1,2,...,N, gdzie e oznacza i-ty

wektor bazowy bazy kanonicznej.

Szukaj minimum startujgc z punktu poczatkowego wzdhuz kierunku
s!ll. Startujac z nowo znalezionego punktu (oznacz go jako y!'), szukaj
minimum wzdhiz kierunku s@. Kontynuuj szukanie wzdhuz kolejnych
kierunkéw az do kierunku s™). Nastepnie ponownie szukaj minimum
wdhuiz kierunku sV, Punkt, ktéry zostal ostatecznie znaleziony oznacz

jako y@.
Oblicz d = y@ — g1}, Jest to kierunek sprzezony do s,

Jedli ||d|| jest mate lub kierunki s, s, ..., sN=1) d sq liniowo zalezne,
Zakoncz;

W przeciwnym przypadku ustal s¥ = s0-1 dla wszystkich j = N, N —
1,...,2. Ustal sl = d/||d|| i idZ do kroku 2).
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f(xl,x2)=(x1+3x2—1)2 +(%, = X, —2)2

min f(Xy, X,)=2.5




O

start point




O  start point
data1
data2




O  start point
data1

data2 .
data3
data4




O  start point
data1

data2 _
data3
data4
datab




O  start point
data1
05F data2
data3
data4
datab
or data6
0.5
-1
-1.5F
-2 I
2 1 0 1 2 3 4 5
X0 =
1.750000000000000

-0.250000000000000



Optvymalizacja funkcji

4\ MathWorks:

File Exchange
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Unconstrained optimization using Powell
Version 1.0.0.0 (5.5 KB) by Giovani Tonel

Unconstrained optimization using Powell

Overview Functions Versit

aurea(S,x0,d,ip,problem,tol,mxit stp)
bracket(S,x0,d,problem, stepsize)
coggins(S,x0,d,ip,problemtol mxit 5tp)

pawell(Sx0,ip,method,Lb,Ub problemtol mxit)

Qverview Version History Reviews (8) Discussions (2) powell_run.m
test(x)
133 = if method, % to see the linesearch plot, remove the two 0% below
134 — [stepsize, X0, Vo ,nSl]l=aurea (S5, %x,D(:,n),0%ips,problem, tol, mxit) ;
125 — yo=yo*problem;
136 — else
137 = [stepsize, ®xo, yo,n5l)=coggins (5,%x,D(:,n),0%ips,prokblem, tol , mxitc) ;
128 = vo=yo*problem;
139 = end

jiednej zmiennej

help aurea
Performs line search procedure for unconstrained optimization
using golden section.

[stepsize,xo,0t,n5]=aurea (5,x0,d,ip,prokblem, tol, mxit, stp)
5: objective function

x0: initial point
d: search direction vector

ip: (0): no plot (default), (>0) plot figure ip with pause, (<0) plot figure ip
proklem: (-1): minimum (defawlt), (1): maximum

tol: tolerance (defaunlt = le-4)

mxit: maximum number of iterations (default = 50% (14+44%~ (ip>0)))

stp: initial stepsize (default = 0.01*sgrt(d"*d))

stepsize: optimal stepsize

x0: optimal point in the search direction
Ct: optimal wvalue of 5 in the search direction
nS5: number of objective function evaluations

help coggins
Performs line search procedure for unconstrained optimization

using guadratic interpolation.
[stepsize, xo0,0t,n5]=coggins (5,x0,d, ip,problem, tol, mxit)
5: objective function

X0: initial point
d: search direction vector

ip: (0): no plot (default), (»0) plot figure ip with pause, (<0)
problem: (-1): minimum (defaultc), (1): maximuom

tol: tolerance (default = le-4)

mxit: maximum number of iterations (default = 50% (1+4%~(ip>0)))
stp: initial stepsize (default = 0.01%*sgrt(d'*d))

stepsize: optimal stepsize

Xo: optimal point in the search direction
Ot: optimal value of 5 in the search direction
nS5: nunker of objective function evaluations

plot figure ip




Uktad regulacji ekstremalnej

Uktad regulacji ekstremalnej — uktad regulacji, w ktdrym regulacja przebiega tak aby wielkosci
regulowane przybraty wartosci ekstremalne (maksymalne lub minimalne).

W uktadach takich steruje sie obiektami, ktérych charakterystyki statyczne (na wykresach typu
wejscie-wejscie przedstawiane jako krzywe np. paraboliczne) posiadajg maksima i minima.

Z pozoru sterowanie ekstremalne wydaje sie prostym zadaniem (nalezy utrzymac wielkos¢
wejsciowga na takim poziomie, dla ktérego wartos¢ wyjsciowa przyjmuje ekstremum) jednak
charakterystyki statyczne zwykle podlegaja trudno mierzalnym zmianom w czasie (na przyktad
skutkiem dziatania zaktécen) i raz dobrane nastawy regulatora (wartos¢ zadana) nie maja
zastosowania w catym zakresie zmiennosci parametrow regulowanego obiektu. Dlatego trzeba
zmienia¢ wartosc zadang zaleznie od zmieniajgcych sie parametrow regulowanego obiektu tak
aby uzyskac cel. Przy tym poszukiwanie ekstremum odbywa sie bezposrednio na obiekcie (co
odrdznia takie uktady od uktadéw adaptacyjnych gdzie poszukiwanie ekstremum odbywa sie na
modelu).

Ukfady regulacji ekstremalnej uzyska¢ mozna wiec poprzez uzupetnienie zasadniczego uktadu
regulacji cztonem optymalizujgcym. Zadanie takiego cztonu polega na automatycznym doborze
wartosci zadanej tak aby uzyskana wielkos¢ sygnatu sterujgcego zapewniata osiggniecie
ekstremum wartosci wielkosci regulowanej lub innej wielkosci okreslonej przez wskaznik jakosci
- okreslajacy na przyktad doktadnos¢, koszt lub sprawnos¢ (zob. tez kryterium sterowania).



Ekstremum kryterium jakosci

[ = I(H;. veey uﬂ)‘

ol :

— =0, 0, ..., = ()
ou, ou, ou,
i — .
af /,'”’“ |
rad/ = ) ¢, — =0, i
. z," dy; J
al _ [ (w,....u; + Au, ..., up ) -1 (u,..., u,) _ Al G=1.2 . n)
du, Au; Au,
Pochodna wg czasu
ol . al . ol

[ = —u 4 i +...+
du, du, du,




Zadania uktadow sterowania

Rodzaje sterowania ze wzgledu na charakter sygnatu wartosci zadanej:

- Sterowanie statowartosciowe (stabilizacja) ; y,(t)=const ;(przyktady:
regulacja predkosci turbiny, temperatury pieca, prgdu spawania)

- Sterowanie programowe; y,(t)=f(t) , gdzie f(t) jest z gbéry znana;
przyktady: sterowanie silnikiem pralki automatycznej, maszyny wytworcze,
obrabiarki sterowane numerycznie

« Sterowanie nadazne ; y,(t)=f(t) , ale f(t) nie jest z géry znana,
przyktady: Sledzenie obiektu latajacego (samolotu, rakiety), przez radar,
system kierowania bateria przeciwlotnicza

- Sterowanie ekstremalne; (brak wartosci zadanej); uktad poszukuje
punktu pracy optymalnego ze wzgledu na minimum strat, maksimum

wydajnosci itp.



Uktad regulacji ekstremalnej

2
b4 2 z
2
u x y
i Obickt —

-

y }

Charakterystyki statyczne obiektu regulacji nadajacego si¢ do sterowania w ukladzie regulacji
ekstremalne;
1-’( n

wr)
oo - Regulator "m: ' U ——

sterujacy
' Obickt

Schemat blokowy ukladu regulacy ekstremaine;




Przyktady

Uktad regulacji procesu spalania (paliwa) w silniku spalinowym

Uktad regulacji procesu spalania gazu w komorze spalania pieca gazowego - tu
charakterystyka statyczna (wykres temperatury w zaleznosci od strumienia
powietrza) zalezy od strumienia gazu i réznej wartosci opatowej gazu

Uktad regulacji stosowany w radioodbiornikach do automatycznego strojenia
obwoddéw rezonansowych

Kociot okretowy lub piec przemystowy, do ktérego wprowadza sie powietrze i
paliwo. D3zy sie do maksymalizacji temperatury w piecu, przy czym zbyt mata
lub zbyt duza ilos¢ powietrza powoduje niewykorzystanie maksymalnych
mozliwosci palnika, a takze warunki spalania zmieniajg sie w razie zmiany
wartosci opatowej paliwa, temperatury powietrza i obcigzenia cieplnego pieca.
Wodwczas sterowanie ekstremalne polega na odpowiednim okresleniu
zmiennych sterujgcych (doptywu paliwa i powietrza), przy ktorych zostanie
osiggnieta wartosc ekstremalna wskaznika jakosci (np. temperatury) w stanie
ustalonym w danej sytuacji przy nie znanych zaktéceniach oraz wystapi
utrzymanie stanu obiektu zapewniajgcego zachowanie wartosci ekstremalnej.



rzykfad

https://www.mathworks.com/help/slcontrol/ug/esc-for-reference-model-tracking-of-
uncertain-dynamical-systems.html

Adaptive Gain Tuning for Uncertain Linear Systems

For this example, consider the following first-order linear system.
X(1) = apx(1) + bou(r)
Here, x(t) and w(1) are the state and control input of the system, respectively. The constants ag and by are unknown.
The goal of this example is to track the performance of the following reference plant model, which defines the required transient and steady-state behavior.

K1) = a"xpg (1) + b7 (1)

Here, Xeei(f) Is the state of the reference plant and H(f) is the reference signal.

The aim of the contral signal (I} is to make the states x(f)of the uncertain system track the reference states Xpi1)
uli) = Kxii) — Kr(r)

The designed controller contains a feedback term, Kx(1), and a feedforward term, —Kr(1)

Substitute this control signal into the unknewn linear system dynamics.

(1) = apx(t) + bo(Kx(t) — Kr(D))

You can rewrite this expression as shown in the following equation.

X(1) = {ap+ boK)x(t) — byKr(r)

In the ideal case, if the coefficients ao and bo of the nominal system dynamics are known, then you can determine the contreller gain K using pele-placement techniques. Doing so produces the following matching condition.

ag+ K =a", gk = b*

When you use a single gain value as both the feedforward and feedback gain, this matching conditien might not be satisfied for all the possible values of @ and bo. For a more general solution, you can tune two different gain values (multiparameter tuning).
For this example, use the following unknown system and reference dynamics

X(1) = —1x(0) + u(r)
K1) = =3xpeg(1) + 2r(1)

In this case, the ideal control gainis K = -2
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Extremum Seeking Control Adaptive Gain Tuning
To implement an extremum seeking control (ESC) approach to the preceding problem, you define an objective function, which the ESC controller then maximizes to find the contreller gain K.

For this example, use the following objective function.

J=-10 / (X(1) — Xpr (1))t

The following figure shows the setup for extremum seeking contral.

+ The cost function is computed from the outputs of the reference system and the actual system.
= The extremum sesking controller updates the gain parameter.
+ The control action is updated using the new gain value.

= This control action is applied to the actual system.

Reference System

Xpof ==3Xp (r)+2r(c)

Y

Cost

J==10[(x (1) = x,r (r)]2 dt

Control Actual System

u(t) = Kx(t) - Kr(t) x(0)=—1x(¢) +ulr)

Y

~

Extremum Seeking
Controller

A




extremumControl




Optymalizacja statyczna

0

Y

y= f(0)

Fa
/T % Low-Pass High-Pass
€ Integrator Filter Filter
bsin(wt) asin(wt)
Modulation Parameter Update Demodulation

~

« @ is the estimated parameter value.

« @is the modulation signal

« y=f{#) is the function output being maximized, that is, the objective function.
« w is the forcing frequency of the modulation and demodulation signals.

» bsin(wr) is the modulation signal.

= asin(wt) is the demodulation signal.

» kis the learning rate.




The following figure demonstrates extremum seeking for an increasing portion of the objective function curve. The
modulated signal ¢ is the sum of the current estimated parameter and the modulation signal. Applying f(#) produces
a perturbed objective function with the same phase as the modulation signal. Multiplying the perturbed objective
function by the demodulation signal produces a positive signal. Integrating this signal increases the value of 8, which
moves it closer to the peak of the objective function.

f(6) l asin(wt)

T £(6) - -

G +Ii§_f'f((_tf))_ ____________ ® = W
fr e §{C)

---------------- ; F@) & —+——

LS = ® ' X \ /

VQ ! @ +wsintn)
i A !

asin(wt) | =0 +bsin(wt) ¢ :

6 =0 +bsin(wt)

]

The following figure demonstrates extremum seeking for a decreasing portion of the objective function curve. In this
case, applying f{#) produces a perturbed objective function that is 180 degrees out of phase from the modulation
signal. Multiplying by the demodulation signal produces a negative signal. Integrating this signal decreases the value
of 8, which moves it closer to the peak of the objective function.



The following figure demonstrates extremum seeking for a flat portion of the objective function curve, that is, a
portion of the curve near the maximum. In this case, applying f{#) produces a near-zero perturbed objective function.
Multiplying by the demodulation signal and integrating this signal does not significantly change the value of 8, which
is already near its optimum value 6*.

£(6) f(@') f(g + bsin(wt))
e ——

I
I
I
I
I
I
:
\ asin(wt)
I
I
I
I
I
I
I

0=0 +bsin(wt) |\



Przyktad




w1 u(2))"2+3

3
U

5+ 1

extrema20S.slx

5
5+ 50




Optymalizacja dynamiczna

—9> X f f(x' a(x,@)) L’ Yy = g(z) L._)
z = h(x)
?( 6 Integrator 1—@1— Lo:l;tlzss <« % J€— Higi:?l't::ss —
bsin(wt + §,) asin(wt + ;)

x = f(x,a(x, ) is the state function of the dynamic system.

z = h(x) is the output of the dynamic system.

vy = g(z) is the objective function derived from the output of the dynamic system.
¢, is the phase of the demodulation signal.

¢ is the phase of the modulation signal.



ESC Design Guidelines

When designing an extremum-seeking controller, consider the following guidelines.

Ensure that the system dynamics are on the fastest time scale, the forcing frequencies are on the medium time
scale, and the filter cutoff frequencies are on the slowest time scale.

Specify an amplitude for the demodulation signal that is much greater than the modulation signal amplitude
(a>=b).

Select phase angles for the modulation and demodulation signals such that cos(¢, — ¢,) > 0.
When tuning multiple parameters, the forcing frequency for each tuning loop must be different.

Try designing your system without high-pass and low-pass filters. If the performance is not satisfactory, you can
then consider adding one or both filters.



Przyktad. Utrzymanie homeostazy

@ Input : inlormf?tion Control Output information
sent along different sent along efferent
pathway to Centre pathway to

Imbalance
(too much)
(2) Change detected (5) Response of effector
by receptor feeds back to influence
magnitude of stimulus

and returns variable
to homeostasis

Variable (Homaostasns)

@ Stimulus:

Produces change
in variable Imbalance

(too little)

Homeostasis is a property of a human biological system where the self-regulating
process tends to maintain the balance for the survival. The regulation takes place
in a defined internal environment

Seminarium23012024-0S-b2.pptx



Metody gradientowe optymalizacji
funkcji wielu zmiennych

— Metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent method)
- Metoda Newtona

- Metoda Marquardta

— Metoda sprzezonego gradientu Fletcher-Reevesa

— Metody quasinewtonowskie:

* Metoda Davidon-Fletcher-Powella (DFP)
* Metoda Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannona (BFGS)



Metody gradientowe

Gradient w punkcie x/ mozemy przyblizy¢ numerycznie za pomoca naste-

pujacej formuty:

\V4i (x“)) -

| of (x(t) )_
0%,
of (x(‘))

of (X(t)) f (Xi(t) JrAxi(t))_ i (Xi(t) _Axi(t))

OX 2Ax Y
i |
(¥%,v)
gu=0z /dx, qy=0z/dy.
gx = {z(x+hx,y)-z(x-hx,y) )/ 2hx]
gy = (z(x,y+hy)-z(x,y-hy))/Zhy.

numDerOS.m



Hesjan

Hesjan w punkcie xT natomiast liczymy nastepujaco:

_82f(x“)) o' (xV) 82f(x(‘))_
ox? oXOX,  Ox0X,
o' (xV) o f(x) a*f (x)
Vi f (X(t)) = OX,0% ox2 - OX,0X, 32f f(a:—l—(e,t-—l-ej-)hj—f(a'+et-h)—f(ﬁ—i—ejh)—i—f(a:)
L L L L dr, 5’,:1:-?- - B2
o' (xV) o f(x) . o' f (x)
| OX\0X%, OX, OX, oy |

o2 f (X(t)) f (Xi(t) +AXi(t))—2f (X(t))+ f (Xi(t) _Axi(t))

5Xi2 ( Axi(t) )2
of (x.“) + Axﬂ)) of (X_m _ AX_«)) of (xV) £ (x9+axY)— f (x© -ax?®)
2 (t) ! I B i i éxi = 2 Axi(t)
o f (X ) 6)(1_ 8Xj

OX;0X; 2AxY



Gradient i Hesjan w punkcje

ekstremum
f(Xy,%X,)= (xl + 3X, —1)2 +(X1 — X —2)2
== min f(Xx;,X,)=2.5
\ X, =1.75
S X, =—0.25

x10=0;x20=0;

Df=[-6 -2]
=% numDer(s
1.0e-15 *
numDerOS.m  0.222261445359528 0.216840434497101
powell0S.m
3.00000660560950663  4.000000000000052
4.000000000000052 19.599955995555958%9

>> eig([4 4;4 20])
3.0557
20.9443




Obliczenia numeryczne

(num derivatiwvs 05
{ dx1=0.01;
dAx2=0.01;
(fun="pausl3d':
fFfun='par3d':
fun="powelll5";

Ex10=1;x20=1;
x10=1.T5;; x20=-0.25;

xt=[x10 x20]:
fx=fewval (fun,xt):
fpxl=fewval (fun, [x10+dx]l , x20]1):
fpx2=fewval (fun, [x10,x20+d=x2]):
froxl=fewval (fun, [x10-dxl, =x20]):
froxZ2=fewval (fun, [x10,x20-d=x2]):
dfdxl=(fpxl-fmxl) ./ (2%dxl) ;

{ dfdx2=(fpx2-fmx2) ./ (2%dx2) ;
disp([dfd=xl dfdx2]):
fHes=sjan
dAZfdxldxl=(fprl-2*fx+fmxl)/ (d=xl1"2) ;
dAZfdxZdx2=(fpx2-2*fx+fm=2) / (dx2"2) ;
fpxlxZ=Ffeval (fun, [x104+dxl, x20+d=x2]) :
AZ fdxldxZ=(fpxlxZ-fpxl-fpxZ+£fx) / (dxl dxZ) ;
d2fd=2dx]l=d2fdx1d=x2;
dizp([d2fdxldx]l dZ2fdxldxZ;d2fd=x2d=x]l d2fd=x2d=x2]);

-2
-2



Kierunek najszybszego spadku funkcji

Poniewaz gradient jest kierunkiem najszybszego wzrostu, minus gradient jest kierunkiem
najszybszego spadku funkcji. Kierunek poszukiwan (ang. search direction) d® jest kierunkiem
spadku w punkcie x jesli w otoczeniu tego punktu spetniony jest nastepujacy warunek:

Vf (x“) ) .dV<0

Oznacza to, ze cosinus kata miedzy gradientem i kierunkiem poszukiwan jest wiekszy niz
90°. Kierunek d{t) jest kierunkiem spadku, poniewaz w wyniku rozwiniecia f wokot x(t)
otrzymujemy:

f (X(t+1)) _ § (X(t) +ad(t)) _ f (X(t))+an (X(t)).d(t)

XKD — 5 () o (K)glk)



Metoda Cauchy’ego najszybszego
spadku

Kierunek poszukiwan w metodzie Cauchy'ego jest kierunkiem najszybszego spadku:

S =R
2 - { e |1
(k) _ (k) |
s+ =—VI (X
Grad_descent.m :
alpha =0.1; alpha =0.2;

x K — y (k) o o (K) g (k)



Algorytm

) Wybierz maksymalng liczbe iteracji M, punkt poczatkowy oraz dwa

parametry zakonczenia €; i €9 i ustal k = 0.

) Oblicz Vf(x®)

) Jesli ||V f(x®)|| < e, Zakonez;

Jesli k =2 M; Zakoncz;
W przeciwnym razie idz do kroku 4). st = _vf (x("))

Wykonaj poszukiwanie wzdhiz kierunku, zeby znalezé a'® tak, aby

flx®H)) = f(x® 4 qlklsk) bylo minimalne. Jednym z kryteridéw za-

konczenia jest |Vf(x®*1). Vf(x®)| < .
||r{k+1}_.r{k}||
[Joc ]|

W przeciwnym przypadku ustal k = k + 1 i idz do kroku 2).

Jesli < €, Zakoncez;

cauchyOS.m



1‘(x1,x2)=(x1+3x2—1)2+(x1—x2—2)2

differentiate (X1l -x2- 2)2 +(X1+3x2- lJ2
>>syms x1 x2

>> y=(x1+3*x2-1)"2+(x1-x2-2)"2 Parial derivatives

—(®x1-x2-2°+ (x1+3x2-1)°) =4x1+4x2-6
y= |

a . 2 2

—((x1-x2-2+ (x1+3x2-1)°) = 4x1 +20x2 -2

(x2 -x1+2)22 + (x1+3*x2-1)"r2

[diff(y,x1) diff(y,x2)] grad_descent.m

X; =1.75 L
X, ==0.25 T

ans =

[ 4*x1 +4*x2 -6, 4*x1 + 20*x2 - 2]




while and(gnorm>=tol, and({niter <= maxiter, dx >= dxmin))

% calculate gradient:
g = grad(x):

gnorm = normi{g)

% take =tep:

xnew = X — alpha¥*g;

end

check step
if ~isfinite (xnew)

display(['Humnker of iterations:

error('x is inf or HalN')

end

% plot current point

plot([x{l) =znew(l)}], [=®(2) xnew(2)], "ko-")
refresh

% update termination metrics

niter = niter + 1;
dx = norm(xnew-x):

X = XNew;

' num2str (niter)])

% define the gradient of the objectiwve

function g = grad(x)

Fg = [2%=x(1l) + x(2)

% X1y + 6%x(2)]:
g=[ 4*=(1l) + 4*=x(2) - &
4*x (1) + 20*=x(2) - 2

1:
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[ S8 ]
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[ S8 ]
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wn
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n

|
=]
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L]

-0.784

—-0.T707T0L

-0.64508

—0.55508

[ S8 ]

]

[ S8 ]

]

[ S8 ]

min f(Xx;, X,)=2.5

x, =1.75

Xnew
2.5 -0.88
4952 -0.734
4868 -0.70701
4756 —-0.64508
4623 -0.55508
. 2477 —-0.55456

alpha =0.01;

1.
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L3219
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2 2
. (x1+3 x2-1) +(x1-x2-2)




2 2
. (x1+3 x2-1) +(x1-x2-2)




2 2
. (x1+3 x2-1) +(x1-x2-2)




2 2
. (x1+3 x2-1) +(x1-x2-2)




2 2
. (x1+3 x2-1) +(x1-x2-2)




-1.4

-1.6

-1.8

(x,+3 x,-1)%+(x, -x,-2)?




2.212

1.7704

2.053

1.6283

0.352

-1.07&68

0.56564

-1.2058

alfa=0.1

2.212

1.7704

2.053

1.6283

2.0553

Xnew

-1

0.352

-1.0768

0.56564

-1.2058

0.7545

(x,#3 x,-1)24(x % ,-2)

7

g
0 -12
4.8 12
-1.52 -13.592
4.416 14.688
-3.2256 -l16.454
4.64964 17.745
-4.31 -15.603




Metoda Newtona-Raphsona

Rozwiniecie w szereg Taylora drugiego rzedu funkcji f wokét punktu xt) przyjmuje nastepujaca
forme:

f(x€)=f(x®)+Vf (x("))T (x—x("))Jr%(x—x("))T VA (x®)(x=x®)

Warunek pierwszego rzedu na maksimum lokalne tej funkcji:

\V4i (X(k))_|_v2f (X(k) ¥ — X(k)): 0
Skad mamy XD = x®) —|:V2f (x(k))]_l Vi (x®)
s® =~ V2 (x® )T Vi (x) Metoda Cauchy’ego

5 = _vf (x)




Metoda Newtona-Raphsona(cd)

Generujemy iteracyjnie ciag punktéw x, s, . ..

W kazdej iteracji k =1,2...., przyblizamy funkcje f(x) wielomianem
Taylora drugiego rzedu w aktualnym punkcie x;.:

1 ‘
Py(x;xy) = flar) + V(e (@ —ap) + 5(&— xr) ' V() (x — )
Zatozenie: hesjan V*f(x;) jest dodatnio okre$lony

Jako kolejny punkt @y bierzemy punkt minimalizujacy P (x; x)



Metoda Newtona-Raphsona(cd)

Metoda Cauchy’ego | _ _vyf (X(k))

N M €7
Ad L‘-—Fl — d k f”{if'k)

s = [ (x)] vt (x©)

min

]

flzg) + f(we)(x — zp) + f—(ﬁ”*(f — 7k)?

Lk Xi+1 metoda Cauchy’ego Tk+1 metoda NR



Minimum funkcji kwadratowej

Przypomnienie: Minimum funkcji kwadratowejlr ' Az +b' x + ¢|z do-
datnio okreslong macierzg A ma postaé ™ = —%A‘lb

Whiosek: Minimum funkcji kwadratowe;:

Fv) = 20"V f(ax)o + V(@) v+ fla)

jest w punkcie v = — (V2 f(xx)) "'V f(xx)
Whiosek: Bioragc v = & — @), minimum wielomianu:

o (@ — )V f (@) (@ — 1)

Po(x; )

= flar) + V(@) (@ —ap) +
jest w punkcie & spetniajacym:

r—x, = — (Vf(xp) ' V(zk)

Llk4+1 = Lk — (sz(ﬂ?k))_l\_/'f(ﬂ?;l)

NewtonOS1lkrok.m



Twierdzenie

f(xl,x2)=(x1+3x2—1)2+(x1—x2—2)2

200 ~

150

Metoda Newtona-Rapshona znajduje minimum funkcji kwadratowej:

fle)=ax'"Az+b'x+c

w jednym kroku, niezaleznie od punktu inicjalizacji!




Dowod

Rozwazmy minimalizacje funkcji funkcji kwadratowej z dodatnio okreslong

macierza A:
fle)=a' Az +x'b+c.

Vi) =24z +b,  Vif(x) =24, (Vif(@)) = %A‘l

Rozpoczynamy od dowolnego punktu @1 | wybieramy punkt x> jako:

zy = &1 — (V2f(1)) ' V()

1 _
Tro = I1 — §A_l(2A:E1 + b)

1 _
Al eS|
H ) il AIAa:l 2A b
1 . 1 .
Tro = $1—$1—§A_lb ro = —§A lb

Ale jest to punkt minimum x* funkcji kwadratowe]!



[dfd=x]l dfd=2]"':
d2~-1+%d;

Xnew=xt'+s;

d
=

[1.7500:-0.2500]
[2.5000,-1]

Xnew
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[1.7500:-0.2500]

[-1,-1]

[dfd=x]l dfd=2]"':
d2~-1+%d;

d=

s=_

Xnew=xt'+s;
Xnew

xt

At NG

S N b S S NG NN
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NN N~
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e e 7 e v e 7 -
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X1



[1.7500:-0.2500]

[dfdxl dfdxZ]';
dz~-1%d;
[-2.3]

Xnew=xt'+s;

xnew

d
=

NN~ = =~ Y

TI-

At NG

AN N
NN N~
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/
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7/
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Analityczne obliczenie pochodnych

NewtonOpt.m e

=X 2+X*Y+3*Y¥"2;

Initial Guess (Choose Initial Guesses
x(1l) = 2;
v(l) = 3;
e = 10~ (-8B):
i=1; % Iteration Counter

% Gradient and Hessian Computation:
df dx diff (£, X):

df dy diff(f, ¥):

J = [subs(df dx, [X,Y], [®(1),¥(1)]) subs(df dy, [X,¥], [x(1),y(1)])]; % Gradient
ddf ddx = diff(df dx,X):

ddf ddy = diff(df dy,Y);

ddf_dxdy = diff (df_dx,Y¥);

ddf ddx 1 = subs(ddf ddx, [X,¥], [x(1),y(Q)]1):

ddf ddy 1 = subs(ddf ddy, [¥,¥], [x(1),y(1)]1);:

ddf dxdy 1 = subs(ddf dxdy, [¥,¥], [x{(1),y(1)])-

H [ddf_ddx_1, ddf_dxdy_l; ddf_dxdy_ 1, ddf_ddy_1l1; % Hessian

5 invi{H); % Search Direction

¥ Optimization C;ud;l;;uﬂ

while norm(J) > e
I = [x(i},y(1)]";

x(i+l) = I(1)-S(1,:)*J";
y(i+l) = I(2)-5(2,:)*J";
i=1i+1;

J = [subs(df dx, [X,¥Y], [x(i),¥(i)]) subs(df dy, [X,¥], [x(i),¥(1)])]; % Updated Jacobian
ddf ddx 1 = subs(ddf ddx, [¥X,¥], [x(i).,y(i)]):

ddf_ddy_1 = subs(ddf_ddy, [X,¥], [x(1),¥(1)]);

ddf dxdy 1 = subs(ddf dxdy, [X,Y], [x(i),¥(i)]);

H = [ddf ddx 1, ddf dxdy 1; ddf dxdy 1, ddf ddy 1]; % Updated Hessian

S = inv(H):; % New Search Direction

end



f=XA2*exp(X+Y)+ YA2*exp(X-Y);




Przyktad minimalizacji funkcji 3
argumentow

FOX)= X2+ 22X+ XX+ X2 +exp( X2 +x°)=x, +X
1 2 172 3 2 3 2 3

(K)
8f(x )S0,00l
OX;
R I % S\
=| x —H_l(f{x x x)[“?])‘?f(x x x)m
1> 425 A3 1> 422 43
\ A3




{ 32 f 82 f a::: f p
i Oxdx, Oxdx

37 &f &
Ox,0% ok Ox,ox
& f & f 3 f

R



F(x)= 2 +22 + x4 +exp(ad +23) - x4 5

J

f (x) = 2}{'1 +2I1 xgz
ox

T _ 4, v2dir, +20, exp(sd )1
ox,

% ()

— 21.3 +2I3 : exp(}'{g +I§)+l
ox;



vy

/ 2
2x +2x x5

4x, +2;':f:!:2 +2x, - exp{.?é +x§}—1

2x, +2x3-exp(x§+x§)+1

3




0" f ()

o =2+2x;
3 f(x

8x§ )=4+2x12+2*exp(x§+x§)+4x§*exp(x§+x§)
3 f(x

ang )=2-exp(xf.+x§)+4x§-exp(x§+x§)+2
agf(x)=4xx' Eff(x]:O

ox, 9%, YR o,
" (%)

= 4x,x; - EXP (xf; + xg)

Ox, 0%,



?+?;r3 4% x, (i
H(f)=| 4xx, 4+2xf+2.exp(.x§+x§)+4x§.exp(x§+x32) 4.r3x3-exp(x§+x§)

0 4x233-exp(x§ +x33} 2-exp(x;+r3‘)+4z;-exp(x;+x§}+2



1 iteracja
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2 0 0
0 442 0O

0 0 242
(24 0 0O
=—| 0 8 0
L0 0 12,

2 0 0
0 6 0
0 0 4,
(0,5 0
s| 0 0,16667
L0 0

0 h
0
0,25,
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1 0 8 0|l-1
48
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WS -

_—0,25,




Sprawdzanie warunku stopu

\

af [x“‘?)
e

2

=0,001

2.042.0.2
6

1 1 1
4.—+2.0° =42 — exp
6 6 6

—2-%—2 % exp[

1 1 e
% 16 N

1 1] 11
+— [+1 ———
36 16) ) L2 2







Druga iteracja

g Y
rxl‘wlll 0
1
X, | = —
: ;
X
3/ k—O,ZSJ



(2,055556

0
l.‘ 0

£ 0
\ 0
£ 0

vl = | 0,031493

_-0,04724,

0 0
6,310565 -0,18241
-0,18241 4,462576,

0,486486 0 0

0,158652 0,006485
0,006485 0,224351,




2]

(4]

(4]

¢ 5

[

[

(), 436436
0

. 0

{ 0 '

0,00465

0,158652 0,006485

0

A2 —H'l(f(xl,xg,xﬂ[q)?f(xl,xn,xﬂp]

0

‘\'.

0,006485 0,224351,

4 0 3

0,161977

{ 0 3

0,031493

- 0,04724 |



Qf[xpﬂ

ox.

f ( b )

ax.

=0,001

£ O“'.
0,000123
| —0,00023

= JOQ +0,000123* +0,00023* & 0,000264<0,001




2]

Rozwigzanie

{ 0 '

0,161977

- 0,23961,

. £ {x)=0,795547



Inne metody

Metoda najszybszego spadku (ang. steepest descent method)
Metoda Newtona

Metoda Marquardta

Metoda sprzezonego gradientu Fletcher-Reevesa

Metody quasinewtonowskie:

* Metoda Davidon-Fletcher-Powella (DFP)

* Metoda Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannona (BFGS)

Metoda Cauchy'ego dziata dobrze, gdy punkt poczgtkowy jest daleko od minimum,
podczas, gdy metoda Newtona dziata dobrze, gdy punkt poczatkowy jest blisko minimum.
W metodzie Maruardta metode Cauchy'ego stosuje sie na poczatku by nastepnie
zaadoptowaé metode Newtona.



Algorytm metody Maquarta

metr zakonczenia €. Ustal k = 0 oraz

) Oblicz Vf(xk)

) Jesli || V£(x®)|| £ €, Zakonez;

lesli k = M; Zakoncz;

W przeciwnym razie idz do kroku 4).

) Wybierz maksymalna liczbe iteracji M, punkt poczatkowy oraz para-

A0 = 10% (duza liczba).

| 1
) Oblicz xB*+1) = xk) _ | 72f(xck)) L A RIF|  f(xk)

) Jedli flx®*1)) < f(x®)), idZ do kroku 6);

W przeciwnym przypadku idz do kroku 7).

| Ustal A+1) — %;Lfk}, k=Fk+11iidZ do

) Ustal A®*Y — 948 i id7 do kroku 4).

kroku 2).



[ BT SR LR %

K

0000000000000 00
LO00000000000000
0000000000000 00
0000000000000 00
0000000000000 00

o e e e

x1

LS9e06T4157303371
.T803059445254006
. T52300880607975
LT5009047T6292853
.750001813618231

%Insert starting points

x01=2.5;
x02=-1;

lambxda=1

X2

.32584265%0629214
L25T7Te38607T4TE36
.25055034506T75598
.250021401158006
L250000428263940

Magquard.m

[ I T s T s

L0B23T5962630981
L0014598827391873
0000085517869 04
LO000000013206825
0000000000053 06

[ R T s T s

A

LS00000000000000
L250000000000000
1250000000 00000
LOe2500000000000
L031250000000000



f(xl,x2)=(x1+3x2—1)2+(x1—x2—2)2

—

%Insert starting points
x01=2.5;
x02=-1;













Metoda Fletcher-Reeves
gradientu sprzezonego

1

orma kwadratowa f(x)=5x'Ax—x'b, xcR".
2

rp:=b— Ax;

if ry is sufficiently small, then return x; as the result

Po = To

k:=0
btad ry = b — Ax;. repeat

I'II‘;:
Xp 2=
p; Ar: " plAp,
i Pry1 = Tk — Pp-

kierunek * Pi Ap; Xki1 1= Xg + 0Py

Tri1 = T — apAp;
if rpy 4 is sufficiently small, then exit loop

T
T 1 Th+1

By ==

r, T}
Pri1 = Trs1 + BiPg
k:=k+1

end repeat

return Xgq as the result




Przyktad

f (X, X,)=(%X; +3%X, -1 g Xy — Xy —2 ;

1 7 T
. 20 flx) = ke Ax —~x' b,

>>syms x1 x2
b= >> expand((x1+3*x2-1)A2+(x1-x2-2)"2)
2*x172 + 4*x1*x2 - 6*x1 + 10*x272 - 2*x2 + 5

| S s

1 2 3 4 5 -+ 7 a 9
1 0 1 1 0.0436 -2 -22 -2 -22 0.0146
2 1 0.9029 -0.0685 0.3217 2.6624 -0.2420 2,633 -0.5642  7.2958e-29
3 2 1.7500 -0.2500 0.0477 -53207e-15) -2.2204e-14) -53291e-13 -2.220de-14  1.0107e-03
4 3 1.7500 -0.2500 03273 -7.0572e-17| 1.6937e-17 -7.0626e-17  1.6713e-17 2.3183e-25
ﬂetCherReev' m 5 4 1.7500 -0.2500 0.0477 -8.0365e-30| -3.4007e-29 -8.0365e-30 -3.4007e-29  4.0748e-02
4] 5 1.7500 -0.2500 03273 -6.8648e-33| 1.6223e-33) -6.8651e-33  1.6209e-33)  1.1078e-22
) B 1.7500 -0.2500 0.0477 -1.705%e-44) -7.2257e-44 -1.7050e-44 -7.2257e-44  3.0436e-10
8 7 1.7500 -0.2500 03273 -1.2606e-43) 2.9761e-49 -1.2606e-48 2.9759%-49  1.2285e-21
) 8 1.7500 -0.2500 0.0477 -1.0437e-39) -4.4184e-39 -1.0437e-39 -4.4184e-30 2.264%9e-11
10 ] 1.7500 -0.2500 03273 -2.1028e-64) 4.9641e-685 -2.1028e-64 4.9640e-83  3.4214e-21




Fletcher- Reeves algorytm:

1: pp = —Vf(Xg), k=0
2. while [|[Vf(xy)|| > € do
3: g = linesearch for f along py

4 Xk+1 = Xk T QkPk  ap=argming f(zy, + ap)
5. Biny = IV 1P/ IIVF (xi) |12

6:  prs1 = —VIF(xkr1) + By P

7. k=k+1

8. end while




_ v2a X1+ X5 2 A X1—Xo
f (X, X,) = X7€ + X5€

x°=(0,0)  Punkt krytyczny (stacjonarny)

of _
— = (2x, + X} )2 4 xJe1 T2
X
of
—— = x7e"M2 4 (2x, - x5)e™
5 1 2= %3
X2




clc,clear

% Méthode du gradient conjugu

A=[5 2;2 3]:; b=[-2;4];c=0;

X=[0;0]; % Solution initiale

r=h-L*X;

d=r;

Cut=[X"[];

while norm(r)>0.0001
alpha=r'*r./(d"*4*d) :
X=X-alpha¥*d;

ri=r;

r=ri-alpha*aA*d;
beta=r'*r./ri'*r;
d=r+beta¥*d;
Cut=[0utc;X'];

end

disp('la =olution est:')
disp (X)
ploc{Cuac{:,1),".-"):
hold on;
plot{Out({:,2),"'x.-"):

m

Gradi.m

1.5 |

10

12



Optymalizacja w Matlabie.

Funkcja Rosenbrock

Rozenbrock folder

f (x)=100(x, — X, ) +(1- X1)
[x,fval] = fminsearch(@banana,[-1.2, 1])

[xmin,fmin,ct]=ANMSsimpexOS(@banana,[-1.2 1],10"-4,300)

LYV

fminsearch

Find minimum of unconstrained
multivariable function using
derivative-free method
algorithm: 'Nelder-Mead simplex
direct search’

-0.5

151

0.5

-2.5

I
-1.5

1
0.5

|
1.5



[x,fval,exitflag,output] = fminsearch(fun,x@,options)

Iteration Func-count min f(x) Procedure

e 1 -6.70447

1 3 -6.89837 initial simplex
2 5 -7.341e1 expand

3 7 -7.91894 expand

4 9 -9.87939 expand

5 11 -18.5047 expand

6 13 -12.4957 expand

7 15 -12.6957 reflect

8 17 -12.8052 contract outside
9 19 -12.8052 contract inside
10 21 -13.0189 expand
11 23 -13.0189 contract inside
12 25 -13.8374 reflect
13 27 -13.122 reflect
14 28 -13.122 reflect
15 29 -13.122 reflect
16 31 -13.122 contract outside
17 33 -13.1279 contract inside
18 35 -13.1279 contract inside
19 37 -13.1296 contract inside
20 39 -13.13e1 contract inside
21 41 -13.13e5 reflect
22 43 -13.1306 contract inside
23 45 -13.1309 contract inside
24 47 -13.13@9 contract inside
25 49 -13.131 reflect
26 51 -13.131 contract inside
27 53 -13.131 contract inside
28 55 -13.131 contract inside

ib/ref/fminsearch.html#d120e380389



Optymalizacja w Matlabie

| x= 0.5000 -1.0000
fminfunOS.m f (x)=e" (4] + 25 +4x; X, +2X, +1). fval = 3.6609e-15

%function f = objfun(x)

objfun =@(x)exp(x(1))*(4*x(1)*2 + 2*x(2)*2 + 4*x(1)*x(2) + 2*x(2) + 1);
x0 = [-1,1];

options = optimset('LargeScale’,'off');

[x,fval,exitflag,output] = fminunc(objfun,x0,options)

Algorithms

collapse all

Quasi-Newton Algorithm

The quasi-newton algorithm uses the BFGS Quasi-Newton method with a cubic line search procedure. This quasi-Newton
method uses the BFGS ([1],[5],[8], and [9]) formula for updating the approximation of the Hessian matrix. You can select the
DFP ([4],[6], and [7]) formula, which approximates the inverse Hessian matrix, by setting the HessUpdate option to 'dfp'
(and the Algorithm option to 'quasi-newton'). You can select a steepest descent method by setting HessUpdate to
'steepdesc' (and Algorithm to 'quasi-newton'), although this setting is usually inefficient. See fminunc quasi-newton
Algorithm.

Trust Region Algorithm

The trust-region algorithm requires that you supply the gradient in fun and set SpecifyObjectiveGradient to true using
optimoptions. This algorithm is a subspace trust-region method and is based on the interior-reflective Newton method
described in [2] and [3]. Each iteration involves the approximate solution of a large linear system using the method of
preconditioned conjugate gradients (PCG). See fminunc trust-region Algorithm, Trust-Region Methods for Nonlinear
Minimization and Preconditioned Conjugate Gradient Method.



f(X)=€" (4X] + 2% +4X, X, + 2%, +1).

x= 0.5000 -1.0000 120
fval = 3.6609e-15

output =

struct with fields:

iterations: 8
funcCount: 66
stepsize: 6.3361e-07
Issteplength: 1
firstorderopt: 1.2284e-07
algorithm: 'quasi-newton’
message: 'dLocal minimum found.<<¢Optimization completed because the size of the gradient is less than<the value of the optimality tolerance.<<<stopping
criteria details><<Qptimization completed: The first-order optimality measure, 7.076980e-08, is less <than options.OptimalityTolerance = 1.000000e-06.<¢"




Lokowanie biegunéw uktadu

dynamicznego
¥ =-0,5x, +u,
% =-2X, +10X5 —2u, + 2u,, (ZI_)t( = AX(t) + Bu(t),

X =X, —2X5 +U,.

~05 0 0 10 X,
A=| 0 -2 10|; B=|-2 2|; x{xzi; u:{:jl}.
0 1 -2 0 1 X3 ’

Y1 =X Yo = X3,

y(t) = Cx(t),

Iyv,l. ~ [100
=) o= 89

u(t) = Ky(t),




2_1‘ = AX(t) + BKCX(t) = (A+ BKC)x(t).

>>A=[-0.5 0 0;0 -2 10;0 1 -2J; A+BKC
s=eig(A)

S = [—5, -3, —]_]
=) 1.1623
-5.1623

-0.5000



function y=bieg(x)
A=[-0500;,0-210;,01-2];
B=[10;-22,01]
C=[100;,001];

K=[x(1) x(2);x(3) x(4)];

eigfun = sort(eig(A+B*K*C));

goal = [-5,-3,-1];
y=norm(goal-eigfun);

[-0500;, 0-210,01 -2];
[10;,-22;,01];

[100;,001];

K=[-1-1;-1-1];

options =
optimset('Display’,'iter','PlotFcns', @ optimplotf
val);

[x,fval,e,0] = fminsearch(@bieg,[-1 -1 -1 -
1],options)

A
B
C



lteration Func-count min f(x) Procedure

0

O 00N UL B WDN B

S e S SEN T
A W NP O

1
5
7
8
10
11
13
14
16
17
19
20
22
23
25

2.52224
2.49652 initial simplex
2.44186 expand
2.44186 reflect
2.37396 expand
2.37396 reflect
2.24397 expand
2.24397 reflect
2.06286 expand
2.06286 reflect
1.72847 expand
1.72847 reflect
1.22076 expand
1.22076 reflect
0.339008 expand



XO = [1’ 1’ 1]’ Current Function Value: 1.7463e-05

[Times, xvals] = oded5(@(u,x)((A +
B*K*C)*x),[0, 3],x0);

plot(Times,xvals) 0sl
legend('x_1(t)",'x_2(t)",'x_3(t)','Location’,'best')

grid on $08)
xlabel('t"); Ll

ylabel('x(t)");

0.2




Model w Simulinku

X' = Ax+Bu
— | ., _ >y
y = Cx+Du
To Workspace
State-Space
Gain
B Model Properties i ol . ﬁ E Model Properties - ﬁ
I—lma'n e | Hstory l Desaription | T Main | Callbacks | History | Description | nl
Model callbacks Madel initialization function: tel calbacks | £
Mode callba Simulation stop function:
~PreloadFon A=[05 0 0;0 -2 10;0 1 -2 ’ B
~PostloadFn B=[10;-22 0 1]; _ ~PreloadFon plot(y.time, y.signals, values) | =
- DR (C = [100; 00 1]; = ~Postt oadFcn xiabel(t), yiabel y(t))
-~ Starthon D=[0 0; 0 0J; - TnitFen® rid an
- StopFan™ K =[-4.0000 -0.2564; -4.0000 -4,0000]; StartF g —
- PreSaveFcn X0 = [L51; i m
-PostSaveF -
.. CloseFen ~Presaverfm
--PostSaveFm L
~CloseFn -
! N | i | b
4| ] | b
[ OK l l Cancel l l Help ] Apply J L [ OK l ’ Cancel l [ Help ] Apply I
- ——— — L | BT T B ™ 0 . B O RN S | ul




PID sterownik

W (s)= —>) - 1 j
’ U(s) 5053+a15'+a15 +1

IR
W,() =K, + K —+Ks.

Tunable Variables are PID gains, Kp, Ki., Kd.

Controller
f'—"‘ PID | plu ¥ o]
Plant & Actuator Scope

»(1)

Outl




Optsim.mdl

Actuator Model Plant
(s)
Q EC S,
u Limnat Rate j
al=3; a2=43

Upper limit: 2 Rising slew rate: 0.8
Falling slew rate: -0.8

Lower limit: -2
_pb—
P o
0 ak=s o ()
n_1 Out 1
I

D



function [Kp,Ki,Kd] = optpidOS
%optsim
pid0 = [0.6 0.05 2];
al =3;a2=43;
options = optimset('Display','iter','PlotFcns', @optimplotfval);
[x,fval,e,0] = fminsearch(@optpidl,pid0,options)
Kp = x(1);
Ki =x(2) ;
Kd = x(3) ;
function F = optpid1(pid)
Kp = pid(1);
Ki = pid(2);
Kd = pid(3);
simopt = simset('solver','ode5’,...
'SrcWorkspace','Current');
[tout,xout,yout] = sim('optsim’,[0 100],simopt);
F = norm(yout-1);
%F = norm(yout(10:51)-1);

end
end



F = norm(yout(10:51)-1);

Current Function Value: 0.00585609

O.Qi

0.8 4

e optPIDOS.M
0.6 1
¢

o
o

©
~
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Function value

&>
L 4

oy,

%
%
%

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Stop Pause Iteration

[Kp Ki Kd]=[0.851496432319671,0.083222330933200,7.016770273098319]
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F = norm(yout-1);

Current Function Value: 1.57263

%
4
®
Closed Loop Response ®
&
04
@«
®

x=[0.851496432319671,0.083222330933200,7
.016770273098319]

Kp=x(1)

Ki=x(2)

Kd=x(3)



