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Rodzaje problemodw RR

Initial Value Problems (IVP): | Zagadnienie Cauchy'ego (zagadnienie poczatkowe)

fz_j = f(t,u(t)) , t > to I
H(tﬂ) — Up FID

Boundary Value Problems (BVP):\ Zagadnienie brzegowe

y'(z) = flz,5,9), a<z<b | |
y(a)=a, yb) =7



Uktad réwnan rozniczkowych
pierwszego rzedu

?fi — fl(-’ff': Yyseo vy ?fn) Y1 (33{1) = Y10

y;; — .fn. (3;: ylﬁ e !:'! 'n,) :'!J"n.(ml[]) — yn[]‘



Najstarsze rownania rozniczkowe

Newton (1671), Problema Il, Solutio Casus Il, Ex. |

y' =1-3z+y+ 2%+ vy

Exegmrerer L

NewtonDifEq.slx
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Najstarsze rownania rozniczkowe (cd)

Odwrotne problemy styczne

Debeaune 1638 in a letter to Descartes

1674 by “Claudius Perraltus Medicus Parisinus” to Leibniz
Rozwigzanie:

Leibniz (1684) and the Jacob Bernoulli (1690)

Sciezka srebrnego zegarka kieszonkowego Leibniz.slx
;R k {v.'¢ > X U1 Y(sar(u(2y 2-u(1)2))
g
) Y = Y
C 2 __ a2
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Fig. 2.2. Tllustration from
Leibniz (1693)



Najstarsze rownania rozniczkowe (cd)

Alexis Clairaut

Ruch prostokatnego klina Alexis Claude de

Q A Clairault (1713 -
1765) — francuski

Y — Q‘“Jy" + f(yf) — 0 matematyk.
y=Cz— f(C)
f(C)=5(C%-C)/2

y(p) — pff(p) - f(p) Clairaut.slx



Rozwigzanie analityczne

= 1@gs) = [ L= [ fa)derc
y(z) = CR(x),
R(x) = exp ([f(:}:) d:}:)

y = f(x)y+g(x)
y(z)=c(x)R(x)

—  v@)=r@([ fi,((?) s +C)

/ oP 0O
Jdy Oz



Rownania rozniczkowe drugiego rzedu

1

y' =a(@)y’ +b(x)y  — p°+p' =a(z)p+b(x)

substitution (Riccati 1723, Euler 1728)

y = eXp( [p(:ﬂ) dw)
Yy =p- exp(fp(:}:) dm)j Y = (pQ +p') -exp(/p(:z:) d:z:)



Rownania rozniczkowe drugiego rzedu

Y = f(z,y) mmp V' = f(z,v) v =f(x,v)

y'=[f(y,y) == y' = p'p=[f(y,p)
y' =p(y)



ROwnania rozniczkowe liniowe

L(y) = a,(@)y"™ +a,_, @)y +.. . +ag(x)y=0

funkcja jednorodna 3

= | 9(@)=Cyuy (@) + ...+ Cpu, ()

y(@) =0 = y-D(@)=C,

yr =2 (z) = Cio+C,

y(z)=Cia" '+ Coa" ? +...+C,




Rownanie charakterystyczne

y ™+ A,y L+ Ay =0

Yy = exXp (/p(’l’:) dﬁ“) =) ) — PP dlastatych A

pﬂ +ATL_1PTL_1+---+A{]:O

Rozwigzania Pi1s---3Pp

y(ﬁ?) — Cleplm +...t Cnep”x




Uktady rownan

d?x d2y d?z
Ruch planet, M ——= = X, m—s =Y, m—s =2,
Euler (1747) dt dt dt
Wibrujaca struna i rozchodzenie sie dZzwieku, PR S v, ,
Brook Taylor ,1715, Johann Bernoulli, 1727, 7 e \f4/%

Daniel Bernoulli, 1732 and by Lagrange, 1762

y! = K*(—2y, +ys,)
yy = K?(y; — 2y, +y3)

d’Alembert 1747 N
_ ~ 2907y
Yio1 — 2Y; T Yip1 = C 552

’u 5, 0%u
— =" —
Ot? Ox?

y:f: — Kg(yn—l o 2yn)'



Rozwigzanie
yé’:Zaijyj? 1=1,...,n,
j=1

T
= ple=)
t e .C..
yi — Ciep p Cz azj (1:,-.
=1

C = (clﬁ co.y C )T wektory wtasne

n

p2 wartosci wiasne

Pierwsze wspomnienie



Uktady rownan (cd)

Energia, ktorg czgstka przekazuje swoim
sgsiadom, jest proporcjonalna do rdznicy ich
temperatur, tj.

Yi—1 — Y; wlewoi Y;1+1 — Y; wprawo

y; = K? (yi—l — 2y, + y?:-|-1)

n

przewodnictwo ciepta,
Biot 1804, Fourier 1807

;o . = c.eP!
yz_zﬁzjyz" ?;—1:...1,?’1, yz L
pci:Zaijcj, 1=1,...,n.

i—1
= . Jkm 2(_ k )2
(t) = a,;. Sin exp(—w.t), w, =4K*“(sin —— ) .
yj() ;Z; k 1 p(—wyt) k on + 2
ou , 0%u
W przedziale = a4 ——

ot Ox2



Mechanika Lagrange’a

L=T-U
22 | 2 1 42
T Y F2
2
oU oU oU
Ox " oy j 0z

t1
L dt = min
to



Wahadto sferyczne

/—1 r = sin f cos ¢
y =sinfsin @

2 — —coséb.

1

* 1st)

1 .
(% + 9 + 2 ):§(GQ+SH129-<,'92)

Qﬂg
||

=g =
1
2
2z = —cosb

L, ([.'. ) = —sinf +sinfcosf- o> —0 =0

|
Q‘*l&,

£{p—%(£¢):—sinQQ'c{o’—ZsinE)cosQ-gb-Q:0.



Metoda Eulera, 1768

Y =flz,y), ylxg) =y  y(X)=?
r, =X

LosLyseeesLp_1;

Y1 — Yo = (1 — 7o) f (20, Yo)
Yo — Y1 = (5172 _ifl)f(ﬂfu'éh)

yn _yn—l — (:En _In—l)f(mn—lﬁyn—l)'
h:(hﬂﬁh‘lw“uhn—l) hizxi—l-l_mi

Wielokat Eulera
v, () =y, +(x—=x,)f(x;,y,) for z;<x<uz, .,
yp(z) —yo| S A-|lx—mp||  |f|<A




Metoda Eulera (cd)

v = f1(2, Y0, ), Y1 (o) = Y10 y (X) =7

!

Yn = n(m’yl"""yn)? yn(mﬂ):ynﬂﬁ yn(X):‘?

Yk it1 = Yri T (931'+1 — ;) [T Yrin - o5 Yni)
k=1,...,nand 2=0,1,2,...

|ykz‘_yk0|§Ak|$i_$U‘ if (T, Yy, )| S Ay



Uktady liniowych rownan
rozniczkowych

y "™ b, @)y b ()y = g(2),  b(a) = ay(x)/a,(x)




Uktady ze statymi wspotczynnikami

y’E:fi(y]_?“'?yn) ygf:fi(y]_?"'jyﬂ,)
£,(0,...,0)=0
Szereg Taylora
n af n af
! )

yi=>Y -0y, T £(0)y,

—1 Yy, kz; 0y,

y" — Ay yu _ Ay

()= v- e
Av = M\v Av =\



Uktady ze statymi wspotczynnikami
(cd)

Ya(N) i=det(A\ —A) = (A—A)A=Ay)...(A=)\ ) =0.

A(Ul,vgj...,fun) — (Ulij,...,vn) diag()\l,,)sz,...,}\n)

T-1AT = diag()\l,,\gj...ﬁ)\

T

y(@) =Tz(z),  y(z)=T%(z)

2'(x) = diag ()\1, Ags - .j)«rl)z(:l':)

y(z) =T diag (exp()\ﬁ)a exp(Ag), . . -, exp()\nx))T‘lyo-




Przyktad

o~ - 3_‘_'_(_ - > ~
DR, ez 2oy

ID(_:H\QAT—)—J\/

7d q 20 =

_— -

"Yaq

-2 -3
-1 2

>> [v l]=eig(A)

v =

-0.9776087734276834
-0.210430715716423

-2.64575131106459
0

-0.840070779091306

ﬂjéz_ N H.}-g':

o
2
-4 ~——

-
-6/ -
1o

t//
8-

7

8 -
4 —~
al -
P . . .
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-2 u(1-3"u(2)

B | o=

0.542476806985263

-T*u(1)+2"u2)

B | o=

2.64575131106459

A=[-2 -3;-12];

[T L]=eig(A);

yo=[11]};

TA-1*A*T-L

Out=[0y0'];

for x=0:0.01:1
y=T*exp(L*x)*TA-1*y0;
Out=[Out;x y'];

end;

plot(Out(:,1),0ut(:,2),'.-b');

hold on;

plot(Out(:,1),0ut(:,3),".-r');

ex1W8skrypt.m
ex1W8.slx
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Stabilnos¢ uktadow dynamicznych

Stabilnosé to jedna z najwazniejszych wiasciwosci systeméw dynamicznych. Istnieje
wiele interpretacji pojecia stabilnosci, ktére w zasadzie sg rwnowazne dobrze
znanym pojeciom matematycznym, takim jak ograniczonos¢ lub ciggtosé. Uktad
dynamiczny nazywamy stabilnym, gdy trajektorie stanow sq ograniczone albo gdy
zalezg one w sposob ciggty od stanow poczqtkowych lub sterowarn. Pojecie stabilnosci
uktadu mozna rowniez definiowac poprzez stawianie odpowiednich wymagan
trajektoriom wyjscia ukfadu.

Wiekszosc¢ definicji stabilnosci odwotuje sie do pojecia -
punktu/stanu rownowagi. Najczesciej spotykane definicje

stabilnosci odnoszg sie do uktadéw opisywanych

rownaniem rozniczkowym — mowi sie wowczas o

stabilnosci poszczegdlnych rozwigzan réwnania

rozniczkowego otrzymanych przy ustalonym sterowaniu i — -
u, przy czym przez stabilnosS¢ rozwigzania rozumie sie

ciggta zaleznos¢ tego rozwigzania od warunku

poczatkowego x(0).




StabilnosS¢ w sensie Lapunowa

Rozwazamy uktad rownan
x = f(t,x) (1)

z funkcja f: R™! — R™ klasy C'. Niech ¥(f) bedzie rozwiazaniem ukladu (1) na przedziale [0, +0).
Mowimy, ze rozwigzanie X(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla t — oo jezeli dla kazdego € > 0
istnieja fp > 017 > 0 t. ze kazde rozwigzanie x(r) uktadu 1 spetniajace

|x(t0) — X(70)| <7

spetnia rOwniez
lx(r) — x(1)| < e dlat>t,.

Jezeli dodatkowo
lim |x(¢) — x(¢1)| = O,
I—oo

to rozwiazanie X(f) nazywamy asymptotycznie stabilnym.

Dla uktaddéw liniowych

det(A\ — A) = ag\" +a, A" " +...+a, A+a,=0
Re (M) <0




Przyk’rad
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Twierdzenie Hurwitza
N +a A"+ .o ta, 1 A+a,=0. ag > 0

Kazdy pierwiastek rownania ma ujemng czes¢ rzeczywistg wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

a ap O 0 ... (0 Na gtownej przekatnej
wypisac wspotczynniki
as as a1 agp ... 0 al, ..., an.
as a4 az as ... () W kazdym wierszu wypisac
H = o . ) . wspotczynniki w kolejnosci
- . . . malejgcych numerdw,
0 0O O 0 ... 9 przy czym wspotczynniki o
numerach mniejszych od O
i 0 0 0 0 ... Un | lub wiekszych od n zastgpié
zerami

jest dodatnio okreslona. Macierz H nazywamy macierzg Hurwitza



Przyktad

29 2@ 41728 142" + 102 +32 =0
i 0 07 det(A—\I) =0
O O

1 0

0 1 i _
-3 —10 —4 -7 —1_

NN L7402 1100+3=0

|
oo oo
o oo -
OO O

-] = &

Pozostaje ustali¢ okreslonos¢ macierzy H. Obliczamy minory gtéwne H _
macierzy H i otrzymujemy, ze wszystkie te minory sg dodatnie, skad

wynika, ze macierz H jest dodatnio okreslona. Zatem na mocy

twierdzenia Hutwitza wszystkie wartosci wtasne macierzy A majg

ujemne czesci rzeczywiste, co implikuje asymptotyczng stabilnosé¢

punktu krytycznego x = (0, 0, 0, 0, 0) uktadu liniowego

z macierzg A, a stad dalej asymptotyczng stabilnos¢ rozwigzania

trywialnego x(t) = 0 rownania

10

o O W ks =
H.
-
o W e = O
W = = O O

2 + @ 720 142" 102 +3x=0



Uwaga 1

Jezeli funkcja y(t) jestrozwigzaniem réwnania (1) to funkcja tozsamosciowo réwna zero jest rozwigzaniem réwnania:

2 (t) = f(t,2(t) + y(t)) — F(t,y(2))- 2)

Rozwigzanie y(t) jest stabilne (asymptotycznie stabilne) wtedy i tylko wtedy gdy rozwigzanie zerowe réwnania (2 ) jest
stabilne (asymptotycznie stabilne).
Istotnie, rozwiazanie y(t) jest stabilne w sensie Lapunowa to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze
|z(t) — y(t)|| < e gdy z(t) jest rozwigzaniem réwnania (1) i ||z(tg) — y(ty)|| < 4.
Niech 2(t) := z(t) — y(¢). Poniewaz

Z=a -y = f(t,x) - f(t,y) = f(t,z+y) — f(t,y),

wiec z jest rozwiazaniem réwnania (2 ) ponadto ||z(ty) — 0|| < d i [|2(t) — 0|| < e. Zatem rozwiazanie zerowe jest
stabilne w sensie Lapunowa. W drugg strone rozumowanie jest analogiczne.
Poniewaz

lim [2(t) — ()] = lim |12(£) — 0] = 0
—00 t—o0

wiec jak rozwigzanie y(t) réwnania (1) jest asymptotycznie stabilne to rozwigzanie zerowe réwnania (2 ) réwniez jest
asymptotycznie stabilne.



Przyktad

 +z=0 z(0) = x z(t) = zoe !

Bierzemy dowolne ¢ > (0. Szukamy 0 > 0, ze prawdziwa bedzie implikacja
—0/ < —t_
Lo < 0= L€ < €

Poniewaz

lzge | = |zole? < |zy| dla t>0

wiecdla §=¢ implikacja jest prawdziwa, zatem rozwigzanie zerowe réwnania jest
stabilne w sensie Lapunowa

Poniewaz lim |zge™? — 0| = |zy| lim et =0
t—o0 t—00

wiec rozwigzanie zerowe rownania jest asymptotycznie stabilne



Przyktad 2

Rozwazmy roéwnanie
' =t(x+1). (6)

Rozwiazaniem tego réwnania z warunkiem poczatkowym x(0) = y, gdzie yy # —1 jest funkcja

y(t) = (yo + 1)eT — 1.

Zbadac stabilnos¢ w sensie Lapunowa rozwiazania y(t).
Funkcja po prawej stronie rownania ( 6) jest postaci f(t,z) = t(x + 1), wiec na podstawie uwagi 1 wystarczy zbada¢
stabilno$¢ rozwiazania zerowego nastepujacego rownania:

¢’ = f(t,z+y) — f(t,y) =tz (7)

2
Rozwiazanie rownania ( 7 ) z warunkiem poczatkowym z(0) = x, ma posta¢ z(t) = zye~ .
2
Poniewaz |xy|e® zmierza do nieskoriczonoscijak ¢ zmierza do nieskonczonosci, wiec dla dowolnego & > 0 nie mozna

znalez¢ & > 0 takiej, ze prawdziwa bytaby implikacja:

2
|20 | <5=>|$ge%| <e dla t>0.

Zatem rozwigzanie zerowe rownania ( 7 ) nie jest stabilne w sensie Lapunowa.



Funkcja Lapunowa
I]I?}r = f(’I') f‘ : Q N Rn.

Zaktadamy, ze f(0) = O, czyli x = 0 jest punktem osobliwym ukfadu

Funkcje rzeczywistag V' : Q — R, gdzie Q C R" i 0 € @), bedziemy nazywac
dodatnio okreslong (ujemnie okreslong) w zbiorze @), jesli

V(0) = 0 oraz dla kazdego x € Q \ {0} zachodzi warunek V(x) > 0
(odpowiednio V(z) > 0).

Vo) = Ve =3 2 guem v =g

i=1

Niech @ C R"i10 € Q. Funkcje V' : ) — R spelniajaca warunki:
(i) V jest klasy C'Q);

(ii) V jest dodatnio okreslona w @;

(iii) V = VV - f jest ujemnie okrelona w Q,

nazywamy silng funkcjg Lapunowa dla uktadu z’ = f (x)



Przyktad 2

i.lz x}_?’xl V(x}_jl i V(JC)}{] *1:3&0

X, = —x; — 2x,

V(x)=4x,%, + 2x,%,

:4.}’:}(3:}—3x1)+2x3(—xj_—2371) V(x) <0 x#0

=4x,x,—12x] — 2x3 —4x,x,
jest stuszne dla
dowolnego otoczenia
x=0.

Stan jest globalnie
asymptotycznie stabilny

= —12x; — 2x3



Przyktad 3

X, =X x3+x;"—1 — X5
-1 1(1 : 1 i v(x)=x.'ll_+_xi - V(x):::-{] x#{)
fy = X, + %, (%] +x3— 1) Vix)=0  x=0
V(x) = 2x,%, +2%,%,

= 256, (%, (%2 + 22 — 1) — x,) 4+ 2%, (% + %, (%2 + %2 — 1)) = Vix)=0 x=0

= 2x7(x] + x5 — 1) — 2x,x, + 2x,x, + 2x5(x7 + x5 — 1)

= 2(x7 +x3)(x] + 23 — 1)

N=|x:|x]| <1}, = V(x)<0 x#0

Stan x=0 jest lokalnie asymptotycznie stabilny



Zadanie

" =1—-3z1+32}+225 — 2} — 211 23

:r2—2:t11:2+$%$2—x§

!
N~ =
.|

V(yi,y2) = yi +vivs +v3, (y1,42) € R?

i punktu krytycznego (1, 0)



Metoda Taylora. Funkcja okreslona
analitycznie

d
Y =Z=1ty) )=y

y<t>=y(to>+y’@—%)%y“(to)(t—t) 2y (1)t

1 . "
+L +my”(t0)(t—to) +L

At =(t-t,) '/4
Yo




v 40
y =0@) = 7

oy’ a3y’ 3y’ dy
) =ap/ ) =% a+ L dy=a( %+ 2 L)

éd@’)zay’+ay'dyé____y,+y,gz |
Car  dr oy dti A J’=;,;=f(”y)

d(y oy dy oo ody |
( ):8y+@y y:yt+yyd—§[/=ft(t,y)+fy(t,y)-f(t,)/)

d(y” d
y'=0") = 3;) (Vt+yy')+ (yr+yy)

V' = Ve +2Y,Y + V1Y, +(yy) y +yw(y )




Wymiana ciepta przez promieniowanie
Z bryty

Przenoszenie ciepta z bryty m do otoczenia

T =T, T(t) =7 przez promieniowanie reguluje prawo
T. . . . .
& G,=Acc(T*-T3) promieniowania Stefana-Boltzmanna:

Qr :ASG(T4 - Tg)

g, szybkos¢ wymiany ciepta (J/s)
Energia E zmagazynowana w bryle jest
dana przez

m masa bryty(kg)

A powierzchnia zbitej masy (m2),
£ stata Stefana-Boltzmanna
5.67 x 10 -8 J/m2K?s

0  emisyjnosc ciata (bezwymiarowa)

C ciepto wtasciwe czyli stosunek rzeczywistego
materiatu (J/kgK) promieniowania do promieniowania

ciata doskonale czarnego

T  temperatura wewnetrzna bryty (K)

T, temperatura otoczenia (K)




Bilans energetyczny stwierdza, ze tempo, w jakim zmienia sie energia
zmagazynowana w bryle, jest rowne tempu, z jakim ciepto jest przekazywane do
otoczenia

dmCT)

= =g, = —Aeo(T* ~ T)

Znak minus w rownaniu jest wymagany, aby szybkos¢ zmian zmagazynowanej
energii byta ujemna, gdy T jest wieksze niz Ta. Dla statych m i C mamy

dT

at _Asa
dt

T = —o(T* - T? =7
o ) a=-



T'(t) = a C - a T(t)*
Differential equation solution P kf
—log[“v?—T(tJJ+log[W+T(tJJ+2tan'l(‘P—i}] rzy a d
VO
C1 +

T =f(, T)= —(T* =T  T(0.0)=2500.0 T, =250.0

T() = To+ T'lot +3T"1of” +§T" o7 + 2 Tlot* + -

T'lo = —a(T* = TH|, = —(4.0 x 10712)(2500.0° — 250.0%) = —156.234375

" =(T) =

Ty = —4(4 0 x 10-‘2)2500 0°(—156.234375) = 39.058594
T" = 40*(T" — T*Ta®*)



T =ft,T)=—-(T*—T}))  T(0.0)=2500.0 T,=250.0

—» -alfa*(u*4-Ta"d) —» 1 C]

Simulation time

TO

Start time: |0.0 Stop time: (10.0

Solver selection
Simulation time
Type: |Fixed-step ~ | Solver: |ode1 (Euler) -
Start time: (0.0 Stop time: 10.0
¥ Solver details
Solver selection

Type: |Variable-step ~ | Solver: |auto (Automatic selver selection) - Fixed-step size (fundamental sample time) B




% (7 x 2500.0% — 3 x 2500.0° x 250.0")(—156.234375)
= —17.087402

T" = =42 (1T ~ 10777, +3T°1,)
4) 1Ny EaT T 3 9 5 md 8y’
" =(T") = T T’ ;=00 40°(70T° — 60T° T, + 6TT,)T

T® = —4(4.0 x 10712)*(70 x 2500.0° — 60 x 2500.0° x 250.0% 4+ 6
x 2500.0 x 250.0%)(—156.234375) = 10.679169

T(f) = 2500.0 — 156.284375¢ + 19.529297¢ — 2.847900¢° + 0.444965¢*

T(t) —_ T(] + T,’(]t + 1 T!!|0t2 _I_%Tlﬂlot?) + _Q%T(dv)lotfi + L




T'=ft,T)=—a(T*—TH  T(0.0)=2500.0 T,=250.0
a= 4.0 x 10712

f, s Texacr(0), K T()", K T, K 7)Y, K )", K
0.0 2500.00 2500.00 2500.00 2500.00 2500.00
1.0 2360.83 2343.77 2363.29 2360.45 2360.89
2.0 2248.25 2187.53 2265.65 2242 87 2249 98
3.0 2154.47 2031.30 2207.06 2130.17 2166.21
4.0 2074.61 1875.06 2187.53 2005.27 2119.18
5.0 2005.42 1718.83 2207.06 1851.07 2129.18

o N ———

| o Fomor N |

2100 ; ............. - — | 5

?ZZZ- ‘\.\\\ ., 2100 . . *_ 1 4

1800} -\\\ o \\\“\\ [ ex

1700 ; 3 5 ry .\'é —> 1o ) Ny ] 3

Timet, s 1800 .. - \_ 1

T(f) = 2500.0 — 156.284375¢ + 19.529297¢* — 2.847900¢ + 0.444965¢*

Rownroznl.m



Metoda roznicowa
(Funkcja okreslona w punktach)

Dyskretyzacja argumentu funkgji

Aproksymacja pochodnej w punktach (FDA —
finite difference approximation)

Zastepowanie przez rownanie roznicowe
Rozwigzywanie rownan algebraicznych



Finite Difference Approximation (FDA)

V() —»=

f(0).f(1).1(2),...

0 x(t) —=

du
(1) = m—
f‘_f) m =

du n— Vn— :
d_: = ' TL L If_“bacl{ward d]ffEl‘EﬂCE”)
ny LntlT Tml (“centered difference”)

2T

T
Uy = L'n—1+Efm n=012....



dl\/letoda siatek
y = —'d{' =f(t, ) W) = yg

D(t) [or D{x}]

»>

-~ ! ——————— *
2 n-2 n-1 n n+1 t(orx)



Aproksymacja pochodne]

Szereg Taylora
Vit = Pn TV At +35"1, AE + 35", AP + -

z ograniczong doktadnoscia

Prat =T 45| AL+ 35", AP £ — <m)| Af" + R

m I <1< |
R +1 __ (m n 1)1}’( +1)(‘E) AI'm_H ! o~ T o~ 4 + At

| yﬂ-l—lAt yﬂ %j}!»’ln At__éj}ﬂfln Atz — ..

/ Yn+1l — Vn
W kierunku t+ y ‘H — +1At y O(At)




Aproksymacja pochodnej (cd.)

_ _ 1_.
Yo = Yot You (_At) T E Yo (_AJ[)2 +L

yn-f—l j’n C 1=
,n+1 At l iy”(f)At




Aproksymacja pochodnej1 (cd.)
n+3

D(t) [or D(x)]

e
-~ Y f—— * >
2 n-2 n-1 n n+1 t(orx)

|
~ *
0 1

Vuil = Pnatj2 + Vnr12(B2/2) + L (A2 + 10 o (AL/2) + - -
Yn = Vnr1j2 + Inrr12(—A2/2) + %y:—mz( At/2)* + éy::,;-I/Z( ~At/2)’ +

Ynil =Vn | -
|n+1/2-— HAt 1 m(’f) AF’

Vn — Vn
VY lnt12 = *‘At 0(AZ)




Aproksymacja pochodnej (cd.)

Ynel — Vn
FDA =
At

Ypr1 = Vn + V1, Af‘|‘1 V'l A+ ..

y, +¥'1, At + 3 yl AP+ —y

FDA =
At

=V'ly +35"1a At + -

At — 0, FDA — /| .




RAwnania roznicowe

y'=ftyy  30)=J,

y! =yn+1 _ynlub/y yn+l — Vn
Fl At H+l Ar
Yne1 7Y
vy == = [t va) =1,

/ Y+l Y
Y+t = +AI > =f(tn+1! yn—H) =ﬁ1+l




Rownania roznicowe (cd.)

W kierunku t+

Vui1 =Y + A (8. ¥,) =y, + At

W odwrotnym kierunku t-

Vu+t1 =Yy T Alf(tn—l—lsyn%—l) =Y, + Alj:H-l




Stabilnosc

y(t) A

(@) y +ay=0.



Jawna metoda Eulera
y =f(,y) W(tp) = Yo
- J—)n—l-l _j)n 1 -
— 1 t
y ln At 2 ( )A
— e >
n n+1 t

LR 15 (5) At = £ (6. 5) =
Vus1 =V + Atf, +33"(z,) AZ =3, + Atf, + 0(AF)
yn-|~1 — Vn -+ Atf}.z O(Alz)




Metoda Eulera( cd. )

N—1

YN _y0+ Z(yn-i-l _yn) y0+ Z Ayn+1

N—-1

n=>0

Error = Y 1y"(z,) A = N1y'(x) AF

n=0

Yo

y(t)

I

—eppl—

Error =y — y(ty)

ty < T <ty

Iy — 1

N="%

Error = L(ty — to)y"(¢) At = 0(A?)




Przyktad
T =ft,T)=-(T*—T  T(0.0)=2500.0 T, =250.0

ft,T) = —«(T* - T7)

I, =T, —Atoc(T:—Tj)

n

At =2.0s

£ = —(4.0 x 10712)(2500.0* — 250.0%) = —156.234375
T, = 2500.0 + 2.0(—156.234375) = 2187.531250

t, s Toact(?), K T(®", K

0.0 2500.00 2500.00
1.0 2360.83 2343.77
2.0 2248.25 2187.53




Przyktad (cd.)
Jn _

Teactt), K

0.0

2500.00

rn Tn ..;..10)_ 2360.83
b+ o Tyt %(3)—/—%.%% Error
0.0 2500.000000 —156.234375
K 2.0 2187.531250 —91.580490 2248.24731 —60.716064
g 4.0 2004.370270 —64.545606 2074.611898 —70.241628
« 6.0 1875.279058 —49.452290 1944.618413 —69.339355
2 8.0 1776.374478 —39.813255 1842.094508 —65.720030
10.0 1696.747960 1758.263375 —61.515406
K0.0 2500.000000 —156.234375
g 1.0 2343.765625 —120.636999 2360.829938 —17.064363
¢ 20 2223.078626 —97.680938 2248.247314 —25.168688
1 3.0 2125.397688 —81.608926 2154.470796 —29.073108
9.0 1768.780668 —39.136553 1798.227867 —29.447199
10.0 1729.644115 1758.263375 —28.619260



Przyktad (cd.)

E(At =2.0) = L(ty — t,)T"(z)(2.0)
E(At = 1.0) = (ty — 1,)T"()(1.0)

E(At=2.0) 2.0

Teoretycznie t —_ - — fm— 20
Ratlo = P AT =1.0) 1.0
t =10.0s
= 2. —61.
patio - EQAT=2.0) 61515406

E(At=1.0) —28.619260



Niejawna metoda Eulera

y' =f() W) = ¥
— . . S—————_—

n n+1 t
yn 1 J-)n L 1=
|n+1 = +At ' %y (Tn+1) At
)_)n-%—l '_J-"n

3 @it) A = fll 1) = o

Vnt1 =+ Atfoy — 33 (1u01) AP =3, + Atf .y + O(AF)
Yn+1 = Vn AD%-H O(Atz)




Przyktad
T =ft,T)=-(T*—T  T(0.0)=2500.0 T, =250.0

ft,T) = —«(T* - T7)

Rownanie algebraiczne

Ty =T, — At(T; — T)

At =2.0s

T, = 2500.0 — 2.0(4.0 x 10~12)(T} — 250.0%)

T, = 2373.145960



Przyktad (cd.)

; T, ]
Lyt L (. Error
0.0 2500.600000
2.0 2282.785819 2248.247314 34.538505
4.0 2120.934807 2074.611898 46.322909
6.0 1994.394933 1944.618413 49.776520
8.0 1891.929506 1842.094508 49.834998
10.0 1806.718992 1758.263375 48.455617
0.0 2500.000000
1.0 2373.145960 2360.829988 12.315972
2.0 2267.431887 2248.247314 19.184573
9.0 1824.209295 1798.227867 25.981428
10.0 1783.732059 1758.263375 25.468684




Przyktad (cd.)

t =10.0s

E(At =2.0) 48.455617

- = — = 1.90
E(At = 1.0) 25.468684

Ratio =

0(Ar)



Porownywanie metod

Stabilno$¢ algorytmu yﬂ+l — Gyﬂ

vy = Gy, Gl <1

Przyktad
y+y=0 30)=1
f(t, J—)) - _j}

y)y=e"



Porownywanie metod (cd.)

Jawna metoda yn+1 — yn -|- A{f;! — yn + At(_yn)
Y1 = (1 _ At)y”
At <1.0 ¥o0)=0

].0 << Af < 2.0 J_)(OO) — O oscylacja

At > 2.0! J_)(OO) =0 oscylacja



Porownywanie metod (cd.)




Porownywanie metod (cd.)

yn+l = Vn +Alf;¢—|—l = Vn +Az("_yn+l)

Vn
- _ —
y(t) =e " Vnti [+ Af
A
At=0.5
1 < At=1.0 -
At =
\§\ At =3.0
At=4.0
At=5.0
y(t) = e =
0 : : : : : : e —— >
1 2 3 4 5




Stabilnos¢ jawnej metody Eulera
yn—}—l =V + Atf;l

fy)=-oy a>0
Y1 = Yp + At(—ay,) = (1 —a At)y, = Gy,
G=(1—oaA |Gl <1
-1 <(1—-aAf) <l o At <2

At < 2/a




Stabilnos¢ niejawnej metody Eulera
Yon+1 = Vn - Atfn-%—l

Yn+1 = Vn + At(_ayn-i—l)
1

1 4 o At

Vgl = Yo = Gy,

]
14 At
|G| i: 1 dla dowolnego (Y At

G

x> 0



Inne metody jednokrokowe

)_’f = f(t,)) Wto) = Yo

n+1/2
-— > o >
n n+1 t

2 3
Y1 = Yny1/2 T ¥ lnt1y2 EX + 3 12 5 +e¥ lnt1y2 > + -

.. _, AL\ L, A Af\’
J’n=J’n+1/2+J’|n+1/z -"“2— +35Y |n+l/2 ——2* +5Y |n+1/2 ——2- +...

- J_’ +1 “J_} 1
yfln—I-l/Z =" Ar = 2,,}y"""(‘r) A#
by =T = by



Inne metody jednokrokowe (cd.)

jjn T dn - £
'HN Y + 0(5;2) =f(fn+1/2=yn+1/2) =ﬁ¢+1/2

Vsl =V + At fop1 + O(AP)
Ynt1 = Yn + AL fri11 O(AF)

At
Predykcja _V£+1/2 — yn + —_z_ﬁi

C P
Korekcja yn_|_1 =V, + Atﬂt-}-l/?.




Przyktad

At/2 ¥V +ay=0 fty)=—ay
S = 5a 3 5 +088) = (1= 52 )5, + oa)
Vgl =Vn + A2 fui1 2 O(AF)

yn-i—] =Y, — & At[(l

j}n-f-l = [1—0!At+

(a Af)?

_ A
2

2

P, + O(Aﬁ)] + 0(AF)

-ljf,, + O(AF)

Yntl =

1 — o At +

(o At)?

2

q

Vn




Przyktad (cd.)

% At
G = Yni1/Vn Gzl—-aAt+( 2)
o At G o At G
0.0 1.000 1.5 0.625
0.5 0.625 2.0 1.000
1.0 0.500 2.1 1.105

Gl <1ifaAt <2



Przyktad

=f¢t,T)=—-(T* =T}  T(0.0)=2500.0 T,=250.0
f,=f@,T,) = -a(T;;* —250.0%)
Tn+l/2 f

ﬁ;+1/2 = (¢ nt1/2s TP+1/2) = —a|(7, +1/2) — 250. 04]
Too1 =T, + Afﬁm/z



Przyktad (cd.)

At =2.0s

fo = —(4.0 x 10712)(2500.0* — 250.0*) = —156.234375
Ti, = 2500.0 + (2.0/2)(—156.234375) = 2343.765625

fha = —(4.0 x 1071%)(2343.765625 ~ 250.0%) = ~120.686999
TE = 2500.0 + 2.0(—120.686999) = 2258.626001

E(At =2.0) 8.855320 464
E(At =1.0) 1.908094

Ratio =



Przyktad (cd.)

rﬂ‘ TH ;}‘;l
T Jasi2 )
Tyl Lot Tt Error
0.0 2500.000000 —156.234375
2343.765625 —120.686999
2.0 225R.626001 —104.081152 2248.247314 10.378687
2154544849 —86.179389
4.0 2086.267223 —T75.761780 2074.611898 11.655325
2010.505442 —65.339704
6.0 1955.587815 —58.486182 1944.618413 10.969402
1897.101633 —51.795424
8.0 1851.996968 —47.041033 1842.094508 9.902460
1804.955935 —42 439137
10.0 1767.118695 1758.263375 8.855320
0.0 2500.000000 —156.234375
2421,882812 —137.601504
1.0 2362.398496 —124.571344 2360.829988 1.568508
2300.112824 —111.942740
2.0 2250.455756 —102.583087 2248.247314 2.208442
9.0 1800.242702 —41.997427 1798.227867 2.014835
1779.243988 —40.071233
10.0 1760.171468 1758.263375 1.908094




Metody Eulera jednokrokowe
V=f@y  ¥ty) =¥

x S — - yn+1 = Vn +A‘tf;1 O(AtZ)
n n+1 t
—o- —5% >
n n+1 t Ypp1 =Yy T A%H O(Atz)
: . 4n:1 t= Yn+1 = Vn + Atf;ﬂ'l/z O(At3)

At
ynP-}-l/Z =Y+ ‘z—fn

c P
Yl =Vu + At fr12




Metody Rungego-Kutty

y'=ftyy  ¥0) =

Vorl =Yn F AV, =y, + Wua1 — V)
In <! = tn+l

Ay =Ci Ay +C, Ay, + G5 Ays + - -



Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu

Yus1 =¥n +C1 Ay + C, Ay,
Ay, = At f(t,,y,) = At f,

tn g S tn-i—l

Ay, = At ft, + (a Ar), y, + (B Ayy)]
At = h

Y+t = Vn + Cl(hfn) + Cth[tn + (och),yn + (ﬁ Ayl)]



Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu (cd.)

Szereg Taylora

f(t.3) =1, +filah -}—j_;,L,I Ay + -

t=1t,+ () At=ah

y=y,+(BAy,) Ay=phf,
S, + (0h), y, + (b Ay,)) =
£, + (k) fil, + (BRf) £, + O(h?)



Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu (cd.)
Yut1 =Yn + C1 Ay + G, Ay,

Ayl — Atf(tnﬁyn) — Atf.;z
Ay, = At flt, + (o At), y, + (B Ayy)]

Ay = phf,
f(tn T (ah)syn + (B Ay,)) =

fo -+ (@h) fily + (BRA) £, + O(H?)



Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu (cd.)
Yn1 =Y+ (C) + Cz)hﬁ: Bl
W (C, fil, + BC, £, 1yl,) + OR°)

Vel = Pu + 7 b+ 37" 0+ - -

J—)IIH =f(tn5.]_}n) =.)_(,=‘g
V1o =@V ln ="l = 2| =Fily + Sl 1+

Vust =P+ Wy + LR2CfL, + £, £ + O(R)

df

Ci+C =1 aC =1 pc, =1



Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu (cd.)

Na przyktad Clz% C2 —_“-21-30(:1 ﬁ:l

Ay = hf(t,, ¥,) = b,

Ay, = hf (11, Vus1)

Yoyl = Yn + 354

Zmodyfikowana metoda Eulera

= hﬁ:-}-l

%AyZ = Vp -

h
"5 (S +Fus1)



Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu (cd.)

C,=0 CG;=lLa=; B=1

Ayl - hf(tnryn) — h.fl::

h A
s = (1 + 5 90+ ) = e

Ynp1 =Yu +(0) Ay + (1) Ay, =y, + W12




Metoda Rungego-Kutty 2 rzedu (cd.)

Ynel = Vn +%(k1 +k2)
ky = hf (L, ) = f,
k2 — hf(tn + At!yn +k1) — hﬁ1+1



Metoda Rungego-Kutty 4 rzedu

Vor1l =Yn T (B +2 Ay, + 2 Ays + Ayy)

h Ay
Ay, = hf (1, y,) Ay, = hf(fn oVt “—2"1)

h A
Ay3=hf(tn +55yn +“212') Ay4=hf(tn+h!yn+Ay3)

vl _
b4 Y(tntﬂ )

| y(‘n+11 Atfz)
%y(tmv a9
cnailg

thvar tosd )

ty




_ Przvktad
y4+ouy=0 f(t,7y)=—op

Ay, = hf (t,, y,) = h(—oy,) = —(ah)y,
At Ay, !
2 = bf (-4 53+ 5 = Wy + 3= )

oh
Ay, = —(ah)y, (l — Ez_))

h
Ayy = kf(r,, +5 +é§%) =’*(*“{J”n +%[‘(““"”’"(‘ ‘¥)]D

h h)?

Ay, = hf(t, + At, y, + Ays)

Ny

2 3
Ay = ~@hy, [1 — ) + 2D 1

Pust = Vu — @R)y, +L(@h)ry, — L (@h)’y, + L (ah)'y,




Przyktad (cd.)

G = YVin+1 Iyn

G =1— (ah) + L (ah) — L(ah) + % (ah)?
(oh) G (ah) G
0.0 1.000000 2.5 0.648438
0.5 0.606771 2.6 0.754733
1.0 0.375000 2.7 0.878838
1.596.. 0.270395 2.785... 1.000000
2.0 0.333333 2.8 1.022400

|G| < 1 1f (ah) < 2.785



Przyktad

T =ft,T)=—-(T*—T})  T(0.0)=2500.0 T, =250.0

T

n

41 =T, +5(AT) +2 AT, + 2 AT; + AT))

A AT
ATy = At f(2,, T,) = At f, AT, = Atf(zn +_2_‘, T, +_21_)

AT



Ar=2.0s

Przyktad (cd.)

AT, = (2.0)(—4.0 x 107'2)(2500.0* — 250.0%) = —312.46875000

4
AT, = (2.0)(—4.0 x 10-12)[(2500.0 - 312'462875000) -250.04}

= —241.37399871

. 71\*
AT, = (2.0)(—4.0 x 10-12)[(2500.0 _ 241373998 1) —250.04}

2
= —256.35592518
AT, = (2.0)(—4.0 x 107 12)[(2500.0 — 256.35592518)* — 250.0*]
= —202.69306346

Ty = 2500.0 + $[312.46875000 + 2(—241.37399871)
+ 2(—256.35592518) — 202.69306346]
= 2248.22972313



Przyktad (cd.)

‘ T, AT, AT,
AT, AT,
Loy . Error
0.0 2500.000000000 —312.468750000 —241,373998706
—256.355925175 —202.693063461
2.0 2248.229723129 —204.335495214 —169.656671860 —0.017590925
— 175210831240 — 147710427814
4.0 2074.596234925 —148.160603003 —128.100880073 —0.015662958
—130.689901700 —114.201682488
6.0 1944.605593419 —114.366138259 —101,492235905 —0.012819719
—102.884298188 —92.010660768
8.0 1842.083948884 —92.083178136 —83.213391686 —0.010558967
—84.038652301 —76.389312398
10.0 1758.254519132 —0.008855569
0.0 2500.600000000 —156.234375000 —137.601503560
—139.731281344 —124.122675002
1.0 2360.829563365 —124.240707542 —111.669705704 —0.000425090
—112.896277161 —102.123860057
2.0 2248.246807810 —0.000506244
9.0 1798.227583359 —41.809631378 —39.898370905 —0.000283433
—39,084283934 —38.211873099
10.0 1758.263114333 —0.000260369

E(At=2.0) —0.008855569

Ratio =

E(Af=1.0) —0.000260369

= 34.01



Tabela Batchera

ogolna
Cp @1 Q2 -+ Qs w wersji ogdlnej
Co | Qo1 Q9o  *++ Qo (niejawnej = sum0\<anie do s)
i—1
k,{ = (1, -1+ (“.-,;At. Up—1 + At a; 5
Cs | Us1 A 52 Uss fitn ’ ; ! ")
by bo bs
s
dla metod jawnych Un = Un—1 + At Z bik;
i=1
0 0 0 0 0
Co | 921 0 0 0
c3|az azx 0 0 n = tn1 + DY bif (b1 + AL T i—1
Cq | Qg1 Qa2 ag3 0 = C; = E oy
i—1 :
bl 62 63 b4 U, = up_1 +AfZ(l;J‘f(f”_'[ —+—(.‘jAf.UJ‘) J=1

J=1



Yn+l = Un T h ibikf

i=1

jii"'l = f{tna e }:u

k'ﬁ =f{tr+ | {:Eh: Un | hl:ﬂ'zlkl}:]'.-

Jii‘,g = f{fn -+ 3 h,'ll',l'»” =+ h(ﬂ.g]_kl + ﬂ,;ﬂkg\_]},

ki=f (tu Feghyy, +h

i—1

) aik;

=1

Classic fourth-order method

0

1/2

1/2
1

0 0

1/2 0
0 1/2
0 0

Przyktady

)i

Forward Euler

Explicit midpoint method

Heun's method

Ralston's method

Kutta's third-order method

0 0 0
1/2 1 1/2 0
0 1
0 0
10
1/2 1/2
0 0
2/3 0
1/4 3/4
0 0 0
/2 0 0
-1 2 0
1/6 2/3 1/6



Metoda kolokacji

As the first we will present derivation of collocation methods. First methods as Imnplicit Euler,
implicit midpoint rule or trapezoidal rule are collocation methods. To derive the collocation
method we start from differential equation

y'(t) = f(t.y(1))

and we convert it to integral equation by integrating over interval [t,. 1]

_/tt y'(r)dr = _/;t Flr,y(r))dr

and we compute the integral on the left hand side we obtain

t
y(t) = y(tn) +f flr,y(r))dr.

Now we replace the exact value y(f,) by approximated one gy, and the integrand by a polynomial
interpolation

y(t) =y, + f p(r)dr, (3.1)

where p(r) is a unique interpolation polynomial of degree < s which interpolates points
[I!”_j._j{rn_i. y(l!”_]"]]. !: = 1.2. anag 5. Whl’il’(? I-”_j = I‘H. +Tj.h._ F: = ].. cees L HIId {] E T1 {: aas { Ta E ]..
Using Lagrange interpolating polynomial we have

p(r) = fltngs yltn ))5(r), (3.2)
j=1



where j(r) are fundamental Lagrange polynomials defined as

2 r—7r; :
Ij(r)zl_‘[(rj—r,-) , i=1,..,8

i=1
i#)

Plug (3.2) into (3.1) we obtain
5 t
VO = o+ D Sltngos0s) [ L0
i=1 -

Now the key of collocation method will come. We force equality of above expression at all the
points t, . i = 1,2....,s. Thus approximations y,; for j = 1,....s of exact values y(t,;) at
collocation node points are determined by following system of non-linear equations

tn.i

Yni=1Yn+ Z](t,,_.-.y,,d)/ Li(r)dr, g=1,..8 (3.3)

=1 t,

In case 7, = 1 we put ¥, = y, ;. Otherwise we set

Yn+l = Yn + Z S (taz, yn.J)/ (r)dr. (3.4)
For example, case s = 2 we will have Lagrange interpolation polynomial
i
p0) = H1 3t ) P2 02000020 222

and thus the resulting method will have Butcher tableau in the following form

2ry—73 72
| =) )

12 'r.2—2‘r1
2| ) men)
2m—1 1—-27;
2(me—m1) 2(m-m)
where coefficients a;; and b; are obtained from integrals in (3.3) and (3.4) respectively. The
particular examples of collocation methods will be presented in the following section.




Niejawna metoda Rungego-Kutty

Niejawna metoda Eulera Y1 =Yoo+ h»f(tl y Y1 )
5
y1=yo+h E biK; Tabela Butchera

1=1 cir @iy -+ v ai,s

‘H‘- ("'2 (121 ------ aQH‘p

ki = f(to +c1h,yo + h E aeky) ¢ 1:1 =
=1 Cs | ag1 -+ o gs
by - .- b

ko = f(to+ cshyo + 1Y aske),

(=1



Metody jawne vs niejawne/pdtjawne

Qi QG2 ' G,y |C1

Q21 Q92 -+ (g |C2

a.rl a.vz st a;w (;r

bl b2 . e br
5 1 1 |1
24 3 29| 2
1 2 1 1
[:] 3 [:]
1 2 1
[:] 3 [}

0

[

0

0

o

N

Wi

=

o

[—Y




Przyktady

Uni1 yn'h'.f{fnllaynll:l

ky = hf(tn + h,y + hky)
Yni1 Yn + k1



Wielopunktowe metody

., dy _ _
V== =f(5) )=

dy =f(t,y) dt = flt, (1)l dt = F(z) dt



Obliczenie przez catkowanie

Jawna metoda }-’n+l Tl
I = J dy = J [P.(1)], dt

yn+1-q tn—l—l-—q
1
P - wielomian P(t) I
d - \
*— - — - — *—
s n—3 n—2 n—1 n n+1 t

Niejawna metoda

j’n—H ifJr;t+l
I = J d;;=j Pu(t)], 1 dt

Yn+1 — n+1—q
|
. bet) —A
— N
—e ® —0— ® —e >~
oo n-3 n-2 n—1 n n+1 !
q=4 q=3 q=2 q=1



Jawna metoda Newtona interpolacji
wielomianowej

Interpolacja — metoda numeryczna polegajgca na wyznaczaniu w danym przedziale tzw.
funkcji interpolacyjnej, ktéra przyjmuje w nim z goéry zadane wartosci, w ustalonych punktach
nazywanych weztami (mamy n+1 weztéw)

SS—-l)

Ss—l)(s—2)A3,0

P.(x) =fy +sAfp + A*fy + T
+'”+S(S_1)(S_2)n~ =0 =) 0,
:x—'xo —_— X=X +Sh
ST T Ax - 0
Symbol Newtona ( ) S(S — 1)(S — 2) - (S _ [I _ l])
Al

Pn(x)=f0+( ) ( )A20+(§)A30+




Tablica roznic
Af (x;) = Aff = (f}+1 —f)




h=0.1

Przyktad
fx)=1/x
£(3.44) = 1/3.44 = 0.290698 . ...

x J&) A7 () A’f(x) A () A () A’f(x)
31 0322581

32 0312500 OMO08L o hoostn

33 0303030 00 g000sss . 0009993 000003

34 o20as 00012 5000508 TO0M00 g 50001 0000007
35 o02ss7ia 0000 00aes 0000040 000000 0000010
36 0277778 096 g 000428 0000040 000008 0.000008
37 0270270 0007508 00306 0000032 on00e T 0-000008
38 0263158 O00THZ gg003es 70000032

39 0256410 006748




Przyktad (cd.)

P(3.44) = f(3.4) + s Af(3.4) + S(S _ 1) A (3.4)+ 28 13)‘(5 DN rGa) + -
x—xp9 3.44-—3.40
o= = s ,4
T Th 0.1 0
04—-1)
P(3.44) = 0.294118 + (0.4)(—0.008404) + (0.4) (0.000468)
+ (0.4)(0.4 —61)(0.4 —2) (—0.000040) + - - -
P(3.44) = 0.290756 linear interpolation Error(3.44) = 0.000058
= 0.290700 quadratic interpolation = (0.000002

= 0.290698 cubic interpolation = (.000000



Niejawna metoda Newtona
interpolacji wielomianowej

s(s + 1) s(s + (s + 2)

P,(x) =fo + sV +=; v 3 v
+...+S(S+1)”'[f+(”"1)]V"0
n.
_x—’xO__x—.xO x:x0+8h
T Ak

i!

(S+) _ s+ D +2)--- s+ i 1]

Py(x) =fo + (‘T)Vfo + (S; )V2 o+ (S;)V% +-o



Tablica roznic

VI(xip) = Vi = (i1 — 1)

X3 fa

Vf_,
X2 f_2 sz-l 3
Vi, v3f,
Xy f_| A" fo
Vi,
Xo | fo




Jawny | niejawny operator

roznicowania

Af (x;) = Af; = (ff+1 —Ji)

Vi i) = Vi = (fi1 = )

fx)

fo
h
5
5

(/i = /o)
(f2—H)
(fs—12)

(2 =2/ +/o)

Gioapapy BV Y =)




h=0.1

Przyktad
fx)=1/x
£(3.44) = 1/3.44 = 0.290698 . ...

x J&) A7 () A’f(x) A () A () A’f(x)
31 0322581

32 0312500 OMO08L o hoostn

33 0303030 00 g000sss . 0009993 000003

34 o20as 00012 5000508 TO0M00 g 50001 0000007
35 o02ss7ia 0000 00aes 0000040 000000 0000010
36 0277778 096 g 000428 0000040 000008 0.000008
37 0270270 0007508 00306 0000032 on00e T 0-000008
38 0263158 O00THZ gg003es 70000032

39 0256410 006748




Przyktad

o =3.50.  P(3.44)

x—xy 3.44-3.50
ho 0.1 B

S =

—-0.6

s(s+ 1)
2!

s(s+ s+ 2)

P(3.44) = £(3.5) + s VF(3.5) + 3

Vf(3.5) + V(3.5 +---

—0.6)(—0.6 + 1
P(3.44)_—_0.285714+(—0.6)(—0.008404)+( )(2 T )(0.000508)

L (£0.6)(=06 —g DE06+2)  6.000050) + - - -

P(3.44) = 0.290756 linear interpolation Error = 0.000058
= 0.290695 quadratic interpolation —0.000003
= 0.290698 cubic interpolation 0.000000




Metoda Adamsa-Bashfortha 4 rzedu

g=1

Vit | i
I = J dy = J [P,(1)], dt
y t

n

”

k=23

Py =y +5 Y, + 8 “;”S Vit

n (s+3)s+2)(s+ s
24

(s + 2)(s + 1)s

V3f
: f

ARG




Metoda Adamsa-Bashfortha (cd.)

t—1

H

5 = —t=1t +sh—>dt=hds

/
tyg > s=1
In-[-[
/= j P,(0), dt
b
t,—>s=0
P (t) I
A A
' Y A\
& -9 @ —— L >
n—-3 n—2 n—1 n n+1 ¢



Metoda Adamsa-Bashfortha (cd.)

j}n—{-i In.;.[
I = J dy = J [P3(f)]n dt

Yn !

R

r1 1

Vool =Vu=h| Pi(s)ds+h J Error(s) ds
JO 0

o] _ _
J_/n+l _'Jd}n = h O(ﬁl t S Vf;z +

Sa + 322 + ZS VBJ—:I) dS

st 4+ 5
2
+thS4+653+1152+65

0 24

V3 +

hAr@(1) ds

Fusl =Fn +h(f, 3V + 3V, +3V3) + Bl r@(q)




Metoda Adamsa-Bashfortha (cd.)

- -

¢ 7 Vf Vi Vf
ly-3 Jaes _ _

’ Gior )
b2 Jne2 ) ) (fam1 = 2z +1o-3) _ _ _ )

_ (fa-1 —~Ja=2) _ _ _ (o = 31 + 302 “f;a~3)
b1 S L (fo — 2f1 +Suz2) ) _ _ )

i (fo = Ju1) i L (forr = 30+ 35y — fu2)

Ly S _ } (Jos1 — 2f0 +102i)

} (Jas1 — 1)
bag1 T

Vi1 = H LS 306 o) 5 (f = 2fm1 + )
+3(f =3y + ¥y = fo)] H BLFO()

« O(Af*) globally
Yl = (55ﬁ: ~ 5%,-1 1 372 — Wu=3) | O(AP) 2 Af < 0.3




Metoda Adamsa-Moultona
I

P (1) —N—
AL
' N\
.- - -® —— = >
n—3 n-2 n—1 n n+1 ¢

j}n+l tn+l
I=J_ dy = ] Py, dt
Yn

tﬂ

- - s+ s s+ 2)(s+ 1)s
Pis) = Fypt +5 Vot + 00, 4 XD Dgp

n (S + 3)(3 “;42)(5 -+ I)S 4f(4)(’£)




Metoda Adamsa-Moultona (cd.)

Vi Tnat
f=j &= | (PO

Vn Iy

t, = s=-—1 lyyg = s=20

0

0
Vorl —Vn=h J Ps(s) ds + h J Error(s) ds
~1 ~1

_ - h - - - - _
Ynr1 =Yp t+ Ei(gf;ﬁ-l + 19f, = 5fuy +102) — 7129_0}153’(5)(’5)

h
Vart = Yn 57 s +19% = 51 +/,-2) 0(Ar) 0(At*) globally

ox At < 0.3



Metoda Adamsa-Moultona (cd.)

h
Vor =+ 53 5% = 5% +37f, 2 = Yos)

h
yf+1 =Y, + “2—4‘(9 nil + 194, — 5/t +/02)




Przyktad

ﬁz :f(tn’ Tn) —— —OC(T: — 25004)
At
Top =T, + 5;1(5512 — 59,1+ 37fo2 — 9, 3)
P =S, TR = —o[(TE ) —250.0%]

At
Ty =T, + EZ(g.ﬂt}-)}-l + 191, — 5f—1 +/fu=2)



Przyktad (cd.)
=4.0s

1.0
T = 2154.47079576 + ﬁ[SS(—SG 16753966) — 59(—102.18094603)

+37(—124.24079704) — 9(—158.23437500)]
— 2075.24833822

fi = —(4.0 x 1071%)(2075.24833822* — 250%)
= —74.17350708

1.0
TE = 2154.47079576 + 52 [9(=74.17350708) + 19(~86.16753966)

— 5(—102.18094603) + (—124.24079704)]
= 2074.55075892



Przyktad (cd.)

tn Tn f.;z
Tf+l n{)l-l _
bt 7S, T, Error
0.0 2500.00000000 —156.23437500
1.0 2360.82998845 —124.24079704 exact
2.0 2248.24731405 —102.18094603 solution
3.0 2154.47079576 —86.16753966
2075.24833822 —74.17350708
4.0 2074.55075892 —74.07380486 2074.61189788 —0.06113896
2005.68816488 —64.71557210
5.0 2005.33468855 —64.66995205 2005.41636581 —0.08167726
1944.70704983 —57.19500703
6.0 1944.53124406 —57.17432197 1944.61841314 —0.08716907
9.0 1798.14913834 —41.80233360 1798.22786679 —0.07872845
1758.21558333 —38.20946276
10.0 1758.18932752 1758.26337470 —0.07404718




Ogodlna jawna metoda Adamsa

f"“ dy = h J P, ds

Yn 0
Pk(t) |
1 A ~ gg_.\
o— — — — o ® PN >
coe n-3 n—2 n—1 n n+1
g=4  q=3 =2  q=1

Ynp1 =Yp +Bh(ag fy oy fooy + o fyat--) OA"), alAt<C

B %y &y a_p o_3 O_4 %_s

k n

0 1 1 1 2.0
1 1/2 3 -1 2 1.0
2 1/12 23 —16 5 3 0.5
3 4
4 5
5 6

1/24 55 —59 37 -9 0.3
1/720 1901 —2774 2616 — 1274 251 0.2
1/1440 4277 —17923 9982 — 7298 2877 —475




Ogodlna niejawna metoda Adamsa

yn+1

)711+] 0
J_ dy = hJ l[Pk(S)]n+l ds

Y.,
Pt} —
— A ~
® ® ® — L —— >
seo n-3 n—2 n-1 n n+1
q=4 q=3 q= 2 q= 1

— n
=y, + B frop1 + %0 S oy frog 0 0) 0(h"), aAt<C
k B o % oy A_s o4 0l_y4 n C
0 1 1 1 o0
1 1/2 1 1 2 00
2 1/12 5 8 —1 3 6.0
3 1/24 9 19 —5 | 4 3.0
4 1/720 251 646 —264 106 —19 5 1.9
5 1/1440 475 1427 —798 482 -173 27 6




Porownywanie metod

First-aorder explicit Euler method

fD____n-—ﬂ—E:l—-—E—D——D——n
&

—

ILRRL

101

5 Second-order modified Euler method
109

- Second-order modified midpoint method, M = 2
107!

Fourth-order Adams-Bashford-Moulton method

T IIHIIIF

o o N {‘___a__—a--—ﬁ-——g—_ﬂ
_'ﬁ 102 = bl —— —
g = Fourth-order extrapolated modified midpoint method, M = 4
e n
% 107 Fourth-order Runge-Kutta method
w -
104k —
= N - —e
_  Sixth-order extrapolated modified midpoint method, M = 8
105
108
= Eighth-order extrapolated modified midpoint method, M = 16
- —
- 1 N _-l..___-l-__-"—— Y
.1 0 T | L 1 1 . —

o
(41
-

0



Nieliniowe rownania

V=563 Kt =
Linearyzacja w czasie

Yn+1 = Vp + Atfn-}-l

_Szereg Taylora

fost =Fo Hfily A+ £, 0y — V) + -+

yn-f—l =Vn + At(f;t +ﬁ"n At +f;»|n(yn—|-l _yn)]

_yn+Atﬁ1+At2ﬁin_Atynﬂz‘n
yn—l—l_ I_Atj;ln




Przyktad

T =f(t,T)=—(T* =T 7(0.0) = 2500.0 T, = 250.0
Tn+1 — Tn T Al‘ﬁ1+l
tn Tn fn len _
In-{—l Tn+l Tn—l—] EITOI'
0.0 2500.000000 —156.234375 —0.250000
2.0 2291.687500 —110.311316 —0.192569 2248.247314 43.440186
4.0 2132.409031 —82.691332 —0.155143 2074.611898 57.797133
6.0 2006.190233 —64.780411 —0.129192 1944.618413 61.571820
8.0 1903.232170 —52.468392 —0.110305 1842.094508 61.137662
10.0 1817.261400 1758.263375 58.998026
0.0 2500.000000 —156.234375 —0.250000
1.0 2375.012500 —127.253656 —0.214347 2360.829988 14.182512
2.0 2270.220672 —106.235194 —0.187208 2248.247314 21.973358
9.0 1827.215365 —44.572473 —0.097609 1798.227867 28.987498
10.0 1786.606661 1758.263375 28.343286




Vu+ At f, £+ A2 fil, — At y, [l

FLT) = —a(T* = T4 - s

Tn +Atfn — At TnfT‘n
1 - AthIn

f;:O fT=—4CXT3 TH-H_'

At =2.0s.

fo = —(4.0 x 1071%)(2500.0% — 250.0%) = —156.234375

frlo = —4(4.0 x 1071%)2500.0° = —0.250000
~2500.0 + 2.0(—156.234375) — 2.0(2500.0)(—0.250000)

T
! 1 — 2.0(—0.250000)

= 2291.687500



Niejawna metoda Newtona
Ynt1 = Gpy1)

Fur1) =Ynp1 — G0py1) =0

Szereg Taylora

FOht1) = FOu1) + FOni) Vit = Vnt) + 000 =

S 6 FOyi)
n-+1 n+1 F”(y( 1)

0



Przyktad

L1 =T+ Atfopy =T, —a AT,y — 1)

F(Typ) =T — T, + At OC(T:H - T:) =0
F'(T,.)) =144 AtaT,,,
k
T I )
n+l T ekl (k)
F(Tn+1)




Przyktad (cd.)

At =2.0s

F(T)) = T; —2500.0 + (2.0)(4.0 x 10~'2\(T7 — 250.0%)
F'(T)) =1+ 4(2.0)(4.0 x 10°H1?}

7Y = 2500.0K

F(T®) = 2500.0 — 2500.0 + (2.0)(4.0 x 107'2)(2500.0* — 250.0%)
= 312.468250

F'(T®) = 1 4 4(2.0)(4.0 x 107'2)2500.0° = 1.500000



Przyktad (cd.)

M ~ 312.468750
T} = 2500.0 — ——=roor= = 2291.687500
k
T(ﬁjl) _ T(Ic)l _ F(TIE-'r)l)
n T n4
F/(T,)

Po trzeciej iteracji

T = 2282.785819



Przyktad (cd.)

tn Tﬂ
tn+] k Tn+l Fn F;; _
totl Toin T,y Error
0.0 0 2500.000000
1 2500.000000 312.468750 1.500000
2 2291.687500 12.310131 1.385138
3 2282.800203 0.019859 1.380674
4 2282.785819 0.000000 1.380667
2.0 2282.785819 2248.247314 34.538505
4.0 2120.934807 2074.611898 46.322909
6.0 1994.394933 1944.618413 49.776520
8.0 1891.929506 1842.094508 49.834998
10.0 1806.718992 1758.263375 48.455617




Uktady rownan rozniczkowych

W =35y D)
Wto) = ¥o and _(I)(to) —(1)

Y=y (i=l,2,...,n-—l)
n=y =y

y3 =y =y

Ya =" =y




Uktady rownan rozniczkowych (cd.)

N =7 »(0) =y,
2= 720) = 5

Va1 = o1 (0) =35
Vo =F(t,y1,y0 ..., 3,)  y,(0) ="
Ogolnie

yi =5 0P (=1,2,...,n)
O =Y, (i=12,...,n




Przyktad :

y=V ¥(0.0) = 0.0
T
V' = V(0.0) = 0.0
M, — mt & 0.0)
Rozwigzanie analityczne
T mt '
Vi) =——In{l ———} — gt
0=—n(1-37) -s

My (T mt mt Tt
H=—|=}(1—-——)In(1 | 1
) i (m)( Mo) n( Mo) m 2gt2



Przyktad (cd.)
= 10,000 N, M, = 100.0kg,|m = 5.0kg/s,

g =9.8m/s’
V =ft,y, V)=V 1(0.0) = 0.0
10,000.0
! —_— —— , . V 0 —_ 00
=ty M =150-s0 08 700

V(t) = —1,0001In(1 — 0.057) — 9.8¢
y(t) = 10,000(1 — 0.057) In(1 — 0.05¢) + 2000¢ — 4.9¢2



Przyktad (cd.)

Metoda Rungego-Kutty Af — 10 S

Yurl =Yn + (B +2 Ayy +2 Ays + Ayy)
Vet =V + LAV, +2 AV, + 2 AV, + AV))

Ayl — Atf(tﬂ’yn’ Vn) AV} = At g(tn"yn’ Vn)

At A AV
AyZ :Atf(tn +_ayn +—)il', Vn+__"__1-

v ) -
AV, = Atg(t,, +?,y,, +-'§—*, v, +T) 10,000.0

t: ,V - -
A by, A7 8.y 1) = 150.0=5.00
Ay, =Atf(tn +"i‘ayn +_%’Vn+ )

9.8

2 2
At Ayz AVz

AV3 —Afg(tn-l--'i-,yn‘f'-‘z—",Vn—F——z'—-)
Ay4 = Atf(tn + Ar’yn + Ay3’ Vn +AV3)
AV, = At g(t, + At y, + Ay, ¥, + AV))



Przyktad (cd.)

100.0 — 5.0z,
Ay = Ar(V" T %ﬁ) AV, = At :100.0 —1-%.(())(()2& At/2) 9'8:
Ays = At(V" i ézﬁ) AV = Ar :100.0 —1?5,.(())((’2& At)2) 9'8:
Avi= MV, +AVy) AV, = At[m . OTS%((’IOJF o 9.3}



Przyktad (cd.)

Ay, = 1.0(0.0) = 0.000000

10,000.0
AV, = 1.0 ’ — 9.8 | = 90.200000
: [100.0 — 5.0(0.0) ]

Ay, = 1.0(0.0 + 90‘2(;0000) = 45.100000
10,000.0 .
= 1. i —_ . - . 1 8
AV =1 O[100.0 —5.0(0.0 + 1.0/2) g 8] 93.46315
5.463158
Ay, = 1.0(o.o+9 Z ) = 47.731579
10,000.0 :
AV, =1.0 i — 9.8 =95.463158
s [1000 5.0(0.0 + 1.0/2) ]

Ay, = 1.0(0.0 + 95.463158) = 95.463158

10,000.0
100.0 — 5.0(0.0 4+ 1.0)

AV4=1.O[ —9.8] = 101311111

II II
O ==

[0.0 + 2(45.100000 + 47.731579) + 95.463158] = 46.854386 m
[90.200000 + 2(95.463158 + 95.463158) + 101.311111]
5.560624 m/s




Rownania sztywne

RAwnania sztywne — rownania rozniczkowe, ktérych rozwigzania niektérymi metodami
numerycznymi mimo matego kroku catkowania sg niestabilne.

y'(t) = —15y(t),

Rozwigzanie analityczne y(f) — E!_]'EE

t >0,y(0)=1.

3 T T [ T
Eulerh=14 =
2r Eulerh=18 —F—
Adarms -Moultan, k=18 —BF—
1Eh“- k=, acts olution N
- &
I e—— — =
. R e
L d hSi =
- .
2 | H‘“'\\_ I."'I yn-l-l - yn + Alﬁl ]
o
i
2 | ! | |
] 0.2 0.4 0.5 0.8

Metody niejawne
sg potrzebne

stiffEx10S.m



Przyktad

V=ft.y)=—ay—FO)+F'®),  ¥t) =3
Rozwigzanie analityczne

W(t) = (o — F(0))e™ + F(2)
o« =1000,F(y=t+2  30)=1

V=ft.7) = —1000G — (¢ +2)+1, y0) =1

) = —e 1000 4 44 )




Function ¥(t)

—

20}

Przyktad (cd.)

y(t) =__e-‘10001 +t+2

Function y(t)
S
{

Oj)b

g(t) - _e—1000t +t+2

Rozwigzanie analityczne



Przyktad (cd.)

Jawna metoda Eulera

Yn+1 = Vn T Atfn

Warunek stabilnosci dla jawnej metody o At < 2

At < 2/o = 2/1000 = 0.002

At < 0.002/2 = 0.001
At < 0.002/10 =0.0002
t =5, N =5/0.0002 = 25,000



Przyktad (cd.)

Vust = Vo + AH(=1000(7, — (1, +2)) + 1)

Functions y(t) and y(t)

O At =0.0005
4 ® At=0.0010 -
5 O At =0.0020 ;”.
I m At=0.0025 P
4} — Exact . .
'!‘ " ‘\‘ D
3'_ "D\\ \\ ',[‘}{ \‘ ’
2 i J r b :‘\ P ’ _, t P “’.f -
1¢ Wy ‘"
0 . " :“ :
u "0.001
—1F Time t A



Przyktad (cd.)

Af = 0.0005 At = 0.001
tﬂ yﬂ‘ J-"rr tﬂ y}i )—)H
0.0000 1.000000 0.000 1.000000
0.0005 " 1.500500 1.393969 0.001 2.001000 1.633121
0.0010 1.751000 1.633121 0.002 2.002000 1.866665
0.0015 1.876500 1.778370 0.003 2.003000 1.953213
0.0020 1.939500 1.866665 0.004 2.004000 1.985684
0.0100 2.009999 2.009955 0.010 2.010000 2.009955
At = 0.002 At = 0.0025
L, Vn Vn L, Pn Vn
0.000 1.000000 0.0000 1.000000
0.002 3.002000 1.866665 0.0025 3.502500 1.920415
0.004 1.004000 1.985684 0.0050 —0.245000 1.998262
0.006 3.006000 2.003521 0.0075 5.382500 2.006947
0.008 1.008000 2.007665 0.0100 —3.052500 2.009955
0.010 3.010000 2.009955




Przyktad (cd.)

Niejawna metoda Eulera

yn+l =V + Atf;:—l—l
Yn+1 = Vn + At(—looo(yn-i—l T (tn—l—l + 2)) + 1)

1
= 1000 2)At+ A



Functions y(t) and y(t)

o N

O =2 N W &~ O
| T

Przyktad (cd.)
At = 0.01, 0.05, 0.10, and 0.5

T

Exact
L/ e |mplicit Euler

A —
0 1 2 3 4 5



Przyktad (cd.)

At = 0.01 At = 0.05
t, Vn Vr ty Vn P
0.00 1.000000 0.00 1.000000
0.01 1.919091 2.009955 0.05 2.030392 2.050000
0.02 2.011736 2.020000 0.10 2.099616 2.100000
0.03 2.029249 2.030000
0.04 2.039932 2.040000 At =0.1
0.05 2.049994 2.050000
0.06 2.059999 2.060000 t, ¥, 3,
0.07 2.070000 2.070000
0.08 2.080000 2.080000 0.0 1.000000
0.09 2.090000 2.090000 0.1 2.090099 2.100000
0.10 2.100000 2.100000







Uktady rownan liniowych
V=30 (=12,..,n)
Y =Ay+F ¥ =[j...5,)] .

A macenes B X1 FL=[FF,...F,]

OCI- (i = 1, ..y n) Wartosci wtasne

| - Max|Re(o;)|
Stiffness ratio = Min|[Re(a,)|




Dla

Y
4

-V

|

Przyktad

u' = F(t, u, v)
v’ = G(t, u, v)

Metoda jawna

05121

C=1 A4 <

]

y(0) =1

= —1000z, Z(O) =]

o At < C
= 1000

C Aty < 1505=0.001C



Przyktad (cd.)

u' = F(t, u,v) At = At, < 0.001C
v’ = G(t, u, v)

Wt =e™
Z(I) — e-—lOOOI

Inaczej trzeba uzywaé metod niejawnych



