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Zagadnienia 
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Rodzaje problemów RR 

Zagadnienie brzegowe 

Zagadnienie Cauchy'ego (zagadnienie początkowe)  



Układ równań różniczkowych 
pierwszego rzędu 



Najstarsze równania różniczkowe 

Newton (1671), Problema II, Solutio Casus II, Ex. I 

NewtonDifEq.slx 



Najstarsze równania różniczkowe (cd) 
Odwrotne problemy styczne 
Debeaune 1638 in a letter to Descartes 
1674 by “Claudius Perraltus Medicus Parisinus” to Leibniz 
Rozwiązanie: 
Leibniz (1684) and the Jacob Bernoulli (1690) 

ścieżka srebrnego zegarka kieszonkowego Leibniz.slx 



Najstarsze równania różniczkowe (cd) 

Alexis Clairaut 

Alexis Claude de 
Clairault (1713 - 
1765) – francuski 
matematyk. 

Ruch prostokątnego klina 

Clairaut.slx 



Rozwiązanie analityczne 



Równania różniczkowe drugiego rzędu 

substitution (Riccati 1723, Euler 1728) 



Równania różniczkowe drugiego rzędu 



Równania różniczkowe liniowe  

funkcja jednorodna ai 



Równanie charakterystyczne 

dla stałych Ai 

Rozwiązania 



Układy równań 

Ruch planet, 
Euler (1747)  

Wibrująca struna i rozchodzenie się dźwięku, 
Brook Taylor ,1715, Johann Bernoulli, 1727, 
Daniel Bernoulli, 1732 and by Lagrange, 1762 

d’Alembert 1747 



Rozwiązanie 

wektory własne 

wartości własne 

Pierwsze wspomnienie 



Układy równań (cd) 
przewodnictwo ciepła, 
Biot 1804, Fourier 1807 

Energia, którą cząstka przekazuje swoim 
sąsiadom, jest proporcjonalna do różnicy ich 
temperatur, tj.  
                      w lewo i                             w prawo 

W przedziale 



Mechanika Lagrange’a 



Wahadło sferyczne 



Metoda Eulera, 1768 

Wielokąt Eulera 



Metoda Eulera (cd) 



Układy liniowych równań 
różniczkowych  



Układy ze stałymi współczynnikami 

Szereg Taylora 



Układy ze stałymi współczynnikami 
(cd) 



Przykład 

A=[-2 -3;-1 2]; 
[T L]=eig(A); 
y0=[1 1]'; 
T^-1*A*T-L 
Out=[0 y0']; 
for x=0:0.01:1 
    y=T*exp(L*x)*T^-1*y0; 
    Out=[Out;x y'];   
end; 
plot(Out(:,1),Out(:,2),'.-b'); 
hold on; 
plot(Out(:,1),Out(:,3),'.-r'); 

ex1W8skrypt.m 
ex1W8.slx 



Stabilność układów dynamicznych 

Stabilność to jedna z najważniejszych właściwości systemów dynamicznych. Istnieje 
wiele interpretacji pojęcia stabilności, które w zasadzie są równoważne dobrze 
znanym pojęciom matematycznym, takim jak ograniczoność lub ciągłość. Układ 
dynamiczny nazywamy stabilnym, gdy trajektorie stanów są ograniczone albo gdy 
zależą one w sposób ciągły od stanów początkowych lub sterowań. Pojęcie stabilności 
układu można również definiować poprzez stawianie odpowiednich wymagań 
trajektoriom wyjścia układu. 

Większość definicji stabilności odwołuje się do pojęcia 
punktu/stanu równowagi. Najczęściej spotykane definicje 
stabilności odnoszą się do układów opisywanych 
równaniem różniczkowym – mówi się wówczas o 
stabilności poszczególnych rozwiązań równania 
różniczkowego otrzymanych przy ustalonym sterowaniu  
u, przy czym przez stabilność rozwiązania rozumie się 
ciągłą zależność tego rozwiązania od warunku 
początkowego  x(0). 



Stabilność w sensie Lapunowa 

Dla układów liniowych 



Przykład 



Twierdzenie Hurwitza 

Każdy pierwiastek równania ma ujemną część rzeczywistą wtedy i tylko wtedy, gdy macierz 

jest dodatnio określona. Macierz H nazywamy macierzą Hurwitza 

Na głównej przekątnej 
wypisać współczynniki  
a1, . . . , an. 
W każdym wierszu wypisać 
współczynniki w kolejności 
malejących numerów, 
przy czym współczynniki o 
numerach mniejszych od 0 
lub większych od n zastąpić 
zerami 



Przykład 

Pozostaje ustalić określoność macierzy H. Obliczamy minory główne 
macierzy H i otrzymujemy, że wszystkie te minory są dodatnie, skąd 
wynika, że macierz H jest dodatnio określona. Zatem na mocy 
twierdzenia Hutwitza wszystkie wartości własne macierzy A mają 
ujemne części rzeczywiste, co implikuje asymptotyczną stabilność 
punktu krytycznego x = (0, 0, 0, 0, 0) układu liniowego 
z macierzą A, a stąd dalej asymptotyczną stabilność rozwiązania 
trywialnego x(t) ≡ 0 równania 



Uwaga 1 



Przykład 

Ponieważ  

więc dla                           implikacja jest prawdziwa, zatem rozwiązanie zerowe równania jest  
stabilne w sensie Lapunowa 

Ponieważ  

więc rozwiązanie zerowe równania jest asymptotycznie stabilne 



Przykład 2 



Funkcja Lapunowa 

 Zakładamy, że f(0) = 0, czyli x = 0 jest punktem osobliwym układu 



Przykład 2 

jest słuszne dla 
dowolnego otoczenia 
x=0. 
Stan jest globalnie 
asymptotycznie stabilny 



Przykład 3 

Stan x=0 jest lokalnie asymptotycznie stabilny 



Zadanie 

i punktu krytycznego (1, 0) 



Metoda Taylora. Funkcja określona 
analitycznie 
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Wymiana ciepła przez promieniowanie 
z bryły 

Przenoszenie ciepła z bryły m do otoczenia 
przez promieniowanie reguluje prawo 
promieniowania Stefana-Boltzmanna: 

szybkość wymiany ciepła (J/s) 

powierzchnia zbitej masy (m2), 
stała Stefana-Boltzmanna 
5.67 x 10 -8 J/m2K4s 

emisyjność ciała (bezwymiarowa)  
czyli stosunek rzeczywistego  
promieniowania do promieniowania  
ciała doskonale czarnego  

temperatura wewnętrzna bryły (K) 

temperatura otoczenia (K) 

Energia E zmagazynowana w bryle jest 
dana przez 

masa bryły(kg) 

ciepło właściwe  
materiału (J/kgK) 



Bilans energetyczny stwierdza, że tempo, w jakim zmienia się energia 
zmagazynowana w bryle, jest równe tempu, z jakim ciepło jest przekazywane do 
otoczenia 

Znak minus w równaniu jest wymagany,  aby szybkość zmian zmagazynowanej 
energii była ujemna, gdy T jest większe niż Ta. Dla stałych m i C mamy 



Przykład 







  

Rownrozn1.m 
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Metoda różnicowa 
(Funkcja określona w punktach) 

• Dyskretyzacja argumentu funkcji  

• Aproksymacja pochodnej w punktach (FDA – 
finite difference approximation) 

• Zastępowanie przez równanie różnicowe 

• Rozwiązywanie równań algebraicznych 

 



Finite Difference Approximation (FDA) 

f(0),f(1),f(2),… 



Metoda siatek 
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Aproksymacja pochodnej  

z ograniczoną dokładnością 

W kierunku t+ 

Szereg Taylora 



Aproksymacja pochodnej (cd.) 
W kierunku t- 
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Aproksymacja pochodnej (cd.) 



Aproksymacja pochodnej (cd.) 



Równania różnicowe 

lub  



Równania różnicowe (cd.) 

W odwrotnym kierunku t- 

W kierunku t+ 



Stabilność 



Jawna metoda Eulera 



Metoda Eulera( cd.) 



Przykład 



Przykład (cd.) 
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Przykład (cd.) 

Teoretycznie 



Niejawna metoda Eulera 



Przykład 

Równanie algebraiczne 



Przykład (cd.) 

 



Przykład (cd.) 



Porównywanie metod 

Przykład 

Stabilność algorytmu 



Porównywanie metod (cd.) 
Jawna metoda 

oscylacja 

oscylacja 



Porównywanie metod (cd.) 

 



Porównywanie metod (cd.) 



Stabilność jawnej metody Eulera 



Stabilność niejawnej metody Eulera 

dla dowolnego  



Inne metody jednokrokowe 



Inne metody jednokrokowe (cd.) 

Predykcja 
 
 
Korekcja 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Metody Eulera jednokrokowe 



Metody Rungego-Kutty 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu (cd.) 

Szereg Taylora 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu (cd.) 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu (cd.) 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu (cd.) 

Na przykład 

Zmodyfikowana metoda Eulera 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu (cd.) 



Metoda Rungego-Kutty 2 rzędu (cd.) 

 



Metoda Rungego-Kutty 4 rzędu 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

 



Tabela Batchera 



Przykłady 

Forward Euler 

Explicit midpoint method 

Heun's method 

Ralston's method 

Kutta's third-order method 

Classic fourth-order method 



Metoda kolokacji 





Niejawna metoda Rungego-Kutty 

Niejawna metoda Eulera 

Tabela Butchera 



Metody jawne vs niejawne/półjawne 



Przykłady 



Wielopunktowe metody 



Obliczenie przez całkowanie 
Jawna metoda 

Niejawna metoda 

P - wielomian 



Jawna metoda Newtona interpolacji 
wielomianowej  

Symbol Newtona 

Interpolacja – metoda numeryczna polegająca na wyznaczaniu w danym przedziale tzw. 
funkcji interpolacyjnej, która przyjmuje w nim z góry zadane wartości, w ustalonych punktach 
nazywanych węzłami (mamy n+1 węzłów)  



Tablica różnic 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Niejawna metoda Newtona 
interpolacji wielomianowej  



Tablica różnic 



Jawny i niejawny operator 
różnicowania 



Przykład 



Przykład 



Metoda Adamsa-Bashfortha 4 rzędu 



Metoda Adamsa-Bashfortha (cd.) 



Metoda Adamsa-Bashfortha (cd.) 



Metoda Adamsa-Bashfortha (cd.) 



Metoda Adamsa-Moultona 



Metoda Adamsa-Moultona (cd.) 



Metoda Adamsa-Moultona (cd.) 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

 



Ogólna jawna metoda Adamsa 



Ogólna niejawna metoda Adamsa 



Porównywanie metod 



Nieliniowe równania 

Linearyzacja w czasie 

Szereg Taylora 



Przykład 





Niejawna metoda Newtona 

Szereg Taylora 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

Po trzeciej iteracji 



Przykład (cd.) 

 



Układy równań różniczkowych  



Układy równań różniczkowych (cd.) 

Ogólnie 



Przykład 

Rozwiązanie analityczne 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 
Metoda Rungego-Kutty 



Przykład (cd.) 

 



Przykład (cd.) 



Równania sztywne 
Równania sztywne – równania różniczkowe, których rozwiązania niektórymi metodami 
numerycznymi mimo małego kroku całkowania są niestabilne. 

Rozwiązanie analityczne 

An Improved Stiffly Stable Method for Direct Integration of Nonlinear Structural Dynamic Equations K. C. Park, J. Appl. 
Mech. 42, 464 (1975), DOI:10.1115/1.3423600 

Metody niejawne  
są potrzebne 

stiffEx1OS.m 



Przykład 

Rozwiązanie analityczne 



Przykład (cd.) 

Rozwiązanie analityczne 



Przykład (cd.) 

Warunek stabilności dla jawnej metody 

Jawna metoda Eulera 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

 



Przykład (cd.) 
Niejawna metoda Eulera 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

 



 



Układy równań liniowych 

Wartości własne 

macierz rzędu 



Przykład 

Metoda jawna 

Dla 



Przykład (cd.) 

Inaczej trzeba używać metod niejawnych 


