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Transformacja falkowa

Transformacja falkowa jest przeksztatceniem podobnym do transformacji Fouriera. Oba
przeksztatcenia opierajg sie na wykorzystaniu operacji iloczynu skalarnego badanego
sygnatu f(t) i pozostatej czesci, zwane] "jadrem przeksztatcenia”.

Gtowna rdéznica miedzy tymi przeksztatceniami to wtasnie owe jadro.

£ala falka



Transformacja Fouriera vs falkowa
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Aproksymacja szeregiem Fouriera
I:)n (X) — aO¢O (X) T a1¢1(x) Tt an¢n (X)

For any 2 periodical function f(x):
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Aproksymacja szeregiem Fouriera (cd)
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Aproksymacja szeregiem Fouriera (cd)
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Aproksymacja szeregiem Fouriera (cd)




Sygnaty stochastyczne

e Sygnaty stacjonarne:
— Statystyki nie zmieniajg sie z czasem
— Zawartosc czestotliwosci nie zmienia sie z czasem
— Informacje nie zmieniajg sie z czasem

e Sygnaty niestacjonarne:
— Statystyki zmieniajg sie z czasem
— Czestotliwosci zmieniajg sie z czasem
— llos¢ informacji wzrasta



Rozktad Fouriera
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Sygnaty niestacjonarne

Rozktad Fouriera f(t)=sin(2t)+si i
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Sygnaty niestacjonarne(cd)
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Transformacja Fouriera a
transformaqa falkowa
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Fouriera dla funkgcji




Transformacja Wavelet

Rownanie:

e [ s ()

. W’f{s, u]: Wynik transformacji Wavelet, funkcja zalezna od dwéch parametréw:

* §: Skala (scale), parametr okreslajgcy rozcigganie lub sciskanie funkcji falki (wavelet) 1.
Mniejsza wartosé s oznacza wyzsze czestotliwosci (szczegotowe cechy sygnatu), wieksza
wartosc s odpowiada nizszym czestotliwosciom (ogdlne trendy).

* u: Przesuniecie (translation), parametr okreslajacy przesuniecie w czasie lub przestrzeni
funkcji falki wzdtuz osi t. Okresla, w ktarym miejscu sygnatu f[t} analizowana jest funkcja

falki.

. f[t}: Oryginalny sygnat lub funkcja wejsciowa, ktora jest analizowana za pomoca transformacji
Wavelet. Jest to funkcja czasu 1.

. ﬁ Czynnik normalizacyjny, ktdry zapewnia, ze energia funkcji falki pozostaje stata przy zmianie
skali 5. Dzielenie przez \/; kompensuje zmiang amplitudy przy rozcigganiu lub sciskaniu.

o Y7 (t_—?“) : Skoniugowana funkcja falki (wavelet) 10, przesunieta o u i rozciagnieta/$cisniona o
czynnik 8. Symbol * oznacza sprzezenie zespolone. Funkcja p(t) to funkcja macierzysta (mother
wavelet), ktdra musi spetnia¢ pewne warunki (np. mie¢ zerowa srednia i by¢ dobrze
zlokalizowana w czasie | czestotliwosci).

+ dt: Element rézniczkowy integracji, wskazujacy, ze catkowanie odbywa sie po zmiennej f od —oco

do oo.



Odwrotnha transformacja Wavelet

Rownanie:
1 Rl e 1 t —u\ ds
t) = Wels, u)— —d
£ G»ﬂ f—-x f[b'u)v@w( s ) 2

. f[t}: Odtworzony sygnat, ktory jest przywracany z transformacji Wavelet.

1,
Co”

ponizej i zalezy od transformacji Fouriera funkciji .

Stala normalizacyjna, ktéra zapewnia poprawnosc¢ odwrotne| transformacji. Jest definiowana

« Wjy(s,u): Wynik transformacji Wavelet, jak powyzej.

. ﬁ Ten sam czynnik normalizacyjny co w transformacji bezposrednie), zapewniajgcy spojnosc
energii.

o (f;?”’) Funkcja falki (bez sprzezenia), przesunieta o u i rozciggnieta/scisniona o s.

. f:—;__‘?du: Element rozniczkowy podwdjnej catki. du odpowiada integracji po przesunieciu u., a %_3
jest specyficznym elementem rézniczkowym dla skali s, wynikajacym z faktu, ze transformacja
Wavelet dziata w skali logarytmicznej.

* (Catkowanie: Zewnetrzna catka po s od O do oC (zakres skal), wewnetrzna po u od —o0 do o0

(zakres przesuniec).



Definicja statej normalizacyjnej

Rownanie:

.gw_f T 4 < oo
0

Lt

« (,: Stata normalizacyjna, ktéra musi byé skoriczona, aby transformacja Wavelet byta
odwracalna. Zalezy od transformacji Fouriera funkcji 1.

« U(w): Transformata Fouriera funkcji macierzystej 1)(t), gdzie w jest czestotliwoscia. | ¥ (w)/* to

modut kwadratowy transformacji Fouriera, reprezentujacy rozktad energii w dziedzinie

czestotliwosci.

M Wyrazenie w integrandzie, ktére musi by¢ integrable, aby ('), bylo skoriczone. Wymaga

to, aby -z_;':[t]l miato odpowiednie wlasnosci w dziedzinie czestotliwosci (np. zerowa wartos¢ w

w = 0).

* dw: Element rozniczkowy integracji po czestotliwosci w od 0 do occ.

* Warunek << o0: Gwarantuje, ze transformacja Wavelet jest stabilna | odwracalna. Funkcja u{t]

musi by¢ wybrana tak, aby ten warunek byt spetniony (np. fale Morleta czy Daubechies).



Weis,u)

o0

Funkcja i falka

oof(t)\/g

Przyktad

1

w*t__udt

fit) = sin(t)

— — — - psi(t) da u=0

Numeryczne.m

% Parametry

t = -10:0.1:10; % zakres czasu

s = 1/R; % skala

dt = t(2) - t(1); % krok czasowy

% Funkcja f(t) = sin(t)
f = sin(t);

% Zakres przesuniec u
u_values = -10:0.1:19;
W_F_values = zeros(size(u_values));

% Obliczanie W_F(s,u) dla réznych u
for i = 1:length(u_values)

u = u_values(i);

psi = exp(-((t-u)/s).”2) / sqrt(s); % falka

W_F_values(i) = sum(f .* psi) * dt; % transformacja falkowa
end



Przyk’rad

f(t)—— ij(su) tS“ du‘sjS

1//
NumerycznaOdwrotna.m

f_reconstructed = zeros(size(t));
C_psi = 1; % uproszczenie, w praktyce trzeba obliczyé C_psi
for k = 1:length(t)

LI] 2
C = J‘OO | (a)) | d W < o0 % Krok 2: Odwrotna transformacja falkowa
4 0 )

t_k = t(k);
Porownanie oryginalnej i odtworzonej funkcji integral_sum = ©;
S ' L ' ' ] ' T - for i = 1l:length(s_values)
A ;/ N ____Orygmalnef(t)=sm(t) s = 5 values(d);
/ v / T Qdiworzons fit) - for j = 1:length(u_values)
' \ / \ ! N u = u_values(j);

0 psi = (1/sqrt(s)) * psi_func((t_k-u)/s);
\\ ff \\ ;e \ j“’ integral_sum = integral_sum + W_F(i, j) * psi * (du * ds / s"2);
4 end
\\ zf \\ / . /f end
~ -7 N
5 . . . . i . L L L f_reconstructed(k) = (1/C_psi) * integral_sum;
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 end

1 . .
. Cpsi.m,CPsiGaus.m

0

0.5 Catka Cv,b moze byc trudna do analitycznego obliczenia, ale numeryczne podejscie powinno dac
K wynik bliski wartosci teoretycznej (dla Gaussowskiej falki C',I‘.-. jest dobrze zdefiniowane i wynosi

okoto 2ﬁ ~ 3.5449).




Metody numeryczne

Wi (s,u)zjo;f(t)%w* t‘T“ dt

a) Dyskretyzacja sygnatu i parametréow

» Sygnat f(t) w praktyce jest dyskretny (np. prébkowany w czasie), wiec f(t)
reprezentujemy jako wektor wartosci f[n w punktach t5, gdzie t, — n - At,a At to

krok czasowy.

* Parametry s (skala) i u (przesuniecie) rowniez musza byc¢ dyskretne:

* Skala s jest wybierana jako cigg wartosci (np. logarytmicznie: s — {51, 59, ..., .f.-:;‘l.f}]l.

* Przesuniecie u odpowiada prébkom czasowym sygnatu: u — 1.

b) Przyblizenie funkcji falki

*  Funkcja falki t,",r(f) musi by¢ zdefiniowana. Popularne wybory to falka Morleta, Haar lub
Daubechies. W MATLAB-ie mozna uzyé¢ wbudowanych funkgji falek (np. moxrlet,

mexihat ) lub zdefiniowac wtasna.

* Dla kazdej skali s i przesuniecia u, obliczamy 1" (f;f)



Metody numeryczne

1 o poo 1 t—u ds
f(t)=— WT(s,u)—y| — du—
C(// J'O j—oo \/g S

s°

¢) Numeryczne catkowanie

» Calka w transformacji Wavelet Wy (s, u) = Jj:x f(t}ﬁt, (f ”":] dt jest

aproksymowana jako suma:

, 1 (i, —u
Wils,w) ~ 3 ftn) v ()

= W MATLAB-ie mozna to zrobi¢ za pomoca mnozenia macierzowego, co jest efektywne

dla duzych danych.

d) Odwrotna transformacja Wavelet

*  Odwrotna transformacja wymaga podwdjne] catki po 5 i u. Numerycznie aproksymujemy

to jako podwdjna sume:

(&) ~ (i 2.2 Wils, '“)ﬁ’{ff (

» Stata Cy rowniez musi by¢ obliczona numerycznie, jesli nie znamy jej analitycznie.

& .5

) E.ﬁu



Metody numeryczne

()
CW_IO ~ dw <

e) Obliczenie C';;

oo | (w)*
* Cuv=Jg {:.uj

mozna zrobi¢ za pomoca Ift.

dw wymaga transformacji Fouriera funkgji falki 'i;"a‘lit), cow MATLAB-ie

* Nastepnie numerycznie integrujemy po czestotliwosciach dodatnich.



Dowavelet_transform.m
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Fala a falka

* Falka jest ksztattem fali o ograniczonym
okresie, ktorego sSrednia wartosc jest rowna
Zero.

—«/\

Sinusoidy sg ptynne i przewidywalne, a falki zwykle sg nieregularne i asymetryczne




WH1tasciwosci falek

+00
zerowa wartosc srednia J‘ o W(t)dt — O

normalizacja " l// " _ 1

skupiona wokét t=0

skonczone pasmo przenoszenia |




Ciggta Transformacja Falkowa
Continuous Wavelet Transform (CWT)

* Definicja:

Skalowanie

CWTY (7, s)= W‘”\r‘s \/7] ( jdt

Przesuniecie /

Wspotczynnik

normalizujacy Funkcja

macierzysta



Skalowanie

CWTY (7, s) =W/ (z, s) \/7j ( jdt

e Skalowanie falki oznacza jej rozcigganie (lub
sciskanie). Wspotczynnik skali(scale factor),
zaznaczymy literg a=1/s.

0 + 2 3 4 5 &

0 1 2 3 4 5 5

I
I 8




Przesuniecie

* Przesuniecie falki oznacza opdznienie (lub
przyspieszenie) jej poczatku. Matematycznie
opoOznienie funkcji f(t)o k jest reprezentowane

przez f(t-k).

Funkcja falkowa (t) Przesunieta funkcja falkowa Y (t-k)




Cechy CWT

* Ciggta transformata falkowa jest sumag (catka)
po catym czasie syghatu zwielokrotnionego o
przeskalowang, przesunietg wersje falki.

* Proces ten daje w wyniku wspotczynniki
falkowe, ktore sg funkcjami skali i potozenia.

CWTY (2, 5) =W/ (7, 5) = [ 1 (t).w(t‘—fjdt




Krok 1

 Wezmy falke i porownajmy j3 do poczatkowe;
czesci oryginalnego sygnatu.

sygnat

falka




Krok 2

* Obliczmy liczbe C, ktora okresla jak bardzo
falka jest skorelowana z wybranym
fragmentem sygnatu.

C = 0.0102 to wartosé wspélczynnika korelacji, ktéry mierzy, jak bardzo falka przypomina
sygnat w tym oknie. Wartosé bliska O (jak tutaj) oznacza staba korelacje — falka i sygnat niezbyt
do siebie pasuja w tym fragmencie.

W transformacji falkowej taki wspotczynnik jest obliczany jako iloczyn skalarny miedzy falka
(przeskalowana i przesunieta) a sygnatem, znormalizowany przez energie obu funkcji. Wzor

ogdlny to:

- I F(&)¥su(t) dt
\/ff{f)?df [ u(t)2 dt

gdzie f(t) to sygnal, 154 (t) to falka przeskalowana o s i przesunieta o u.

C =0.0102




Krok 3

* Przesunmy falke w prawo i powtorzmy kroki 1i
2dopoki nie przejdziemy catego sygnatu.

"




Krok 4

* Przeskalujmy (rozciggnijmy) falke i powtorzmy
kroki od 1 do 3.

C =0.2247




Krok 5

* Powtorzmy kroki 1 do 4 dla wszystkich skat.

SU(ES 2y




signal

-1

krok

krok -2
krok - N



Falki CWT

https://www.mathworks.com/help/wavelet/gs/introduction-to-
the-wavelet-families.html

Kapelusz Meksykanski

Falka Haara
08
1 06
0.4
02
or 0
‘ 2
il 8 64 2 0 2 4 6 8
0 05 1
Falki Daubechies Morlet
.\‘/\(L .’\f\/\i ‘JJ\}F ‘ s . 5 0 > Wavelet function psi
db2 db3 db4 dbs dbé 0
? C;b? < N (.jbs. ) * db; - - ;jb.{o. -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8

Falke mozna skonstruowac bezposrednio pod tg lokalng ceche sygnatu, ktéry ma zostac
wyodrebniony lub wykryty, jesli jego forma jest znana a priori.
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Wavelet basis functions

Frequency domain

Time domain

a. Morlet / c. DOG (m=2) i
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| it 4r [ 4r
: e fa ' : 0.0
- o] | ~7 7 2
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b. Paul (m=4) i d. DOG (m=6)
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Funkcja f(t)

Falka Haara

t—rjdt J

1 jesli O£x<E

w(X)=<-1 jesli %£x<1

0 inaczej

-

EE———— "

ciemny kolor odpowiada przejsciu sygnatu
przez zero a jasny - punktom ekstremum.



Jak odczytac znaczenie tych wszystkich
wspotczynnikow?

Musimy zrobi¢ wykres, na ktéorym os$ x reprezentuje potozenie sygnatu (czas), a oSy
reprezentuje skale, kolor kazdego punktu (x-y)reprezentuje wielkos¢ falkowego
wspotczynnika C.

b

— M A

L
O
1
=
1
o
=

i
o
Lo R ]

Wynikiem ciggtej transformaty falkowej s wspoétczynniki okreslajgce podobienstwo
pomiedzy dang falkg a sygnatem.



Niska a wysoka skala

* Wyzsza skala odpowiada bardziej
rozciggnietym” falkom. Im bardziej
rozciggnieta falka tym dtuzsza czesc sygnatu z
ktorym falka bedzie porownywana.

/‘\/M onal /\/\/’\f\jv\/\
ﬂ/\k* Wavelet 4\/\/\/‘—;

Niska skala Wysoka skala




/wigzek miedzy skalg falki a
czestotliwoscia
* Niska skala a
scisnieta falka -

szybciej zmieniajgce sie wspotczynniki szczego’fowosu -
wysoka czestotliwos¢ w. :

IDE
(9]

=
I
T
=

0
150

Wysoka skala a
rozciggnieta falka -
wolno zmieniajgce sie cechy sygnatu -
niska czestotliwos¢ w.

TRAMSLATION




Porownanie transformaty falkowej i
Fouriera
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Porownanie transformaty falkowej i

Fouriera (cd)
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>>waveletAnalyzer = =

CWTcoeffs is a 64-by-1000 matrix. Each row of the matrix contains the CWT Z =

coefficients for one scale.
There are 128 rows because the SCALES input to cwt is 1:64. The column

dimension of the matrix matches the length of the input signal.
Signal ;f*x,?k/\f\.!v\f\
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https://www.mathworks.com/help/wavelet/ref/cwt.html

Odwrotna transformacja falkowa

Odwrotna TF 1 o p+o 1 t—u ds
f(t)=— W u,S)— — |du—
O CW IO j—oo f( )\/gw( S j %

(o)
Cw__[o ~ dw < +00

lﬁ((()) - transformacja Fouriera funkcji falkowej

Funkcje Matlab cwt, icwt
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Przyktad

Fs = 1024;
T=1/Fs;

L = 1000;

t = (0:L-1)*T;
F=10;

y = 100*sin(2*pi*F*t);

l cc=cwt(y,Fs)

Magnitude Scalogram

yc=icwt(cc)
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-150

% Sampling frequency
% Sampling period
% Length of signal
% Time vector
% Sine wave frequency (hertz)
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CWT ze skalg podwojng

* Obliczanie wspotczynnikow falkowych dla
kazdej mozliwej skali wymaga dostatecznie
duzo pracy i wytwarza duzo danych.

e Cosie stanie jesli wybierzemy tylko podzbior
skali i potozen dla ktorych wykonamy nasze
obliczenia?



Diadyczne prébkowanie

To rozwigzanie bedzie godne uwagi kiedy wybierzemy skale i
pofozenia oparte na potedze dwojki —tak zwane podwojone (dyadic)
skale i potozenia—wtedy nasza analiza bedzie bardziej efektywna i

dostatecznie doktadna.

a=2"b=k-2",
1 t—b 1
)= — ¥ = 27"t -k
Vi (V)= = ( - j = al )

m,k — liczby catkowite

Coie = (FOWm ) =] FEO)F, ()t

F(1) =2 Co ¥ (1)

Falka Haara
I wag(D)
0 4 6 E
T wao(f) (D)
0 2 i 4 I'g I'g
1+ () yu (0 wis(t)
. /I s
|
0 i n 6 | I
[ [
(D) o (?) Yor (D)
/




Dyskretna transformacja falkowa

+ CWT o
W (r,s) =] )yl md V=07 =5

e DWT Funkcja oraz parametry falek (skale i potozenia ) s zdyskretyzowane

m=0

J N-1 . 1 n
vy nal]=>" f[m]-y|[m-n] wi[n]= @w(yj



Dyskretyzacja funkcji

fo(t) = Zf(IA'[)5('[ iAt)  At=1/2f, R I

3-2-10 1 2 3
I=

f,, - czestotliwosé Nyquista — maksymalna czestotliwos¢ sktadowych widmowych
sygnatu f(x) , ktére mogg zostaé odtworzone z ciggu probek bez znieksztatcen.

gdy N =2"  maksymalnawartos¢ [1] = nO k — 2n0—m _1

a=2"b=k-2",
b 1 Dla m=0 ilos¢ przesunie¢ bedzie k=N-1,
W (t) = itp(t_j — % (z—mt — k) Dla m=1 — szerokos¢ falki zwieksza sie
\/a a \/ZT1 dwa razy, a ilo$¢ przesunie¢ zmniejsza sie
2 razy.
Dla m=mmax, mamy jedng falke.




Przyktad

w3g(7)
N=8 M, =3 S Exn s cer S
NG wa()

Dla m=0 ilo$¢ przesunie¢ bedzie k=N-1,

Dla m=1 — szerokos¢ falki zwieksza sie ! /w’m(f} | ,an .wj{;(r)
dwa razy, a ilo$¢ przesunie¢ zmniejsza sie l
2 razy. 0 2 i E T | 8,
Dla m=m_,.,, mamy jedng falke. L | L
w(r) W1 (7) Wor(2)
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Szybka transformacja falkowa

Wbudowane GUI Matlab
e signalMultiresolutionAnalyzer

f(t)= A, () + JZ:;, DJ’ (t) * waveletSignalDenoiser

* waveletTimeFrequencyAnalyzer
m - skala

A- aproksymata (niskoczestotliwosSciowa reprezentacja sygnatu)
D- detale (wysokoczestotliwo$ciowa reprezentacja sygnatu)

m=0 TO=40 () = A(0) = Y 2y ()
m=1 f(t)=A(t)+D,) ‘

=a, =(f(t), t
m=2, f(t)=A,t)+D,(t)+D,(t) o =3 =(10). 20 (1)

f (t) — Ai(t) + D1 (t) — Z Ay Prx (t) + Z dlk‘Plk (t)

Multiresolution analysis



Sygnat moze zostac przedstawiony jako suma funkcji skalujgcych i falek,
tworzgcych rodzine funkcji ortogonalnych.

f(t)= ;aj (k)2j’2¢(21t—k)+zk:dj(k)2”2w(21t—k)
2,()=(f (0.0, 1) d; (k) =(f(t), ¥, ()

fm+1 (t) = Z am+1,n(0m+1,n (t) a-m,n — Z hk_znam+1,k
n k

dm,n — Z gk—2ncm+1,k
k

T {1} 6] ),



Algorytm Mallata

Mallat podat zaleznosci miedzy kolejnymi wspdtczynnikami rozktadu:

a,(k) = > h(m—2K)a, ,(m)
d, (k)= Y g(m-2K)d,,,(m)

h — wspotczynniki filtru dolnoprzepustowego skalujgcego H,
g — wspotczynniki filtru géornoprzepustowego falkowego G.

na wyjsciu filtru H otrzymujemy usredniong, wygtadzong informacje o sygnale
wejsciowym, na wyjsciu filtru G — szczegoty sygnatu



Aproksymacja falkowa Haara

_ me-*l + me- . f27n.—1 — me,-

Am dm_ =
V2 V2
m=1,2,3,...,N/2

f&%{f \dl) 2

al > (a?, d?)

a’ - (a3, d3)




Aproksymacja i szczegoty

Dla wielu sygnatow czesc nisko-czestotliwosciowa jest najwazniejszg czescig. To ona
stanowi o tozsamosci sygnatu.
Z drugiej strony czes¢ wysoko-czestotliwosciowa, przekazuje szczegétowe cechy sygnatu.

W analizie falkowej, zwykle méwimy o aproksymacjach(approximations) i
wspotczynnikach szczegdétowosci(details).

Aproksymacje sg elementami sygnatu o wysokiej skali i niskiej czestotliwosci.
Detale sg elementami o niskiej scali i wysokiej czestotliwosci



Filtrowanie

Proces filtrowania w najprostszym przypadku wyglada nastepujaco:

-

| |
N | Filters |L—</—

low-pass high-pass

-]



Wielo rozdzielczosc

Sygnat jako suma reprezentacji szczegétowej i aproksymowanej

ena kazdym nastepnym poziomie reprezentacja z poziomu poprzedniego jest ponownie
przedstawiana w postaci sumy reprezentacji szczegdétowej i reprezentacji zgrubne;j
ereprezentacja szczegétowa na danym poziomie nie ulega zmianie w wyniku kolejnych iteracji
¢z kazdym kolejnym poziomem cigg szczegdtdw rozbudowuje sie o jeden element , z kazdym
kolejnym poziomem reprezentacji jest rowniez zwigzana jej rozdzielczos¢

*\W ten sposdb powstaje drabina kolejnych wspdtczynnikdw, ktore bedziemy nazywali
wspotczynnikami falki. llos¢ tych wspdtczynnikdw jest rowna ilosci punktéw sygnatu ale ich
uporzgdkowanie jest specyficzne - powigzane z procesem filtracji i dwdjkowania.



Wielorozdzielczos¢

Wielorozdzielczos¢ - dekompozycja sygnatu w cigg sygnatdw o coraz mniejszej rozdzielczosci

na wielu poziomach
] ()" () -

x[ﬂ]=ﬂu @ -

gdzie:

sl+1- aproksymata (niskoczestotliwosciowa reprezentacja sygnatu)

dl+1- detale (wysokoczestotliwosSciowa reprezentacja sygnatu)

*\Wejsciowy sygnat podzielony na dwa sygnaty sl+1 i dl+1 zawierajgce dwukrotnie mniej probek
kazdy, na ich podstawie mozliwe jest pdzniejsze bezstratne odtworzenie obrazu.

eSygnat sl+1 poddawany jest ponownej dekompozycji, sygnat dl+1 jest zapisywany na wyjsciu
transformacji



Analiza i rekonstrukcja falkowa

Proces odzyskiwania oryginalnego sygnatu bez straty informacji nazywany jest syntezg lub
rekonstrukcjg. Przeksztatcenie matematyczne ktore w wyniku daje synteze jest zwana
odwrotng transformatg falkowg (inverse discrete wavelet transform IDWT).

Podczas gdy analiza falkowa obejmowata filtrowanie i downsampling, proces rekonstrukgc;ji

falkowej zawiera filtrowanie i upsampling.



Drzewo dekompozycji

Proces dekompozycji moze by¢ powtarzany, o kolejne rozktady wspodtczynnikdw aproksymaciji,

tak wiec jeden sygnat moze bycC rozbity na wiele mniejszych elementow.
Proces ten mozna przedstawic¢ za pomocg drzewa dekompozycji falkowej (wavelet

decomposition tree).

S =A{+D,
ek
, =Ag+Dy+D,
ey G




Sposob przetwarzania sygnatu

filtracja sygnatu w serii kaskadowo potgczonych filtrow

WYCINANIE CO DRUGIES
FILTR DOLNOPRZEPUSTOWY PROBKI Z SYGNALU

Ji

] gl

x[n] —>® o /7] %
DEKOMPOZYCJA

FILTR GORNOPRZEPUSTOWY WYCINANIE CO DRUGIEJ
PROBKI Z SYGNALU




s 1

N

1000 probek

I

Przyktad

cD Wysoka czestotliwosc

- wprnrlfibrenybigmhy it

~500 wspolczvnnikow
DWT

cA Niska czestotliwos¢

ROSVAVAA

~500 wspolczvnnikow
DWT




Przyktad
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Signal:
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Wavelet: db4

Level: 6



Przyktad (cd)
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Level: 6




Przyk’rad (cd)
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Apps: Wavelet Signal Denoiser
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Przyktad

(y1+y2)/2 dl (yl_yZ)lz
(y y, )12 dy=(y,—y,)!2

.

dl_y1+y2 Yi— Y,
;=
2 2
_dl_y1+y2 yl_yZ
;=
2 2

=Y

=Y,
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Pakietowa rekonstrukcja
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Na przyktad S=A,+AD,+ADD,;+DDD,



/astosowania

* Wygtadzanie (eliminacja szumu)

) Stationary Wavelet Transform De-noising 1-D

File

Wiew Insert Tools Window Help

Signal () and De-Moised Signal (Ds)

Ce-koised Signal (Ds)

5]
0 1}
-5 -5
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/astosowania

* Wygtadzanie szumu na zdjeciach

Insert  Tools

De-Moised image (DI

Histogram of residuals: (- (DI

004

0.0z

Data (Size) noisworn (96x96)

Wavelet haar v

Level 5 v

Decompose Image
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255

Close
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/astosowania

* Wykrywanie nieciggtosci funkgji

) Wavelet 1-D
Eile Wiew Insert Tools MWindow Help ~
Decomposition atlevel 5 s=a3 + d5 + d4 + d3 + d2 + d1. Data (Size) freghrk (1000)
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/astosowania

) Continuous Wavelet 1-D

 Wykrywanie samopodobienstwa

Fle Wiew Insert Tools

window  Help
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/astosowania

 Kompresja obrazow

Wavelet 2
Insert Tools ‘Window Help

5

Data (Size) chess (256x256)

Fil=  ‘iew

Recons. Diagonal detail coef. of level 2

Wavelet Sym ~ |3 b
Level 3 ~

I Statistics l l Compress l
I Histograrms l l De-noise l
Decomposition at level = |3 w

Criginal Image

a0 100 150 200 250 \“\ T Wiew mode : Sguare A
Full Size

Synthesized Image Image Selection

Operations on selected image

Full Size
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o] iti tlevel 3
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Algorytm Mallata

Dekompozycja obrazu polega na sekwencyjnym filtrowaniu gérno- i
dolnoprzepustowym osobno wzdtuz kolumn i wierszy

LL- filtr dolnoprzepustowy dla wierszy i kolumn

LH- dolnoprzepustowy dla wierszy, gérnoprzepustowy dla kolumn
HL- gérnoprzepustowy dla wierszy, dolnoprzepustowy dla kolumn
HH- filtr géornoprzepustowy dla wierszy i kolumn

LL, [ HL; I m I
obraz LL, HL, HL,

LH, | HH, m  m

LH, HH, LH, HH, 1H Hl




Transformacja Haara
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Algorytm Mallata (cd)

Analiza wierszy i kolumn przy uzyciu filtrow odbywa sie oddzielnie (najpierw dekomponowane

na aproksymaty i detale sg wiersze, na podstawie otrzymanych podobrazéw, dekomponowane
sg kolumny)

*Po dekompozycji obraz jest reprezentowany przez 4 macierze wspotczynnikow falkowych (kazda
sktadowa- % obrazu pierwotnego), posiadajgce dwukrotnie mniejszg rozdzielczosc¢ liniowa

eKazda kolejna dekompozycja wedtug tego schematu pozwala na wprowadzenie
wielopoziomowej rozdzielczosci

*\V dalszej czesci dekompozycja polega na sekwencyjnym filtrowaniu gérnoprzepustowym i
dolnoprzepustowym osobno wzdtuz kolumn i wierszy



Krok 1
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Krok 2

'l Kompresja zdjecia




Program

TSNS M

f=imread('Korn0S.png');
"o N L4 LI T L imshow(f); “"
e ¥ AT Nlengt(); (1N
- A . fori=1:N %wierszy 1] \
‘ ’ for m=1:N/2 ““‘"‘Q"“'.‘
L LY PT T LA L T
Y YT Y YT L LLLE a(m)=(Fi,2*m-1)+(,2*m))/sart(2); lmil. 1L
d(m)=(f(i,2*m-1)-f(i,2*m))/sart(2); THLL }

Y1111 L LA
T A LA )

end; LT ITLLY

f1=[f1;a d];
PARPAARARARNATS

Y

end;
figure;
imshow(f1);
f2=[];
for j=1:N %kolumny
for m=1:N/2
a(m)=(f1(2*m-1,j)+f1(2*m,j))/sqrt(2);
d(m)=(f1(2*m-1,j)-f1(2*m,j))/sqrt(2);
end;
f2=[f2;a d];
end;
f2=f2';
figure;

imshow(f2); —_— 5




Appraximation coaf. of laval 2
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Decampaosifion at kaval 2

Data (Size)

f (256:258)
Wavelst haar o
Lewvel z "
Anzhyze
Statistics Compress
Histograms Dre-noize
Decomposition at level : el
View mode | Square
1 3
Full Sze
2 4

Operations on selected image :

[ Visualze
Full Size
Reconstrect
Colormap pink e
Nb. Colors 4 | | 3 | 255

Brightness - +



2-D Wavelet Transform
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Przyktad




Oprogramowanie

Wavelet software
Matlab Wavelet Toolbox
Free software

UviWave http://www.tsc.uvigo.es/~wavelets/uvi_wave.html

Wavelab http://playfair.stanford.edu/~wavelab/
Rice Tools http://jazz.rice.edu/RWT/



