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Aproksymacja

Aproksymacja (tac. approximare — przybliza¢) — proces okres$lania rozwigzan przyblizonych na
podstawie rozwigzan znanych, ktdre sg bliskie rozwigzaniom doktadnym w scisle
sprecyzowanym sensie.

. —- —

(a) X (b) X (©) X

x | fx)
3.20 || 0.312500
a) Interpolacja 3.30 | 0.303030

b) Obliczenie pochodnej gig g%gi??;

c) Catkowanie 3.50 | 0.285714
3.60 | 0.277778
3.65 | 0.273973
3.70 | 0.270270




Aproksymacja punktowa

Aproksymacja punktowa — rodzaj aproksymacji pozwalajgcy przyblizy¢ zbior punktow
funkcja ciaggta

Y

DO
|
°

min > (y; - f (xi,a))2

i=1




Aproksymacja wielofunkcyjna

f (X’ a) — a1¢1(x) T a2¢2 (X) T L T a‘n¢n (X)

f(x,a)=a, +ax+ax*+L +a x"*

f(x,a)=ae™ +L +a_e™




Aproksymacja wielomianowa

(r;.y;), 2 =1.2,....,m <—— m-—ilos¢ pomiaréw

/

P,(r) = ag + ajr + H-Qifg + -+ a,x"(n < m)

T

El(ag,aq.....a,) = E (yi — ag — a1x; — f.cgifg N — aﬂ;r?')z

— =0, 7=0,1,....n



Aproksymacja wielomianowa (cd.)
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— = -2 E (U?, —ag —ayar; — - — {’!-n;f?'_')
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daq
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— = -2 E r;(y; —ag — ayr; — -+ — ayx;)
=1
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= -2 E T (y; —ag —ayr; — -+ —apx;)
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Aproksymacja wielomianowa (cd.)
ROZ]_—F{T![ZIE‘—I—(IQZI + . +anz iyi



Aproksymacja wielomianowa (cd.)

m i

s0ao + s1a1 + - -+ + span = bo E | E v
1 = £L; = 50

sjag + seay + - -+ + sp11a, = by

SpaQ + Sp+1a1 + -+ S2pln = bn

T
sk=» x, k=0,1,....2n
i=1

Tt

b = ‘ri“yi. E=0.1...., n

=1



Aproksymacja wielomianowa (cd.)

(.5'[} 51 e Sn \ /ff-[l\ (E}U\
a by

51 52 "t Sn4l 1

\3.’& -‘-_"n.—l—l e -‘32.-11 / \ﬂ'ln / \bn /

m
Sk = Z Li‘ E=0,1,...,2n
1=1

T
b = Z lrfy.‘-_;_. E=0.1..... n
1=1

m — ilos¢ pomiarow



Aproksymacja wielomianowa (cd.)

macierz Vandermonde'a

S0 S1 cee 8n agp bo
P,(r) =ag+ ajxr + (1.2;1“.2 + -+ a,z"(n < m) R | by
% v \5 \ 3 : 1]
J_ T 1 "El . s ;1'1 m Sn St n br
[ e e = L
: I ;{'% I.'S'i ) S — E .I'E IEL — J. ..... 2??
(IR S S -
— |1 =z T2 rh =1
V 3 3 3 -
; b = E ;{'fy.g_ E=0,1...., n
2 ) / i—1
\ l Lm £z m L m
FTyr,..
m — ilo$¢ pomiaréw ViVa=15b

S =VIiv

Jesli x; sq rézne, rozwiqzanie Sa — b  jest jednoznaczne



Aproksymacja wielomianowa
f(f,il?) — Il@l(t) + IQ@Q(t) T T In(.f)n(t)

f(tvw) = 11 + xot + Igfg WIS iI?ntn_l

Ax ~ b
aij = ¢;(ti) bi = Y

(t1,y1)s s (E5,95)

1ty 1] K

1ty t3| [x1 Y2

Ax = |1 t3 t5| ||~ |ys| =b
1ty t7| L3 Y4
1 ts 13 Y5 _

A - macierz Vandermonde'a



Metoda najmniejszych kwadratow

— — . r=b— Ax
Btad aproksymacji r b Az '

Norma wektorowa H?"H% = TTT / /

Zagadnienie minimalizacji

P2 =rlr=(b—Ax)! (b— Az)=blb—22' ATb+ 2! AT Az

Obliczenie pochodnej po zmiennej x QATA:I‘ . QATb — o0

Al Az = Alb

Warunek konieczny l'&i-llk(A) =N



U 1.0
t2
1 —1.0 1.0 ] 1.0 ]
1 =05 025 [a1] 0.5
Ax = |1 0.0 0.0 ro | =~ [ 0.0 =b.
1 0.5 025 |x3_ 0.5
1 1.0 1.0 | 2.0

xr=1[0.086 040 1.4]

p(t) = 0.086 + 0.4t + 1.4t \J/




t=[-1-0.500.5 1]’
y=[10.500.5 2]
cftool

CFTool w Matlabie

) Curve Fitting Tool

Eile Fit View Tools Desktop Window Help

T EEETE

=

ik

 untitled fit 1 x

Fit name: |untitled fit 1

X data t -
¥ data: y ~
Z data: (none) e

Weights: | (none) ~

Polynomial ~

Degree: 2 P

Robust: | Off ~

[] Center and scale

Auto fit
Fit

Stop

Results

Linear model Poly2:
flx) =p1™"2 + p2% +p3
Coefficients (with 95% confidence bounds):
pl= 1429 (0.329, 2.528)
p2= 0.4 (-0.2505, 1.05)
p3= 0.08571 {-0.5311, 0.8025)

Goodness of fit:
SSE: 0.1143
R-square: 10,9503
Adjusted R-square: 0.9006
RMSE: 0.239

T T

(74

untitled fit 1
yvs. t

Fit name = Data Fit type SSE

[ untitled f... [y vs. t poly2 [o.1143

R-square DFE Adj R-sq RMSE # Coeff Validation ...

0.9503 2 0.9006 0.2350 3

Validation ... Validation ...




Metoda réwnan normalnych

uktad nadokreslony Ax ~ b

A[m,n], m>n
x[n,1]

ukfad rGwnan normalnych ATA;E — ATb

ATA = LLT jako symetryczna dodatnio okreslona macierz
umozliwia zastosowanie rozktadu Choleskiego

Ly = ATb
. I



1 1
AlA=1-10 -05
1.0 025

50 0.0 2.5

0.0 2.5 0.0
2.5 0.0 2125
1 1
Alb=1-10 =05
1.0 025

Przyktad

1 1
0.0 0.5
0.0 0.25

1 1
0.0 0.5
0.0 0.25

1
1.0
1.0

1
1.0

1.0

T Ty

1.0
0.5
0.0
0.5
2.0

—1.0
—0.5
0.0
0.5
1.0

1.0
0.25
0.0
0.25
1.0

4.0 |

1.0

1325




5.0

0.0

Przyktad (cd.)

>> chol([502.5;02.50;2.502.125] )

2.5 s =
~ - 2.2361 0O 1.1180
0.0 2.5 0.0 = > es o
_2.5 0.0 2.125_ 0 0 0.9354
- 2.236 0 0 | [2.236 0 1.118 |
0 1581 0 0 1581 0 | =rLL!
1118 0 0935] [ 0 0 0.935
Ly=ATb L'z =y
1780 - 0.086
y = | 0.632 x = | 0.400
1.336 1.429 |




Przyktad (cd.)

>> [A*x b b-A*x ]

ans =

1.1150
0.2432
0.0860
0.6433
1.9150

p(t) = 0.086 + 0.4t + 1.4¢7

1.0000
0.5000

0.5000
2.0000

-0.1150

0.2568

-0.0860
-0.1433

0.0850




Przyktad 2

3 —6 —1
A=1|4 -8 |, b — - >> chol([25 -50;-50 101])
0 1 2
- ans =
25 —50 25 |
T A _ Ty _ 5 -10
.AA—{_SU mllandAb—{_%_ R
L L’

o ATA— | 5 0][5 —10
. Cholesky factorization: A* A = { 10 1 } l 0 1

o 0 <1 o 25 ) . . o o
.solve[_m 1}{32]—[_48]solut|0n|szl—o.z2—2

.solve[U 1}{$2:|—|:2].SD|U1IIDI’IISII?1—5,$2—2



Ax ~ b

QR faktoryzacja

If A'is m-by-n and the rank of A is equal to n, then A has a left inverse mm) m>=n

if A is m x n and left-invertible then it can be factored as
A=QR

e R is n X n and upper triangular with r;; > 0

e (Q is m x n and orthogonal (QTQ = 1I)

n

A d Q



QR faktoryzacja (cd.)

rewrite normal equations AT Az = ATb using QR factorization |4 = QR

ATAz = ATp
RTQTQRxz = RTQ™b
RTRx = R'Q™» (QTQ=1)
Rr = Qb (R nonsingular)

algorithm

1. QR factorization of A: A = QR (2mn? flops)
2. form d = Qb (2mn flops)

3. solve Rz = d by back substitution (n? flops)

cost for large m, n: 2mn? flops



Przyktad Aw=b

1. QR factorization: A = QR with

3/5 0
@[4/5 ] "

|
| — |
=
I
[
—
| I |

0 1

|

3. solve!5 _10}[3:1 ] [g]:solution IS 1 =D, Tg = 2

2. calculate d = QTb = [

W |

0 1 o



A=[3 -6;4 -8;0 1]
[a rl=qr(A)

-0.6000 0 0
-0.8000 0 -0
0 -1.0000
-5 10
-1
0
>> g*r
ans =
3.0000 -&.0000
4.0000 -8.0000
0 1.0000

.B000
.6000



Przyktad2

p(ﬂ = c1 + oot + {'..'3#2

_ c o - _ -
L1 1.0
A — 112, 4 B 1.5
— 1.3 9 Y= | 30
1014116 6.0 |
min ||Ac —y]||, c=[cq,cq,c3]T

ccR3



H(W — 4x4

2

[H]=[1]—[1’]T[r][v][v]jﬁ
vI=la,]+la 1] Przyktad?2 (cd.) ,
| LH |[x]=x]
:'1': 11 T 10 v=[1111]+2*%[1000]'=[3111)
g |rivr2 4 | Lo >>v=[3111]
A=l s g Y =1 3.0 >> y'*y
1,4 16 | 6.0 | 12
- >>hl=eye(4)-2/12*v*V'
Bl -0.5000 -0.5000 -0.5000 -0.5000
| -0.5000 0.8333 -0.1667 -0.1667
HY |~ | =aWe, -0.5000 -0.1667 0.8333 -0.1667
i -0.5000 -0.1667 -0.1667 0.8333
[ -2 -5 —15 ] [ —5.75 ]
(1) 4 0 |0] — 1.33 1. | —0.75
H2A=10 1| 367 2y =1 o
|0 |2| 1067 | 375 |




-2 -5 -15

Przyktad2 (cd.)

H®? —J1_ ﬂ(E)U(E}(u(EJ)T c R3*%3

0 0| — 1.33
0 1 3.67
0 2 10.67

0 0.45  0.89
H®? — 045  0.80 —0.40
0.80 —0.40  0.20

H(2) —3x3



H2 g1 4 =

Przyktad2 (cd.)

(1] 0 0 0

e _ |1 of 1 [0 o 0.45  0.89

o H@ |~ |0 045 080 —0.40

| 0 0.89 —0.40 0.20 |
[ 2 500 —15.00 ] —5.75 ] [ —5.75
0 224  11.18 ) . —0.75 3.69

(2) () _ 77(2) _

0 0 —1.93 HYHy=H 075 | = | =124
|0 0 —0.53 | 3.75 | | —0.22

H® =71 — p®u® (T ¢ p2*2

0 { L ] e,

HEB) — 2x2




Przyktad2 (cd.)

p3) =0.13

—0.96 —0.26
(3) —
i = [ —0.26  0.96 }

L 0] o 0
: 0 1 0 0
(3) —
H™ =170 —096 —0.26
00 —026 096



Przyktad2 (cd.)

S UE NN NN NN NN NN EEEEEEENEEEEEEEEEEEREEEE '

—9 —5.00 —15.00
R— AT WA — :: ?{24 Has
e 5
[ —5.75 | [ —5.75 |
. 3.69 3.69
3) 772 (Do _ F7(3) _
HEHWH Yy =H 124 | T 1.25
022 | | o011
9 500 —15.00 _5.75
R — 0 224  11.18 d = 3.69
0 0 2 1.25

1. QR factorization of A: A = QR (2mn? flops)
2. form d = Q"'b (2mn flops)

3. solve Rx = d by back substitution (n? flops)



Przyktad2 (cd.)

>>v=[3111] >> Hl=eye(4)-2/12*v*V'

V= H1 =
3 -0.5000 -0.5000 -0.5000 -0.5000
1 -0.5000 0.8333 -0.1667 -0.1667
1 -0.5000 -0.1667 0.8333 -0.1667
1 -0.5000 -0.1667 -0.1667 0.8333

>> H2=[10 0 0;0 0 0.45 0.89;0 0.45 0.8 -0.4;,0 | >>H3=[1000;0100;00-0.96-0.26;00-0.26

0.89-0.40.2 ] 0.96]
H2 = H3 =
100000 0 0 0O 10000 0 0 O

0 1.0000 0 0
0 0 -0.9600 -0.2600
0 0 -0.2600 0.9600

0 0 0.4500 0.8900
0O 0.4500 0.8000 -0.4000
0O 0.89500 -0.4000 0.2000



>> Qt=H3*H2*H1

Qt =

-0.5000 -0.5000 -0.5000

Przyktad2 (cd.)

-0.6700 -0.2233 0.2267 0.6667
0.4977 -0.4975 -0.4981 0.4979
-0.2207 0.6638 -0.6656 0.2224

>> Qt'*R

ans =

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

0.9992
1.9997
3.0077
3.9933

1.0048
4.0081
9.0379
15.9491

-0.5000

>R=[-2-5-15;02.2411.18;0 0 2;0 0 O]

R =

-2.0000 -5.0000 -15.0000

0 2.2400 11.1800

0
0

A=

0 2.0000

0

0

b =

= o




55

4.5

3.5

2.5

15

Przyktad2 (cd.)

Fec=d

¢ = [c1, ca, ca]

T = [1.875, —1.475,0.625]T




Rozktad wedtug wartosci osobliwych
(szczegolnych)

The Singular Value Decomposition

Kazdg macierz rzeczywistg A mozna przedstawi¢ w postaci rozktadu SVD:

Amn — UmmSmnVnT;L

UiV - macierze ortonormalne (sg one ortogonalne czyli U'=U’, V1=V’ oraz dtugos¢ kazdego
wektora w macierzy jest rowna 1

UTU = VTV =1
U - ortogonalna macierz wektorow wtasnych macierzy A*A’,

V - ortogonalna macierz wektorow wtasnych macierzy A’*A
S jest macierzg , elementy ktérej sg pierwiastkami z wartosci wiasnych macierzy

A’*A lub A*A’ posortowane malejgce .
n
- | Y- E
m




Algorytm

Algorytm znajdowania SVD macierzy A € R™" (lub macierzy zespolonej).

1) Znajdujemy warto$ci wlasne A, macierzy A'A albo AA" (w zaleznosci od tego, ktora
macierz ma nizszy stopien).

2) Okreslamy liczbe r niezerowych wartosci wiasnych macierzy A'A (lub AA™Y).

3) Znajdujemy ortonormalne wektory wtasne macierzy A'A (lub AA") odpowiadajace
znalezionym wartosciom wiasnym. Tworzymy macierz ortogonalng (unitarng) Ve R"",
ktorej kolejne kolumny tworza wektory wlasne macierzy A'A uporzadkowane w
malejacm porzadku odpowiadajacych im wartosci wiasnych.

4) Tworzymy pseudodiagonalng macierz X € R™" umieszczajac na diagonalnej pierwiastki

kwadratowe o, = /A, z wartosci whasnych macierzy A'A (lub AA") w porzadku

malejacym.
5) Znajdujemy pierwszych » wektoréw kolumnowych macierzy U e R™™ z réwnan
|
uj:a_ Av; dla j=12,...,r

;
6) Dodajemy do macierzy U pozostate m —r wektoréw wykorzystujac proces ortogonalizacji
Grama-Schmidta.

Modyfikacja algorytmu: A’ AVJ- = GV?VJ- AATUj = GU?UJ-



Przyktad

3

2,n

m




11
1

Przyktad (cd.)

AU = \v

LT

11

11z + 29 = A1y

1+ 11lxe = A2y

(11 = X)

1

I1
)

= A

1

(11— )

A=10, A =12




Przyktad (cd.)
A =12

=
T1 = I9 To=1| 21+ 112y = 25

A =10

(11—10)$1+$2:O 5171:1

r1 = —I2 Ty = —1




Przyktad (cd.)

=12] A=10]
. | , 1 1
Ortogonalizacja Grama-Schmidta wektoréw wtasnych
1 -1
Ul = —7Z— = — p— ,
] VPR V222
Ty = Uy — U - U * 10} =
1 1 1
1,—1 ,f 1, —1] % [—, —
1, —1] [\/§ \/Q] 1, —1] [\/5 \/Q]
1 1
1, —1] — 0% [—, =1,-1]-1[0,0] = [1, -1
1, —1] [\/5 \/5} 1, —1] —[0,0] =



Przyktad (cd.)

. Wo —1

Uy — ——=—
>> [U S V]=svd([311;-131])

\JQNI 1

] -0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071
S =
3.4641 0 0
0 3.1623 0
V =

=
]

NN b

SILS-

-0.4082 -0.8944 -0.1826
UA=SY’ -0.8165 0.4472 -0.3651
-0.4082 0.0000 0.9129
U'*A=
1.41421356237309  2.82842712474619  1.41421356237309
2.82842712474619  -1.41421356237309 0



Przyktad (cd.)

DO = DO

------ 3 =17 -

ATA= |13 iéi _

S — J -1 1-_ ]
_10 0 2__351_
2 4 2| a3

10$1 + 235'3 — )\il';'l

10$2 + 43_';'3 — )\il';'g

201 + 4x9 + 2203 = A1




Przyktad (cd.)

10— 0 )
0 (10—A) 4 |=0
y 4 (2=

(10 — \) (104_/\) (zf)\) +2 g (104_/\) _

(10 — M)[(10 — A\)(2 — ) — 16] + 2[0 — (20 — 2)\)] =
A\ — 10)(A — 12) = 0,

A=0,A=10,\ =12




Przyktad (cd.)

A =12
(10 — 12)x1 + 223 = —221 + 223 =0

r1 — 1,:1’33 =1
(10 — 12)x + 423 = —229 + 423 = 0
Lo — 233'3

$2:2




Przyktad (cd.)

1 2
Ortogonalizacja Grama-Schmidta wektoréw wtasnych 2 — 1
1 0
. " | 1 2 1 |
1 — =5 — ’ 9
o V6 V6 V6
Uy = Uy — Uy - U ¥ Uy = |2, —1,0]
. Wo 2 —1
Ug — = — ] 30
|ws [\/5 V5 |
S S [—2 —4 10]
— _ . — . a Xk —
3 3 1 3 1 2 3 2 3 3 3 ) 3
s 1 2




Przyktad (cd.)

S-S

>>[U S V]=svd([311;-131])
U =

-0.7071 -0.7071

-0.7071 0.7071

D&L&m

S =
3.4641 0 0
0 3.1623 0
V=
-0.4082 -0.8944 -0.1826

g-Segl-

Slvslisis
2lbal-al-

ol ok

- -0.8165 0.4472 -0.3651
-0.4082 0.0000 0.9129



Przyktad (cd.)

>> eig(A*A')

ans

10.0000
12.0000

V30

|
-Se

N[ST[Sen
S

V30

L V30

- 1
o O
(-
Dﬁ
ﬁ
— o
I ——
1

-IS7S
-[S-S

T
nn

Vv

Amn — Umm S mn

V30

S
NS
S

V30

. V30

1
o O

ERSE
SRR

I —




Przyktad (cd.)

3 1 1

-1 3 1
>> [U,S,V]=svd(A)
U=

-0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071
S =

3.4641 0 0

0 3.1623 0

V =

-0.4082 -0.8944 -0.1826
-0.8165 0.4472 -0.3651
-0.4082 0.0000 0.9129



Przyktad 2

>> eig(A*A')
4-11 ans =
A=11 4 0 )
b 3 1 -0.0000
17.4786
52.5214

_ 8520 4710 —.2987\ '

—.4948 —.8671 .05T
—. 1714 1618 9718

—.4256  .6968 —.5774 7.247
A= | -.3906 —.7170 —.5774 0 4.1807
—.8162 —.0202 .5774 0



Przyktad 3

[U,S,V] = svd(A)

A=
2 1 1
10 3 4
8 1 4
6 0 8
4 6 8
ans =
1.0000
V =

-0.7377 0.6643 0.1207
-0.2686 -0.4528 0.8502
-0.6194 -0.5947 -0.5125

-0.1224
-0.5523
-0.4480
-0.4860
-0.4931

T
Amn — Umm S mn V:n,n

0.0453 0.1408 0.2682 -0.9440
0.4683 0.4153 0.4686 0.2892
0.4001 -0.0570 -0.7825 -0.1536
-0.1245 -0.8211 0.2720 0.0119
-0.7766 0.3609 -0.1486 0.0383

>> U(1,1)A2+U(2,1)72+U(3,1)2+U(4,1)2+U(5,1)A2

19.3031 0 0

0 6.2039 0
0 0 4.1114
0 0 0
0 0 0



WH1tasciwosci SVD

UTAV = ¥ = diag(oy,...,0p)

with U and V orthogonal matrices

\ A
V; = O;U;
singular values*" g i

e
0'2 Au.;=or¢;'v¢;,

- ATA'I}‘; — O'EU.;

c; are eigenvalues of ATA




SVD za pomocg QR

>> A >> A'™*A >> A*A'
A= ans = ans = 0_9\6\3
>> [U,S,V] = svd(A)
3 25 0o 12 o
4 12 16 0.6 -0.8
0.8 0.6
m=2, n=1 Sigmal=5, Sigma2=0 S =
e 5 2 -2.060454e-815
AI fl'lf'j' — U?'L‘-"F‘ 0 7.94411e-016 ’ 41Eiiaeah
v=1 (warunek normalizacji) dla Sigmal=5 = 1 1.06581e-016
1 -1.86581e-816 1
A AL, _ 2 :
AA Uj = 0;u; e ; 7.94411e-016
9*ul11+12*u21=25*ull 06 o /958082018
12*u11+16*u21=25*%u21 e I
Musimy doda¢ warunek normalizacji | oy 3.664540-015  &.95808e-016
u11A2+u2172=1 ~UEY e
3 .i:': __._.E'a.' 8
Wiec mamy ul11=0.6, u21=0.8 4 ~0.35021e-

Dla Sigma2=0ul2 i u22 sg dowolne bo mnozymy na zerowg komponenty Sigma (chociaz pamietamy o normalizacji — dlaczego?)



SVD za pomoca QR (cd)

>> A
e >> [U,S,V] = svd(A)
U=
1
5 0.2673 -0.5345 -0.8018
3 0.5345 0.7745 -0.3382
0.8018 -0.3382 0.4927
S =
>> A'*A 3.7417
0 >> sqrt(14)
ans = 0 ans =
V = 3.7417
14 1
. . S1=sqrt(14)
A Avj = ojv; mmp y=1 $2=0
o AFA! $3=0
ans = 1*u11+2*u21+3*u31=14*ull

1 2 3 2*U11+4*U21+6*u31=14*u21
27 4 6 3*y11+6*u21+9*u31=14*y31 u31=0.8018

u21=0.5345
A A A=
3 6 9 ullf2+u2172+u31f2=1 ull= 0.2673

Pozostate kolumny w U moga by¢ dowolne bo mnozymy na s2=0 i s3=0 (ale znormalizowane — dla czego?)



Uogolniona macierz odwrotna

AX =b

A = (AT A)_l AT
A=USV"

A" =VX'U"

Dla obliczenia Z*obracamy elementy z X i transponujemy



Przyktad

> A=[12;3 4]
1 2
3 4
>> [U,S,V] = svd(A)
U=
-0.404553584833757 -0.914514295677305
-0.914514295677305 0.404553584833757

S =
5.46498570421904 0
0  0.365966190626258
\V =
-0.576048436766321  0.817415560470363
-0.817415560470363  -0.576048436766321
>> U*S*V!
1 2

3 4

>> AN-1
-2 1
1.5 -0.5
>> \/*¥SA-1*U!
-2 1

1.5 -0.500000000000001



SVD dla uktadow rownan Ax=b

SVD Solver

Solve AX=B using singular value decomposition
Dla nxn macierzy
Library

Math Functions / Matrices and Linear Algebra [ Linear System Solvers AX — b

dspsolvers

-1
Description X — A b

JI:‘t.-'1‘-.;>(=El(S"-uf[:lj
[U,S,V] = svd(A) Dla mxn macierzy
AX=Yy + +y1T
X, =A'b=VE'UD
UZV'x=y

il " u'b
Roy1po Vo= Z'—

%: 9{0/ O =1 oF




>A=[11;2 2]

Przyktad

1 1
2 2
1 lj|
>>AN-1 A lX = ¥ —
Inf Inf [ 2 2 yl 1
Inf Inf

SVD

1 1) _ 11 2
00" T 5-21]7
T + T2 _ 1 m+2p
0 51 —Zmtw

Krok 1: Obliczamy det{A4). Jezeli det(A) = 0, to A~! nie istnieje. Jezeli det(A) # 0. to
przechodzimy do nastepnego kroku.
Krok 2: Dla ¢, j = 1,2,...,n obliczamy det(A;;), czyli wyznaczniki macierzy powstajacych
z macierzy A przez wykredlenie i-tego wiersza i j-tej kolumny., Obliczamy te: dopelnienia
algebraiczne d;; elementu a;; macierzy A: d;; = (—1)77 . det(A;;).
Krok 3: Tworgyvimy macierz dopelnien 13 4)

Krok 4: Wypisujemy macierz odwrotng do macierzy A

> U"*y

dyp dyo
pay= | =

tp1  dpa
4-1 — )

det[A)

AX =Yy
UZV'x=y

o

Por 1o
o= 90l o,

g

>> U=[1-2;2 1]
1 -2
2 1
>> S=[1 0;0 0]
1 0
0O O

>>V=[11;1-1]'
1 1

1 -1
>> U*S*V'

1 1

2 2

dl|.l:|

i 2n

. dpp

DA,



Przyktad (cd) UEvens

>> [U,S,V] = svd(A)

U=
-0.447213595499958 -0.894427190999916
-0.894427190999916 0.447213595499958
S=
3.16227766016838 0
0 8.22677308023619e-17
V=
-0.707106781186547 -0.707106781186547
-0.707106781186547 0.707106781186547
>> U*S*V!
1 1
2 2

Y1 =1 2‘«?:'{;

2 X0 Z_l)%
Y2 = %= 96l o,

*
A =V2U
>> Ag=V*SA-1*U'
7.68777169207538e+15 -3.84388584603769e+15
-7.68777169207538e+15  3.84388584603769e+15
>> Ag*y
-5
5

>>yd=U"*y
-2.23606797749979
5.55111512312578e-16

>>S1=S7-1
S1=
0.316227766016838 0
0 1.21554343391624e+16
>> xd=S1*yd

-0.707106781186547
6.7476215388287



>>

Przyktad 2

>> [u s v]=svd(A)

u-=
0.3462 -0.7395 0.5774
0.4673 0.6695 0.5774
0.8135 -0.0699 -0.5774

S =
9.5103 0 0 0
0O 5.4363 0 0
0 0 0.0000 0

V =
0.1474 0.3695 -0.9169 0.0317
-0.1729 -0.8879 -0.3788 0.1958
0.8918 -0.2647 0.0241 -0.3662
0.3913 0.0717 0.1232 0.9092



Przyktad 2 (cd)

>>s(1,1)=1/s(1,1)
s(2,2)=1/s(2,2)

>>s]=¢s'
S:
sl=
0.1051 0 0 0
O 5.4363 0 0 0.1051 0 0
0 0O 0.0000 0 0O 0.1839 0
0 0 0.0000
0 0 0

S =

0.1051 0 0 0
0 0.1839 0 0
0 0 0.0000 0



Przyktad 2 (cd)

>> A >> x=v*sl1*u'*b
A= X=

-1 3 4 1 0.0842

2 4 3 2 -0.1313

1 -1 7 3 0.3300

0.1582

>> A*x

ans =

1.0000
2.0000
3.0000

>>



Wskaznik uwarunkowania macierzy

Wskaznik uwarunkowania macierzy A w rdwnaniu AX - b

jest charakterystyczng wtasnoscig macierzy informujgcg o tym jakie wzmochienie
bedzie miata zmiana normy macierzy A na norme rozwiqgzania X.

Wskaznik uwarunkowania macierzy definiuje sie bardziej precyzyjnie jako maksymalny stosunek
btedu wzglednego wektora rozwigzania x do btedu wzglednego b

Zatdzmy, ze e jest btedem b. Stad btad w rozwigzaniu Atb wynosi Ate. Stad stosunek
relatywnego btedu rozwigzania do relatywnego btedu w b wynosi:

A Te|[/][ A8
% f(X X->b, f(x)->Ax — |
X, £(X) ) lell/ 18]
o] (F ()= £ (X)) F(x)

W = = —
|5, ] [(x —X)/ X| 1
Maksymalna wartos¢

cond(A4) = [|A]| - A7

X, f (X) Notacja:




Dowod

4 1 )
max A eH Ibl . = max
< — <
0 _
e.bz0 e" ‘A ]_b ex0
_ J
( —l A
. Ae . I Ax I
= {— "
01 el 000 Xl
§ y,

— HA-1H I Al

Ale

- max, <

I el
\ J

bl

Ab




SVD a zle uwarunkowany problem

Problem matematyczny jest zle uwarunkowany, jesli niewielka zmiana na
wejsciu prowadzi do duzej zmiany na wyjsciu.

cond(A)? 1

A=UZV',
U'u=UuU’ =1,
VIV =WT =1,
At=VIU',
AV =UZ,

AU =VZIT,

lediag[i,...,ij
d d

cond(A) = |4 - [|A™Y

cond (A) =

Q|Q_
=Y

=~



Przyktad

>> A >> [U,S,V] = svd(A)
A= U=
1 0.99 -0.707106781186548 -0.707106781186547
0.99 1 -0.707106781186547 0.707106781186548
>>norm(A,2)=1.99 S =
>> norm(A~-1,2)=99.9999999999999 1.99 0
>> norm(A,2)*norm(A”-1,2)=199 0 0.00999999999999989
V =

-0.707106781186547 -0.707106781186548
-0.707106781186548 0.707106781186547

>>1.99/0.00999999999999989 =199.000000000002

>> eig(A)
0.00999999999999995
1.99



Przyktad (cd)

>> inv(A)*d
Aw=d 25.3769
-24.6231
o.=199 o.=001 1/0'1@05,1/0'2:100
1 T 1 T
vlzﬁ[l 1] vzzﬁ[l 1]
L5 . 05
uld_\/z,uzd NG
T T
u, d u,d |1 1
w=v, =—+Vv,—~%—=| (3/8+ 25
o, o, 1 -1
>>[11]'*3/8+[1 -1]'*25
25.3750
-24.6250

lwi,T gdy o,




>> A=[1 0.99;0.99 1]
1.0000 0.990
0.990 1.0000

>> [u s v]=svd(A)

u-=
-0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071
S =
1.9900 0
0 0.0100
V=

-0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071

Przyktad (cd)

A=UZV',
U'U=UU" =1,
VTV =wWT =1,
A=V U’

>> inv(A)*d
ans =

25.3769
-24.6231

>> v¥sh-1*y'
50.2513 -49.7487
-49.7487 50.2513

>> AN-1

50.2513 -49.7487
-49.7487 50.2513

1 0.99
A=
{0.99 1 }

; {0%5}



>> A=[10.999;0.999 1] P rZV kfa d (Cd )

1.0000 0.9990
0.9990 1.0000

>> [u s v]=svd(A) o renany
v¥sh-1*u

_ T
U = A=UZV", 500.2501 -499.7499
U'U=UU'=lI, -499.7499 500.2501
-0.7071 -0.7071 ™, _\nsT >> AN-1
_0.7071 0.7071 VIV =W =1, 500.2501 -499.7499
Alt=vxUT -499.7499 500.2501
S =
A { 1 0.99}
1.9990 0 =
0 0.0010 >> inv(A)*d 099 1
1
ans = 0.5
V=
250.3752
-0.7071 -0.7071 -249.6248

-0.7071 0.7071



Przyktad (cd)

c,=1999 o,=0.001

1/0,~0.51/ o, =1000

1, 7 1 .
V) \/5[ ] v \/5[ ]
1.5 0.5
u'd=-"=,u,d=—
1 \/E 2 \/E

T T 1 1
w:vlﬁntv2 U 0 =L}3/8+{ 1}250

O, o,




AW =
1
A:
0.99
1
d pr—
o,

Przyktad (cd)

>> inv(A)*d d=
25.3769 Lol
-24.6231 ELlll
>> inv(A)*d
20.4020
-19.5980
0,=199 o0,=0.01
]_/o'1 ~ 0.5,1/0‘2 =100
1 [1 _1]T

1 T
Vlzﬁ[l 1] VZZE

_16 g 04

2"

T 1 1
wd Y .d {}32/8{ }zo
o) 02 1

u, d




Minimalizacja btedu
min|Aw—d| = w=(ATA)" Ad

SVvD Prognozowanie z btedem

A=UzV' =w=VZU'd= Zpliv (u'd)

L y=(X+&) ' w=x"w+e'w
"l =l w2l £112 cos? 0
large II wll>=> sensitive to errors
What if rank(A) < P?
o, =0-nounique solution

N x P, rank P

Sl wliz= i(é}z (udy

i=1

small o; = largell wll,



Regularyzacja

Regularyzacja — wprowadzenie dodatkowej informacji do rozwigzywanego zagadnienia Zle
postawionego w celu polepszenia jakosci rozwigzania.

Uczymy na dwéch punktach, testujemy na pozostatych

Size = y-axis intercept + slope x Weight

...it minimizes...
the sum of the squared residuals
[ 5
Size —- :
1l " Size = y-axis intercept + slope x Weight
...it minimizes...
i i i [
! I ! ! the sum of the squared residuals
Weight +

Ax the slope?



Weight

e

Przyktad

Y=a+bx
Size = 0.4 + 1.3 x Weight

...and when we do
the math we get...

-+ =0+ 1.69|= 1.69
1x1.32

-

—

Weight

i

—_—

...the slope is 0.8...

0.32 + 0.15
+



Size -

=1.69

= 0.74

Thus, if we wanted to minimize
the sum of the squared residuals
plus the Ridge Regression
Penalty, we would choose the
Ridge Regression Line over the
Least Squares Line.

the sum of the squared residuals

+
Ax the slope?




T We just try a bunch of values for A
and use Cross Validation, typically
10-fold Cross Validation, to
determine which one results in the
/) lowest Variance.

Size -
the sum of the squared residuals

4 O +
A x the slope?

Weight

Walidacja krzyzowa to metoda ponownego probkowania, ktora wykorzystuje rézne czesci
danych do testowania i uczenia modelu w réznych iteracjach.



Regularyzacja za pomocga obcietego
svd (truncated SVD)

Regularyzacja — wprowadzenie dodatkowej informacji do rozwigzywanego zagadnienia Zle
postawionego w celu polepszenia jakosci rozwigzania.

R :
Zastap iiv_ (U.Td) na Zivi (uiT ): R<P
— o i1 O, i

unikajgc zbyt matych wartosci osobliwych.

Zastgp A=iaiuivf na A, =ZR:aiuiviT za pomocg rankingowej aproksymaciji
: 2

Zwieksz min ||AW— d ||2
W

Sprébuj wybraé R za pomocg intuicji lub cross-walidacji



>>V(:,1)*U(:,1)'*d/S(1,1)
ans =

0.376884422110553
0.376884422110553

Przyktad

T T l l
W=V1M—|—V2 U 0 =L}3/8+{ 1}25

O, O,

>>V/(:,2)*U(:,2)"*d/S(2,2)
ans =

25.0000000000003
-25.0000000000003



>> x=AN-1*(d+[0.1 0.3]')
X =

15.4773869346734
-14.5226130653266

>> V(;,1)*U(:,1)"*(d+[0.1 0.3]')/5(1,1) >>V(;,2)*U(:,2)"*(d+[0.1 0.3]')/5(2,2)

ans =
ans =
15.0000000000002

0.477386934673367 -15.0000000000002

0.477386934673367



Model analizy eksperymentu

v = 21 + T2+ ...+ TrifBr + i, dlai=1,..., N,

Y1 r11 o TK1 * £1
= : : T
| YN | iy o TN || Ok | | EN |
\—V—/ p ~ . ~ ) . ~ )
u X IE] e

Y(Nx1) jest wektorem obserwacji dla zmiennej zaleznej

X (Nx k) - macierza obserwacji dla zmiennych niezaleznych
Bk x1) - wektorem nieznahych ijarametréw.

E(Nx1) - wektorem zaburzen losowych

Przy takim zapisie, wektor kolumnowy y zawiera wszystkie obserwacje dla zmien-
nej zaleznej, zas$ kolejne kolumny macierzy obserwacji X zawieraja obserwacje dla
kolejnych zmiennych objasniajacych w modelu. Z reguty macierz X jest macierza
prostokatng o liczbie wierszy duzo wigkszej niz liczba kolumn, poniewaz, zazwycza]
liczba obserwacji jest duzo wigksza niz jest zmiennych objasniajacych w modelu.



Przyktady

wydatki, = (3; + 32 x dochdd; + ¢;

- 639.09 "1 890.6
66447 1 2300
y— | 46755 |, X — | 1 18145
© 639.09 ] 890.6 .
664.47 2300 4 1
26755 | — | 1 18145 { o ] |-
2 .
: - EN

bezrobocie; = (31 + Papkb, + sinflacja, + &

bezrobocie; = 19.663 — 0.411 x pkb, — 0.232 x inflacja,



Przyktad?
AX=Db+¢

Let A be defined via A = 'vl'vl‘]_r + 10_2'02'va with

v1 = [1/v2,1/V2]" vy = [-1/v2,1/V2]".

If z = [1,1]7, then clearly b = Ax = [1,1]7 and A~'b = [1,1]
However if we add one realization of € given by € = [0.026,0.075]"

then A~'b = [—1.400, 3.501]%".

Interpretacja jako eksperymentu



Interpretacja jako eksperymentu

X1 0.5050 0.4950
X20.49500.5050 I wi*x1+w2*x2=y [ 2

Y 1 1

Drugi pomiar

Y=1.006 1.075

» wl*x1+w2*x2=y »

0.4950 0.505

0.5050 0.4950 w1l

w2

]

0.5050 0.4950
0.4950 0.505

«W1
w2

1.026
1.075

¥

w1=-1.3995
w2=3.5005




Wptyw szumu

>>V1=[1/sqrt(2) 1/sqrt(2) ]' >> [u s v]=svd(A) >> be=[1 1]’+[0.026 0.075]'
V2=[-1/sqrt(2) 1/sqrt(2) ]’
A=V1*V1'+107-2*V2*V2' u= be =
V1=
0.7071 -0.7071 -0.7071 1.0260
0.7071 -0.7071 0.7071 1.0750
V2 = >> AN-1*be
-0.7071
0.7071 S= ans =
A=
0.5050 0.4950 1.0000 0 -1.3995
0.4950 0.5050 0 0.0100 3.5005
>> AN-1%[1 1]
ans = V=
1 -0.7071 -0.7071

1 -0.7071 0.7071



Rozktad obcietej wartosci osobliwe]

Truncated singular value decomposition (TSVD)

Duza wariancja wektora v2 (ktérego wartos¢ singularna 107-2)
> [V e]=eig(A)

V = Usuwamy ten wektor i zostawimy

-0.7071 0.7071 Ay = o107 ,U’{
0.7071 0.7071
ZLsfltered = Al b = o7 (0T b)vy = [1.0505,1.0505]7

e =

0.0100 0
0 1.0000



o1 = [1/VZ,1/VET vz = [-1/v2, 1/

T T
u, d u,d
1 +V2 2
O3 0,

W=V,

>> q=1/sqrt(2)
q =
0.7071
>>[q gq]*[1+0.026 1+0.075]"*[q q]'+100*[-q ] *[1+0.026 1+0.075]'*[-g q]'
-1.3995
3.5005
>>[q gq]*[1+0.026 1+0.075]"*[q q]'
1.0505
1.0505



Regularyzacja ,regresja grzbietu’
(ridge regression)

min Il Aw—d I +2 W]} = w=(ATA+ 1) A'd
w
Sterowanie normg

SVD ATA=VIVT Al =VAIVT

( (22 + A1)V ) VEUTd =v(22+/1|)‘1zqu ~VDUd
5

D=(2?+al)

1 0
{aﬂﬂ OMQ O} [af+/1 ° 0 }

D= 1 O = o
0 0 o 0 P
oL+ A op+A oF
’ ’ w=>) — v,(u,Td)
|_1 Gl +ﬂ/
0, >0,———>0/1
ol + I Aw—d I2

Zwiekszenie



v = [1/V2,1/V2]T, v = [-1/v2,1/V2]"

lambda=0.1;
s1/(s172+lambda)*[q q]*[1+0.026 1+0.075]'*[q q]'
s1/(s172+lambda)*[g q]*[1+0.026 1+0.075]'*[q q]'+s2/(s2”2+lambda)*[-g q]*[1+0.026 1+0.075]'*[-q q]'

lambda=0.0; lambda=0.1; lambda=0.01;

ans = ans = ans =
1.0505 0.9550 1.0401
1.0505 0.9550 1.0401

ans = ans = ans =
-1.3995 0.9526 1.0158

3.5005 0.9574 1.0644



A=[10.99;0.99 1]
>> AtA=A"*A
AtA =
1.9801
1.98

> [U,S,V] = svd(AtA)

>> L=0;D=(S+[L 0;0 L])*-1*sgrt(S);Vv*D*U'*d

ans =

1.98
1.9801

25.3768844221173
-24.6231155778961

-0.707106781186548
0.707106781186547

0

0 9.99999999999464e-05

U=
-0.707106781186548
-0.707106781186547
S =
3.9601
V =

-0.707106781186547
-0.707106781186547

-0.707106781186547
0.707106781186547



Aproksymacja ciggta

Pn(x) = agpo(r) + ardy(x) + -+ + andp(x)

b
El(ag.ay,....a,) = / flz) — (agpo(x) + - - - apdn(x))

=0, 2=0.1.....n.




Aproksymacja wielomianowa

Przykfad ciagtej funkcji f () na odcinku la, b]

P,(x) =ag+ a1x + asr?® + -+ apa"
b
E:/Um—&qu
(1

OE

E:)(Li

0. 2=0.1.....n




Aproksymacja wielomianowa (cd.)

/ f(x (ag + a1x + as 224 ('I.ni'ﬂ_)]g dr.
OF
—— —‘2./ [f(x) —ag — ayx — agar? — - -+ — apa™| da
{'}ﬂ-[} a
- b
OF .
1 — —2/ r[f(x) —ag —arx — agr® — - — anr’| dx
{'}ﬂ-l a '

E ’
f = _2f J'ﬂ[f(i')—ﬂg—alu{'—(i-gi'?— c— apx’|dr
day, a




Aproksymacja wielomianowa (cd.)

OF b b b ) b b
— =0= ag / 1dr 4+ ay / xdr + a9 / r*dr + .-+ a.n/ " dr = / f(x)dx
day a a a a a

OF b b . b 5 b b
=0= ag / ' dxr + aq / o dr + as / o Cdr + -+ ay, / T dr = / x' f(x)dr,
ik a

da; a a a

1=1.2.3.....n.

b b b b b
1= 0: ag / ldz + aq / xdr + as / w2 de 4+ +ay, / " dr = / f(x)dx
a a a 1 a
b b b b b
=1 ag / rdr + aq / 2 dr + as / dr+ - +a, / 2" dr = / x f(x)dr
a a a a (a3

b b b b b
i=mn: agp f " dr + aq / " dr & ag / "2 dr 4+ toay, / 2" dr = / " f(x)dr
(1] [} a a 1]




Aproksymacja wielomianowa (cd.)

b
s;, 1=20,1,2,3,....2n, and b; = / ' flx)dr, 1=0,1,..., n.
a

apsSo + a1s51 + ags2 + -+ - + aApSpy = b[]

aps1 + a189 + assg + -+ -+ apSpa1 = by

AQSp + A1Sp4+1 T A2Sp4+2 + =+ + ApS2y = by,

S{I — E}



Przyktad

f(z)=¢"on [—1,1]

f(x) = e’
_.'1 ) 9 _ Py(x)=a,
E="(e"~a,) dx— min - TF00-P00Tox

OE
——=-2J"(e" —a, )dx
oa,

a, ' ddx = [* e*dx

a,-2=¢—e"
1 -1
d, = ° ¢ >> (exp(1)-exp(-1))/2
2 Py(x)= 1.1752

P,(0.5)=1.1752 abs(1.1752-exp(0.5))/exp(0.5)
= 0.2872



Przyktad (cd)

f(x)=¢€" on [—1,1]

n=1, Pi(r)=ap+ arx

de = 2

S A

TR, T2 \e) T
371 I

2dr = | — _ L _ :E
3, 3 \3) 73

E :j:[ f (x) = P, (x)]dx



Przyktad (cd.)

51 S9 0 3

1 1
— / eldr = e — — = 2.3504
-1 €
1 ‘
2 e
— / efrdr = — = (.7358
1 €

agp = 1.1752, ay = 1.1037

Pi(x)=1.1752 4+ 1.1037x

3 f=] - ra Lo £ wm =} =~ =3
=
T T T T T T T




Przyktad (cd.)

P;(0.5) = 1.7270, V0 = 1.6487

e — P1(0.5)]  [1.6487 — 1.7270)

r _ — 0.0475.
05 1.6487] "



Przyktad (cd)
S

n — 2; Pg(:{:) — g + ai.r —+ a.g;{_'g |

sop=2. s1 =0, s9=

1 ¢
! 5

by = / r2e%dr = e — = = 0.8789
—1 €



Przyktad (cd.)

ag 2.3504

- rd D R el %
a1 - 0- fg'—]'?—% ap = 1.1752, ay; = 1.1037

= Wl
olesy O Wb

3

9 0.8789 / Pi(x) = 1.1752 + 1.10372

agp = 0.9963, ay = 1.1037, a9 = 0.5368

Py () = 0.9963 + 1.1037x + 0.536822

P5(0.5) = 1.6824
V2 — 1.6487

|P2(0.5)—€%5|  |1.6824—1.6487| ;
|e0-5] — [1.6487] = 0.0204



Przyktad (cd)

P2=(];
P1=[];
PO=[]; of
E=([]; 51

for x=-2:0.1:2
P2=[P2;x 0.9963+1.1037*x+0.5369*x/2];

P1=[P1;x 1.1752+1.1037*x]; | /
1 ‘ _

PO=[PO;x 1.1752]; >

E=[E;x exp(x)]; 1F “ﬂ,,,o&““”’y

end;

plot(E(:,1),E(:,2),'-r'); L

hold oy 1 -ol.s -oJ.e -ol.4 -ol.2 (IJ of2 o.|4 016 ofs 1
plot(PO(:,1),P0(:,2),'-b");

plot(P1(:,1),P1(:,2),"-g'); P,(0.5)=1.1752

plot(P2(:,1),P2(:,2),y'); P (0.5) = 1.7270, V% = 1.6487

ApproximationExponentPolinom.m P»(0.5) = 1.6824



Przyktad 2

f(z) = 2?2 + 5z + 6 [[:L 1]

Pi(x) =ag+ arx

1 -
_ r 5
1 bU:/ (;'rr2+.3ir+6)(iir:—+;+6
50 = / dr =1 0 3 2
0 H3
1 1 —
6
51 = / rdr = — 1 1
0 _ (2 LB LG — w3 r2 o\ o
by = r(r®+5r+6)dr = | (z° +5x° + 6x)dax
! 9 1 0 0
Sg = rodr = 3 1 5 6 59
0 ' —— 4=
4 3 2 12



Przyktad 2 (cd.)

1\ (a0 53 ag = 5.8333
1 RN
3/ \U 1 a; =6

Pi(r) =5.8333 + 62| [lx) = 2> +50+6

£(0.5) =875 Py(0.5) = 8.833

8.833—8.75
e = 0.0095




Przyktad 2 (cd.)

2

Po(x) = ap + a1z + agw

1 1

1 2 3

N R

5= 2 3 1

1 1 1

3 4 5
53 ; 50
_'-T 1:_:»
0 12

1 1
/ (2% + 50+ 6)dr = / (z* + 527 + 622) da =
0 0 -

ap =06, a1 =5, ar =1

PQ(I) =6+ Hxr + 12 f(jf:)




Aproksymacja wielomianowa na

W przypadku, gdy a=0,b=1

odcinku [0,1]

b -
/ r'dr = s;,
a

l -
: 1
S; = f r'dr = ——|
0 1+ 1

1 =0.1..... 2n

Macierz Hilberta

plot(eig(H))
/1 1 1
2 n
1 1 _1
2 3 n+1
1 _1 1
mn n+1 2n

cond(S) =0(10")

H = hilb( 10 )

Aproksymacja wielomianowa (cd.)

macierz Vandermonde'a

Hinv = invhilb(10)




Aproksymacja wielofunkcyjna

p(A) =[|A[-[]A7]

Macierz Hilberta n=>5 {'011(1(8) _ 0(105)

Po(x) = agpo(r) + aro1(x) + -+ - + andp(r)

Funkcje ortogonalne {0, D1, ... On}

b 0 ifi# ]
/ 'li-‘(i‘-){f}j (x)di(x)dr = 7
@ (-?j ifi =7

C>0.Gdy (- =1.7=0.1.....7n funkcje sa ortonormalne
7 J



Aproksymacja wielofunkcyjna(cd)

Pn(x) = agpo(r) + ardy(x) + -+ + andp(x)

b
E(ag.aq..... a,) = / [f(x) — (agpo(x) + - - - andp(x))]? da

OF

— =0, 2=0,1.....n.

Ja;
o b , I .
a— = —2 'U'D )[f ) - (1.[](_.3')0(1‘-) — a1 ('I") -t aﬂ-(f:‘)ﬂ-(lr)] dx

{10 @ ’."----‘

b b
/ bo()f (x) d = / (a060(x) + - - + anbn())0 () d

b b
/ C}D( x)dr = Cj / (j}{](;rr)@,i(m) dr =0, 71#0




Aproksymacija wielofunkcyjna(cd.)
b
/ oo(x) f(x)dr = Coag.

a
b
1 b / @%(i‘-) dr = C-b
1 . . - L
Co a

Y _2/ (*‘}1 (Li")if(if-') —apgo(x) —ard1(z) — -+ — andp(z)| dx
a

b ortogonalnosé
/ 3 (x) dr = Cy
a

b
/ Oo1(x)di(x)der =0, 2#1




Aproksymacja wielofunkcyjna(cd.)

(Lk——f Ok (: Ndr, k=0,1,...,n.
1
b
CL = / r‘)z(i) dx.
a

1 b
aj = o / w(x)f(x)op(x)de, k=0,1,...,n

Z wagami



Wielomiany Legendre’a

1 d" n
b = o (xz—l) (n=0,1,...)

Witasnosci
Adrien-Marie Legendre (ur. 18

wrzesnia 1752, Paryz, zm. 10
stycznia 1833 tamze) —

Zaleznosc¢ rekurencyjna

2n+1 n )
@ . (X) = Y x¢n(x)—n—+1¢n_l(x) (n=12,..) francuski matematyk.
legendre(n,x)
ortogonalnosé z waga w(x)=1 na odcinku [-1,1]
L2 2 Symbol Kroneckera _.
j—1¢” (X)dX - 2 5”” 0 ifij N 7
n+1 E{j:{l ifi-—j? AL AN y
' XN Ve
n+1 ‘ne¥ L >
a zatem ukfad 2¢n e

Wielomiany Legendre’a ¢,(x)

jest uktadem ortonormalnym w przedziale [-1,1].
: ymwe -1.1] dla n=0,...,5



Wielomiany Legendre’a (cd)

I:)n (X) = a‘O¢O (X) + a1¢1(x) + L + an¢n (X)

a,b] = [—1, 1]

w(xr) =1
Fl
& (z) =1 . 1 d 2 1 L E=0.1,....n
¢ (z) =2 ¢ﬁ_2ﬁ !d 4] X = 3
g, (z) = 1(32 — 1) n: ax P
i : Cr = o7 (x)dx
(z) = (5% — 32) k 7k

¢3 2 —1
4, (z) = (352" — 302% + 3)

. 1
¢, (z) = 5(632° — 702° + 152) B N ()
4 (z) = L (231a° — 3152* + 1052 — 5) G f(@)dn(z)dz
¢, (z) = 5= (4292" — 6932° + 3152° — 35z)
¢, (z) = 55 (64352° — 120122° + 69302 — 12602° + 35)
¢, (z) = 535 (121552° — 2574027 + 18018z° — 4620z° + 315z)




P rzy kfa d o — %fb on(e)[(x)de, k=01, n.

I:)n (X) — a'O¢O (X) + a1¢1(X) + L + an¢n (X)

b
Cy = / rﬁ%(r)d;x‘.

b () = 1 flz) =e"




Przyktad /

f(z)=¢€" //

pl(.r) = agp + aixr Pl (;r_) = ﬂ_D(r?;)D(I) —+ ﬂ-l(f;’l (;’I:)

oo(x) =1, o¢1(z)==x



Przyktad (cd.)

Lot L1 1 1
ag = o /_1 oo(x)etdr = 5 /_1 eldr = 5 (r - {—)

1 1
ay = / f(x)o1(x)de
&

—1

3/1$ 3
= — e’rdr = —.
2 —1 (=

1 17 3
_ﬂmmzﬁ%@~l+—nﬁszm

05 _ 1 ¢, |1.7270—1.6487| _ ==




Przyktad (cd.)

Po(x) = agoolx) + a1 o1(x) + as oa(x)

1 1 X| 3 -
ap =5 | €— e ] = . Juz obliczone!
1 >> C2=int((1/2*(3*x"2-1))*2,-1,1)=2/5
(ly — f 52(1) dr
9 = (;)Q(Jf) ax
—1

4, (z) = (32 — 1)

1/2*(3*x12-1)

1 I - >> a2=int((1/2*(3*x"2-1))*exp(x),-1,1)/C2
az = N e" ¢2(x) dr (5*exp(1))/2 - (35*exp(-1))/2
2 J-1 >> eval(a2)

0.357814350647373



Przyktad (cd.)

%ApproxLegendreOS.m
a0=1/2*(exp(1)-exp(-1));
al=3*exp(-1);
a2=0.357814350647373;
Out=[];

for x=-1:0.1:1
p2l=a0+al*x+a2*1/2*(3*x"2-1);
p2P=0.9963+1.1037*x+0.5369*x"2;
Out=[Out;x p2L p2P exp(x)];

end;

plot(Out(:,1),0ut(:,2),'b.-');

hold on;
plot(Out(:,1),0ut(:,3),'g*-");
plot(Out(:,1),0ut(:,4),'r-');

Err=p2E-p2P : /




Wielomiany Czebyszewa
r) = cosnarccosz|, mn >0 |11

(
TO ( .’L‘) 1 \ 4

cos(@ + B)=cos@cos B - sinasinf3




Thi1(x) =2cosnbcost —T,_1(x)
= 22T (z) — Th—1(x).

To(z) =1, Ti(zx) ==

Thii(x)=22T,(x) —Th_1(x), n>1.

To(x) =1

T(x)=2x

Ts(x) = 22Ty () — To(z) = 22* — 1,

Ts(x) = 22Ty (z) — Ty (z) = 22(22°% — 1) — 2 = 42> — 3z



Ortogonalnosc¢ wielomianow

Czebyszewa
. e,
/ -w(i‘f)(f)j (i‘.)(j}.{;_(i‘-) ('17-.,{' — {“ lf E % j
a CTJ if i = J
1
w(x) = — —1.1].

1 e 0 k#7j
[Tk[m)Tj{fﬂ] = :{: Ekij=[}




Dowod

T,(x) = cos[narccosxz], n >0

1 1
(T, Ty = Ty (z) - Tj(zx) i o /‘ cos(k - arccos(z)) - cos(7 - arccos(z)) i > diff(acos(x))
4 v1-#f _1 V1-a? -1/(1 - x7A2)A(1/2)
Zastosujmy podstawienie ¢ = arccos(z) . Mamy wowczas % — 1 oraz ¢ = cos(t) . Stosujac we wczesniejszym wzorze:
v1—x?
0 T
cos(k-t)-cos(qj-t
(T, T;) = — (k1) A 1 — cos®(t)dt = [ cos(k-t) - cos(j-t)dt
! 1 e
4 — cos?(t) :
Korzystajac ze wzoru trygonometrycznego cos(a) - cos(8) = %[cas{& — B) + cos(a + 8)] dostajemy
r 1 1 1 r .
(Th, Tj) = f > [cos((k — j)t) + cos((k + j)t)|dt = 9 f dt + 2 fcus[[k + 7)t)dt
0 0 0
Zatozmy w tym momencie, ze k # j i rozpatrzmy obie catki osobno.
T ] (k—j)m :
f cos((k — 7)t)dt = P f cos(t)dt = rj[sin{t)]g’“‘ﬂ“ =0
0 0
Analogicznie:
- (k+j}w
gy L L ke
cos((k+ j)t)dt P cos(t)dt m[sm{t] H 0
0 0
Zatem:

{Tk: TJ} =0



Dowadd (cd)

Widac, ze zatozenie, iz k # 7 jest istotne, poniewaz w przeciwnym wypadku otrzymalibySmy 0 w mianowniku.
Powyzsze rowanania dowodza, ze wielomiany Czebyszewa s wzajemnie prostopadie.

Teraz rozwazmy przypadek, kiedy j =k 5 0

™

(Th, Th) = f lcos((k — K)t) + cos((k + k)t)|dt = ; [ (1 + cos(2kt)]dt =

0
1k
+ — t)dt =
,kfos
0

W przypadku k = j = 0 dostajemy (Tg, Ty} = w co konczy dowod.

M|=]

. %+ f cos(2kt)dt —
0



Przyktady wielomiandw Czebyszewa

To(z) =1

Ti(z) ==

Ty(z) = 22* — 1

Ts(z) = dz® — 3z

Ty(z) = 8z* — 82 +1

Ts(z) = 162" — 202 + 5z

Ts(z) = 3225 — 482* + 182" — 1

T (z) = 642" — 112z° + 562° — Tz

Ty () = 1282% — 2562° + 160z* — 322 + 1
Ty(z) = 2562" — 57627 + 4322° — 12023 + 9.



Aproksymacja wielomianami

Czebyszewa
Pn (X)b: a0¢0 (X) + a1¢1(x) + L + a'n¢n (X)
ap = % wlz)flz)du(z)dz, k£=0,1,..., n

a, bl =[—1,1],

1V1—x
1 -TQ -

(“’L/ () do = — k=1,.... n
1 V1 — a2 2



Aproksymacja wielomianami
Czebyszewa (cd)

P, (x) = aolo(x) + a T (x) + -+ a1y ()

2 /l fle)li(x)dx | .
a = — |e=1.---.n
T )1 V1—a2?

a[]l/l f(ili)d-;z:
T J_1 V1 —a?




Przyktad
flz) = e Z
Pi(x) = appo(x) + a10i(x) = aglp(x) + a1 Ty (x) = ag + a;x,

1 L e da
T J_1vV1—a?

~ 1.2660

ag

° / T e~ 11303
a1 = — T~ 1.1oU.
B 1 V1 =22
P (x) = 1.2660 + 1.1303a
P1(0.5) = 1.8312;
0.5

05 1 £ac . C|1.6487—1.8312] A 11ne
e’ = 1.6487 Relative error: TS — (.1106.




x=-1:0.01:1;
f=exp(x);
plot(x,f);
a0=1.2660;
al=1.1303;
yC=a0+x.*al;
hold on
plot(x,yC,'r");
b0=1/2*(exp(1)-1/exp(1));
b1=3/exp(1);
yL=b0+b1.*x;
plot(x,yL,'g');

257

1.57T

0.5 P

-0.8

-0.6

-0.4

0.2

0.2

0.4

0.6

0.8




Aproksymacja szeregiem Fouriera

Szereg Fouriera — szereg pozwalajacy roztozy¢ funkcje okresowa,
spetniajgcg warunki Dirichleta, na sume funkcji trygonometrycznych.

Niech dana bedzie funkcja okresowa f

o Jean-Baptiste
o okresie T Rt ‘

Joseph Fourier,

(ur. 21 marca 1768 w Auxerre,
zm. 16 maja 1830 r. w Paryzu)
— francuski matematyk i fizyk.

3i

bezwzglednie caikowalna w przedziale [i,l}
22

Trygonometrycznym szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy

2N 2N
f(x)_ +Z a cos(?x)+b sm(?xj

n=1

o wspotfczynnikach okreslonych nastepujgcymi

I
2
. Gy, = 2 ff{m}uus(znﬂ;r)dm, n=101,2,...
wzorami: TJ T
r
2 3 2nm
ban ff{;r}::lu(?z)dzj n=1,23
8
2




Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet

Warunki Dirichleta

___/ 1/’-' %2

N ™~
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
Data i miejsce urodzenia 13 lutego 1805
Diren

Data i miejsce $mierci 5 maja 1859
Getynga
Zawod, zajecie matematyk

Przypus¢my, ze f : R — IR jest funkcja okresowa o okresie T'. Jedli f spelnia nastepujace trzy warunki (zwane warunkami Dirichleta):

1. funkcja f jest bezwzglednie catkowalna, tzn.:
T

i | f(z)| dz < oo,

2
2_funkcja f w przedziale jednego okresu ma skonczong liczbe maksimow lokalnych i miniméw lokalnych,

3. funkcja f w przedziale jednego okresu posiada skonczong liczbe punktow nieciagtosci pierwszego rodzaju,

to] f ma reprezentacje w postaci szeregu Fouriera.




Cechy rozktadu Fouriera

VAN A=) = fx)

=2 0 1 2z

sygnal trojkatny

o Jezeli f(t) jestl funkcja parzysta|na przedziale [—T', T, to|b, = 0|dla kazdego
n=1,2,...1w szeregu Fouriera tej funkcji nie wystepuja sinusy.

o Jezeli f(t) jest|funkcja nieparzysta|na przedziale [—T, T, to|a, = 0|dla kazdego

n =0,1,2,... 1 w szeregu Fouriera tej funkcji nie wystepuja cosinusy i wyraz po-
czatkowy. _
2 j 2nm
15 _ a, = — [ f(z) EGE(—I) de, n=20,1,2,
— T — (w=4) ) 7
0.: ?I
-05 2 . 2nm _
} an L b, = T ff(m}sm(?z)dmj n=123,...
I

sygnal o przebiegu prostokatnym

Jezeli funkcja f(x) jest rozniczkowalna w punkcie x,, to jej szereg Fouriera jest zbiezny do
wartosci funkcji w tym punkcie. Innymi stowy: w punktach rézniczkowalnosci funkcje da sie
rozwing¢ w szereg Fouriera.



Przyktad 1

Sygnal o przebiegu prostokatnym, okresowy o okresie 27"

1 dla 0<t<T .
f)={ =1 dla -T<t<0
0 dla t=-T,0,T.

sygnal o przebiegu prostokatnym

e Funkcja ta spetnia warunki Dirichleta.

e Na przedziale [T, T jest to|funkcja nieparzysta
Zatem a, = 0 dla kazdego n =0, I, ...

Obliczamy by

g [0 ()= fan ()= () ()

2(1 — cos(mr)) 21— (=1)") [ A dla n=2k-1
N B 0 dla n =2k

k=12 ...

n yn

e Zatem sygnal prostokatny rozwija sie w nastepujacy szereg Fouriera:

f(t) = 2 i L= (D" g (ﬂﬂ) Z sin ((2:& ;Um)

T 1 n :



Przyktad 1 (cd)

1.5
1 —_— e—
0.5
0
-0.5
-1
13 -1 0 1 2 3
sygnal o przebiegu prostokatnym
1.5
1 "”T -
0.5
0
-0.5
- e
- —— 0 1 2 3

suma czesciowa szeregu Fouriera tego sygnalu
ilosc skladnikow N=10

15
1 ' | : ) \
05
0
-05
=4
e -1 0 1 2 3

suma czesciowa szeregu Fouriera tego sygnalu
ilosc skladnikow N=1, 2, 3

15
1} —d -

0.5

0

-0.5

-1

-15
-2 = 0 1 2 3

suma czesciowa szeregu Fouriera tego sygnalu
ilosc skladnikow N=100



Przyktad 2

Sygnal trojkatny, okresowy o okresie 27"

t dla 0<t<T
f@){—fdm ~T<t<0.

e Funkcja ta spelnia warunki Dirichleta.

e Na przedziale [T, T jest to|funkcja parzysta.
Zatem b, = 0 dla kazdego n =T,2, ...

Obliczamy a,,:

17 2
_ L fmz—fm:T
% T/ﬂ) T
=T 0
T

T
1 t 2 it 2 /T nmt
an = / f(t) cos (%) dt = fftcc-s (ﬂ; )dt =7 (E) (tsin (n; )
T 0
T
_ 2 (E) o (nﬂt) C2r((-n"—-1) | -4 dla n=2k-1
S nm\nw)  \T N n2m?2 B 0 dla n=2k
e Zatem sygnal trojkatny rozwija sie w nastepujacy szereg Fouriera:

Tml—— " i 4TDG 2k — 1)mt
=5+ 2w Cmmr) 22%4 (Lﬁg_)

T T ;
— /Sin (E) dt) =
) T
0

k=1,2,...




Przyktad 2 (cd)

15

0.5

-0.5

=] -2 -1 0 1 2
sygnal trojkatny

1.5

0.5

-0.5

-3 -2 -1 1] 1 2
suma czesciowa szeregu Fourlera tego sygnalu
llose skladnikow N=3

3

0.5t

B R S— o 1 2 )

suma czesciowa szerequ Fouriera tego sygnalu
llosc skladnikow N=1

15

0.5}

-0.5

-3 -2 =1 ] 1 2 k]

suma czesclowa szeregu Fouriera tego sygnalu
llose skladnikow N=10




Przyktad 3

Sygnatl o przebiegu pitowym, okresowy o okresie 27"

t dla —-T<t<T
f(t){ 0 da t=-T.T.

e Funkcja ta spelnia warunki Dirichleta.

e Na przedziale [T, T] jest to|funkcja nieparzysta.
Zatem a, = 0 dla kazdego n =0,1,....

Obliczamy b,,:

T T T
1 . (nmt 2 . (nmt 2 T nmt
b, = 7 [ f(t)sin <—T )dt = ?/tsm( T )dt =7 (E) (—tcos (—T )
T 0

T
2 T 7t
2 (_{_1}@ P L ()

ni nw

e Zatem sygnal pitowy rozwija sie w nastepujacy szereg Fouriera:

sy = 205 EUT g (221

— n T



Przyktad 3 (cd)

15

-3 -2 -1 0 1 2 3
sygnal o przebiegu pilowym

15

—

0.5

-1.5

-3 =2 -1 0 1 2 3
suma czesciowa szeregu Fouriera tego sygnalu
ilosc skladnikow N=10

15

=15
=3 -2 =1 0 1 2 3

suma cZesciowa szeregu Fouriera tego sygnalu
ilosc skladnikow N=1, 3

15

=

0.5

=15
=3 =2 =1 0 1 2 3

suma czesciowa szeregu Fouriera tego sygnalu
ilosc skladnikow N=100



Period 2rx
I:)n (X) — aO¢O (X) T a1¢1(x) + L T an¢n (X)
f(x)=%+n§;(an cos(z_rr]—ﬂxj+bnsin(2_r;—ﬂxjj
Dla dowolnej funkcji f (x) z periodem 27

f(x)=a,+ ) (a,coskx+b, sinkx)
k=1




Aproksymacja szeregiem Fouriera (cd)

M=2 M=4 ; M=8

R RER T T T T T T T RN

L | | | I H‘ Nl | | L | W L i nnn
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Aproksymacja szeregiem Fouriera (cd)
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Nauka\MNII\programOS\wavelet\fourier0S2.m



Aproksymacja szeregiem Fouriera (cd)




Aproksymacja Fouriera
Jx+27) = f(x)
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W
Aproksymujemy przez funkcje f(X) ~ gN (X) — Za;:q);' (X)
i=0

1,cos( x),sm( x),cos( 2x),sm( 2x),..., cos( nx ), s »nx)

1

()~ g,(x) :an +§:{ak COS(kx) + b, sin(kx)}



f(z) ms(znﬂ

f(z) $i11(2$$

T :-t.')dsﬁ, n=0,1,2,...

)dm., n=1!213‘,-..



Aproksymacja Fouriera (cd.)

Sprawdzanie ortogonalnosci funkcji na przedziale 2n

0
jcms( jx)ycos( kx)dx = <27
g E

T ECI
| sin( jx ) sin{ kx )b = -
" T

Tcms( jx ysin( kx )dx = 0

i

J#
k



Aproksymacja Fouriera (cd.)
lg, (x)- f(x)H2 — min
00 () = 33 + 3. {8, c0s(k0)+ b sin(o)}
2o {000 1], =0

1 N 2
aai {Eaﬁ; a cos(kx) + Db, sm(kx)} f(x)} dx} 0



Aproksymacja Fouriera (cd.)

a, = i j f (x)cos(kx)dx, k=0,1,...,N

b, = %j f(x)sin(kx)dx, k=12,...,N

N

g, (X) = %ao + > {a, cos(kx) +b, sin(kx)}

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/31013-simple-real-fourier-
series-approximation/content/Fseries.m



Fseries.m
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Przyktad

f(JC) — |x‘, — T < x<orr >>syms x k

>> int(sin(k*x)*x,x,-pi,pi)
ans =

(2*(sin(pi*k) -
pi*k*cos(pi*k)))/k"2

>> int(cos(k*x)*x,x,-pi,pi)
ans =

0

1 4 |cos( x) cos( 3x) «cos( 5x)
5T 7 * T + ..
g(x) 5 { . T =

n<4

I{JD—I‘I\IJC:JJ;
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Przyktad 2

f(x)=x", 0<x<2rm

gy(x)= + ZN: {—cos( kx ) — 4%51]:1( kx)}




Aproksymacja Fouriera punktowa

m—1

a. + {a: cos( fox) + b sin( k:x)}+ %a; cos( fx)

, 1
g, (x)=—
2 o

N=2m



Czestotliwosc¢ Nyquista

Czestotliwosc Nyquista — maksymalna czestotliwos¢
sktadowych widmowych sygnatu poddawanego
procesowi probkowania, ktore mogg zostac
odtworzone z ciggu probek bez znieksztatcen.
Sktadowe widmowe o czestotliwosciach wyzszych od
czestotliwosci Nyquista ulegajg podczas prébkowania

Harry Nyquist,

. : . 1889-1976
natozeniu na sktadowe o innych czestotliwosciach L
. . R L szwedzki inzynier
(zjawisko aliasingu), co powoduje, ze nie mozna ich elektryk

juz poprawnie odtworzyc. .
naukowiec i wynalazca.

Przy prébkowaniu réwnomiernym z odstepem probkowania T, warunkiem odtworzenia
sygnatu jest, aby maksymalna czestotliwosc¢ sygnatu nie przekraczata potowy
czestotliwosci prébkowania



Oscillating Sine Wave
A

«— T=1f——»

T= period
f = frequency
A = amplitude
time, t
>

\ /

| \|/
\

0 90 180 270 360 degrees
/2 T 3n/2 2= radians

o



Rekonstrukcja sygnatu

t ()

l E
S(t) = Ecos "o l
N E—— ”

S N I

S2F To2F 2 S0.S(T).82T).. ANV

/W

S(t)=Y.S(nT)-,(t)

sin(2x-Fy(t=nT) _ | 4
®,(t)= 2 F(1—nT) =sinc(2x-F,, (t—nT)) P OIRT o oA A

https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist%E2%80%93Shannon_sampling_theorem



NyquistOS.m
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Rozktad Fouriera

2Hz + 10 Hz + 20Hz o @ T
Stationary g g ool

_30 Cl_I 2 q_lf-‘l- CIII_B CI_IS 1 ‘IICI' ‘II5 20
ime Frequency (Hz)

f(t)=sin(2t)+sin(10t)+sin(20t)



Aproksymacja Fouriera punktowa (cd.)

kolokacja g;(xf) — f(xf)

f(x)=Ix| => f(x) - blue ; g(x) - red; X, - ‘+



Aproksymacia Fouriera punktowa (cd.)

o0

f(x)=x> =>f(x) - blue ; g(x) - red; x; - '+
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Aproksymacja Fouriera punktowa (cd.)

f(x)=x* =>f(x) - blue ; g(x) - red; x; - '+
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Efekt Gibbsa

Efekt Gibbsa — charakterystyczny sposdb, w jaki zachowuje sie aproksymacja funkgc;ji f
szeregiem Fouriera w punktach nieciggtosci x tej funkgiji.

f(x)=x* =>f(x) - blue ; g(x) - red; x, - ‘+
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Rozktad Fouriera a widmo sygnatu

> t
a ﬂ-_ T
E : cnean T ’ 1 T

N n=—og 711 _ i _‘lln'_dt
¢ QT/jU

Symbol e oznacza liczbe zespolong cos z + isin x

ag Apn — Ebn Ay + ?’bﬂ,
= oraz c_, =

dlan>1

t - czas
f(t) - sygnat okresowy
(¢n) - widmo sygnatu f

nmt nmt
CoS (—)} sin (T) to funkcje okresowe o okresie 2 ? Maja v = 55 okresow

T

w odcinku [0, 1], czyli czestotliwosé v Hz (v okreséw na bekundQ).




Catka Fouriera

T >0, 00—>0
T/2

G(o,) = [sexp(-ioHdt  mm) G(w)-= j s(t) exp(—iot)dt

-T/2

s(t) = - ZG(m)eXp(loo t)5e EEE) s(t)_—j G(w) exp(iot)dw

n——oo

¢ ) #Hw)

AN A

A =+ H— = (J




Prosta i odwrotnha transformata
Fouriera

G(w) = D[s(t)]= Ts(t) exp(—iwt)dt

—Q0

Twierdzenie Parsevala —suma (lub catka)
kwadratu funkcji rdwna sie sumie (lub catce)

) 1 +00 )
s(t) = 0 7G(w)]|= P IG(w) exp(iot)do | ywadratu jej transformaty (1799)

[Istf dt = 2_171; [16(0) do,

Gestos¢ widmowg energii

S(0) = |G(w)

sssssss



Porownywanie

Fourier

periodic functions

cos( nx ), sin{ nx )

g, (x)=

5 l\Jl'—‘

|
—_

{:coqu)+b:quxﬁ

D4

—

a, cos(kx)

_|_
l\JIHTF'

iZN: J(x,)cos(kx )

2

2 N
— > f(x;)sin( kx )

J=1

b’ =
¢ N

collocation points

domain

basis functions

interpofating
function

coefficients

Chebyshev

7.
X, = COs —1

limited area [-1,1]

I (x)=cos( ne),

X = CoS @

* 1 * =z *
g (x)= ECOTG + Z c. 1, (x)
k=1

. 2 &
¢, ==—> flcos ¢ ,)cos( ke))
N =



Dodatkowe



Regularyzacja

r, =Vo,YUTD

b, = d1ag(¢5 )0, ..., 0) € RV

s JLi=1,.0k
‘o 0, e=k+1,..,r



Regularyzacja (cd)

x, =Vo,NTUTD

1
xr, = arg min,, {§||A:B — b||2 + %|:13|2}
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Example: i”-ccnd.'l-.‘onecl A Wy 3

_\\ 049 3. ( s % x
.6' - > = " (xome‘\nj %* Wzol
0.9 " .
i 6= 1191 &, = Dol \3 -
L Vs, 2 0.5 , ‘%, = 100

Cosduz) Wiz g L0 ] Yar gL -7

TA -ﬁ' ,uzcl- :f

\ v, W= V‘ lﬁ.‘*v‘\f{_ { 3/8+ |
e bt

LS Soli:.max "W“L * as 6, & (/"9/)




>> A=[10.99;0.99 1]
A =
1
0.99
>> [U,S,V] = svd(A)
U=

-0.707106781186548
-0.707106781186547

1.99

0 0.00999999999999989

-0.707106781186547
-0.707106781186548

0.99

-0.707106781186547
0.707106781186548

0

-0.707106781186548
0.707106781186547



R{gulanzecl LS via “Frumncated SVYD 4
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Reju’q(;zeJ LS via ridge regression P
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A=UbDvT,

. | l
A I: VD Ifrr. 3] l:djﬁg(__ ).

vlu=vu' =1, viv=vvi =1, a""'h

I
Cond(A) := =

cly
AV =UE,
AR = vEH,

U =T and VHV = 1.




