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Wektory i wartosci wtasne

Wektory i wartosci wtasne — wielkosci opisujgce endomorfizm danej
przestrzeni liniowej;

wektor wtasny przeksztatcenia mozna rozumiec jako wektor, ktérego
kierunek nie ulega zmianie po przeksztatceniu go endomorfizmem,;

wartos¢ wiasna odpowiadajgca temu wektorowi to skala
podobienstwa tych wektorow.

Najczesciej przeksztatcenie liniowe wyraza sie jako macierz,
ktora dziata na wektory

Wektory wtasne odpowiadajgce roznym wartosciom wtasnym sg liniowo niezalezne.



Definicje
Jesli dla danej liczby A 1 wektora x # 0 spetniona jest rownos¢:

AX = AX,

to A nazywa si¢ wartoscig wlasng macierzy A, a X - wektorem wlasnym
odpowiadajagcym wartosci A.

A=(1 —l) A=(_2 0)

-2 0




Definicje
Rownanie Ax=AXx mozna takze zapisa¢ w postaci:

(A - AD)x =0

Uklad ten ma rozwiazanie x # 0 tylko pod warunkiem, ze:
det(A - AI) = 0.

Rownanie:
det(A-AI)=0

nazywane jest rownaniem charakterystycznym macierzy A.



Mozliwe rozwigzywania

a, X, + aypx, = b,

dr1X) + Ay Xy = bz

7

(a) Unique solution. (b) No solution.

d

(c) Infinite number of solutions.
(d) Trivial solution.
x1ﬁ




Uktad 2 rzedu

(@ — A)x; +appx; =0

aynx, +(ap — Ax; =0

. (@ —4) .
Xy = X1 = myxy
| aio

ar
— x
(022 — 4) |

Xy = — My Xy




Uktad 2 rzedu (cd.)

det(A -AI)=0

A — 1 =0



Dowod

Uktad ten ma rozwigzanie x # 0 tylko pod warunkiem, zZe:
det(A - AI) = 0.

o det(@) 0 o |
Cx=0 = 5=-305=G U=l

Xj X IC|=0,j=1,..,n
Skoro dx; # 0,
wiec det(C)=|C| =0



Dowad (cd.)

Niech A jest wartoscig wtasng macierzy A Ax —_— /"Lx

(A—ADx =0
det(C) = det (A — AI)=0



Przyktad zastosowania

Kq/4 K4/4

Ex===d —> Ky(x2-X4)
K K | K K Kixg +— my o
] A o —> Kalxg-xq)
m, _\@Df‘ m, _\m/_ il S Sassaaaaa o
Ky/4 Kq/4

T ———

my (¢ KsXs

—(K; + K, + K3)x) + Kyxy + K3xy = myx,
Kyxy — (K + Ky)xy + Kyx3 = myx,

K3x1 -+ K4X2 — (K3 -+ K4 -+ KS)X3 — m3i3




Przxﬁk’rad (cd.)

LT

—(K; + K; + K3)x) + Kyxy + Kjx3 = myX,
K2x1 -_ (K2 + K4)X2 + K4X3 — mziz
Kyx) + Kyx; — (K3 + Ky + Ks)x3 = ms3xs

Scopet

|
i)
i

Integratort

= = =N ) I
o L L
— il it

Model Properties: EigValSprezyna

Main  Callbacks I History 1 Description \

Model callbacks Model initialization function:
PreLoadFcn K1=20;
PostLoadFcn K2=20;

K3=20;
StartFen K4=20;
~PauseFcn K5=20;
ContinueFcn mil=2;
StopFcn m2=2;
PreSaveFcn m3=2;
PostSaveFcn
~CloseFcn

OK Cancel Help

Apply




Przyktad (cd.)
x(?) = X sin(wt)

dx ' d‘?x . 2 .
& =X= wX cos(wt) 7 X sin(wt)

—(Ky + K; + K)X, + KX, + K3 Xy = —m o0’ X,
KX, — (K + K)X, + KXy = —myo’ X,
Ky X, + KXy — (K3 + Ky + Ks)Xy = —my0°X,



Przyktad (cd.)

(K + K, + K3) — myod)X; — KX, — KX =0
—K2X1 + (K2 e K4 m— mza)z)Xz w— K4X3 = 0
—K:.X; — KX, + (K + Ky + K5 — mya0®)X; =0

M= M/Ms I-{zK/Kref

2
My

[1'(1 + K, + Ky —im, ( )]Xl ~K,X, — KX, =0

ref

2
M et w

Kref

—K,X; + [1'(2 + K, —m, ( )]X2 ~K X =0

y 7 T r 7 ~ mrefwz
—K3X1—K4X2+ K3+K4 +K5—m3 K ; X3:0
re




Przyktad (cd.)

2
- Myep

;{_K

ref

(Ki + Ky + Ky — )X, — Ko X — K3 X3 =0
—f<2Xl + (kz + ]-<4 - ﬁ?zl)Xz - k4X3 — 0
—I-<3X1 — ]-<4X2 + (I_<3 +]-<4 +k5 — ﬁT3A)X3 p— O



Przyktad (cd.)

K, =40N/cm, K, = K3 = K, = 20N/cm, K5 = 90N/cm,

My =my =my =2Kg K. =10N/om my = 2kg
(8 — A)X, — 2X, — 2X; = 0
—2X + (4 - )X, - 2%, =0
02X, —2X, + (13 — )X, = 0

(A—M)X:O Ax = Ax




Przyktad (cd.)

8 —2 =2
A=|-2 4 =2
-2 =2 13
y/—/g
(A—ADx =0

Ax =).x (8—).)X1—2X2—2X3=0
DX 4 =) — 2% =0




Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Kazda macierz kwadratowa nad ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych jest
pierwiastkiem swojego wielomianu
charakterystycznego.

William Rowan

pa(t) = det(A - Al)
Hamilton (ur. 4 sierpnia

Arthur Cayley (ur. 16 sierpnia 1805 w Dublinie, zm. 2
1821 w Richmond (hrab. pa(4A) =0

Surrey), zm. 26 stycznia 1895
w Cambridge) — angielski

wrzesnia 1865) —
matematyk, astronom i
fizyk irlandzki.

matematyk[1] i prawnik.

Rownanie charakterystyczne det(A - 7\,]) — 0

. —1 . —2 . L —
ANM+c, A" +c A"+ + ¢, = 0.




Przyktad (cd.)

8-1) =2 -,
(A —ADx = -2 (4 — 4) —2 X =1
-2 -2 (13-4)

@ —A)[(4—-AA3 =4) =4 = (=2) [(=2)(13 = 1) — 4] +
+(=2)[4+24-4)]=0

A — 2522 +1764 - 300 = 0

4 = 13.870585, 8.620434, 2.508981




>> A=[8 -2 -2;-24 -2;-2 -2 13];
>> AN3-25*%AN2+176*A-300*eye(3)

ans =

o O O
o O O
o O O

A =252 +1764 - 300 =0




Przyktad (cd.)

MK
fi =2nw, =2n ref —
Myes
2K
fo =2nw, =2z |2LL =
Miret
43K,
fi =2nw, =27, |2 =

Mot

1
\/(13 .870585)(10) p—
\/(8 620434)(10) _ a0
\/(2 .508981)(10) _ e




Przyktad (cd.)

Obliczymy wektory wtasne (amplitudy)

(8—/A~)X1—2X2—2X3 =0

Ai=1,2,3)

(8 —AX, —2X, —2X; =0
—2X, - 2X+(13-1)X; =0

(10— 1)
- 15

_8-4)

X3 5

ilx

%€




Przyktad (cd.)

A, = 13.870586:

X, = [1.000000 0.491779 —3.427072]
i, = 8.620434:

X, = [1.000000 —0.526465 0.216247]
J3 = 2.508981:

X, = [1.000000 2.145797 0.599712]

X1 *X2'=0, X1*X3’=0, X2*X3’=0



Zadanie

Znalez¢ wartosci wiasne i odpowiadajace im wektory wtasne macierzy A:

A=




Rozwigza
1 4
_ 1-5
A {2 3} 11=5—{ 5
A=AI|=0 —4 47 x]
) 4‘_ {2 —2}[){_
2 3-4 —4x+4y=0
(1-4)3-4)-8=0 2x—2y=0
2— — =
A’ —44-5=0 1 /11:_1_{
(A-5)(A+1)=0 1
A =51 =—1 2 4| x _
2 41y
Odpowiada 2x+4y=0
wartosci wtasnej 5 2x+4y=0

Sprawdzic:

AX = AX

il

nie

4

m (A — ADx = 0

1—-1
2

b

2

N

Odpowiada
wartosci wiasnej -1



Zadanie

Znalez¢ wartosci wiasne i odpowiadajace im wektory wtasne macierzy A za
pomocg rownania charakterystycznego:

o-f; 3

Sprawdzic¢ twierdzenie Cayleya-Hamiltona



Obliczenia w Matlabie

[V L]=eig([1 3;2 2])
L =

-1. 0.

0. 4.

V =

-0.8320503 -0.7071068
0.5547002 -0.7071068



hold on;
for x1=-10:0.1:10
for x2=-10:0.1:10

5, B U R W,

Y=[1 -4 ;2 -3]*[x1 x2]’; R
% Y=-5.*[x1 x2]';
if (x1A24x212)<=1 8r
plot(Y(1),Y(2),"*b"); 6T
end;
end; 4
end;
plot(-10,-10,"."); 2
plot(-10,10,".");
plot(10,-10,""); ok
plot(10,10,"");
_2 o
4 |
hold on; ST
for x1=-10:0.1:10
for x2=-10:0.1:10 BT
if (x1A2+4x2/2)<=1
plot(x1,x2,".r'); 10 :
end; -10 -8
end;
end;

plot(-10,-10,".");
plot(-10,10,".");
plot(10,-10,"");
plot(10,10,".");



Metoda potegowa

Metoda potegowa stuzy do wyznaczenia maksymalnej co do modutu wartosci wtasnej i
odpowiadajgcego jej wektora wtasnego.

Ponumerujmy wartosci wtasne od najwiekszej do najmniejsze;j:

Al > A > o> A
Wektory wtasne odpowiadajgce roznym wartosciom wiasnym sg liniowo niezalezne.

Kazdy inny wektor X moze byc przedstawiony jednoznacznie jako kombinacja liniowa

wektoréw wiasnych X, X,,..., X_

n
x=CX, +C,X, +..4+C X, = > CX,
i=1

gdzie ¢, — state skalarne # 0.



Wartos¢ wtasna dominujgca

4_1 0
0 —1 Ar=1 A= —1
2 0 0]

4 =10 2 0 A, =2.0,=2 A,=1
0 0 1

_4:{2 _12_} M+30+2=QA+ DA +2)

A =-1 A, =2




Metoda potegowa (cd.)
AX,— — l‘:xi

Dla dowolnego wektora X=Cx+OCx+ -+ Cx, = écixi
n n (])
Ax = ) CAX; =) CAx; =Yy
i=| =]
Ax,- = AX;

A2x=Ay(”=ZCiAx —'ZC;lzX _y(2)

...............................................



Metoda potegowa (cd.)
k
Afx = 2F ZC( ) x, =y
i=1 l

edli |4l > |4 i=2,3,...,n

o (L/2) >0 k= oo

Wigc Afx = FCix, = y®

Jesli H-ll < | to proces jest zbiezny inaczej rozbiezny



Metoda potegowa (cd.)
Skalowanie Akx — lljlcclxl — y(k)

y=ly; ...y,

X1 — 1.0| Wiec (k) AkCI
(k+1) k+1
AN

Niech komponent

34
(k+1) _ 2k+1 Skad — =/
y =4 C k k l
! 1 l J’g ) A1C
(k+1)
Jesli y(k) — to y(1k+l) — j.] yl A
W
Jesi y(lk-l_ ) =1 y(lk+2) = A
Ax - x y - x]




2 -12

1 -5
>> eig(A)
ans =

-1

-2

>>190/(-94)
ans =

-2.0213

|

Przyktad

2 —12
1 =5

|

Wektor wtasny [3 1]’

>> A*[3 1]
ans =

-6
-2

>> -2*%[3 1]
ans =

-6
-2

— ‘43:{_} =

— ‘43:[ =

— ‘43:2 =

:qui =

T .
fferafion

2 —12]
_1 _5_
2 —12]
_1 _5_
2 —12]
_1 _5_
2 —12]
11 =5
2 —12]
_1 _5_
2 —12]
I =5

X, = Ax,

x, = Ax, = A(Ax,) = A°x,
x; = Ax, = A(Ax,) = A’x,

x, = Ax,_, = A(4* " 'x,) = A,

(1] [—10

1] | —4

—10]  [28]
=4 |10
2871, [—64]
10] | —22)
(—64 136
| —22 46

(136]° [—280]
| 46] | —94]

N

N

2801  [568]
- —94|  |190

i

Approximation
[2.50]
[1.00 ]

2.80]
[1.00 |

2,917
[1.00 |
2.96]
[1.00 |
2.98]
[1.00 |

2.99)
1.00 |

—4

10

—22

46

—94

190

Wektor wtasny [3 1]






Zbieznos¢ metody potegowe]

10g
- 0.65 0.35 }\'1 =1, ;{‘2 - 013
0.35 0.65 05/
Q.5
LOZ
., _[085 0.1
1015 0.85 AM=1, 2,=07 5

Zbieznos¢ metody zalezy od;—‘.

: k
u ¢ ﬂ ¢ ﬂr
x=Cx, +CX, 4 +Cx, =Y Cx, [x], =lul, + [u], +...+ " ul,



Zadanie

Znalez¢ dominujgcg wartos¢ wtasng i odpowiadajgcy jej wektor wiasny
macierzy A:

A=




Metoda odwrotna potegowa

AX = AX

k
Metoda potegowa Akx — j,lk ZCI (%j X. = y(k)
=1

Algorytm iteracyjny AX(k) — y(k+1)

AX = AX
ATAX = IX=Xx = AA X

Ale(ijx:i X

2/ INVerse




Metoda na podstawie LU faktoryzacji

Ay k) y(k+1)

AA XM = x00 = x) = Ay
Ay = x©

LU=A

inicjalizacja

x ()

" (0) ,
LX =X wame y0) Ly = x®
Uy(l) — X (ks1) ,
/ — Uy =X
y® = 20y

iteracje

inverse y(k+1) _ i(kﬂ) X(k+1)

INVErS




Przyktad

>> eig([8 -2 -2;-24-2;-2 -2 13])

ans = g -2 =2
2.5090 A= =2 4 -2
18?;.68270046 _ -2 -2 13 -

xOT —11.0 1.0 1.0]

T 0 0 8 -2 =2
L=|-1/4 1 0 U=|0 7/2 -=5/2
—-1/4 =5/7 1 00 757




Przyktad (cd.)

:;;:i x Lx = x©.

Y = dpeex®™
! 0 o0 [x7] [10°
—-1/4 1 0} |x|[=]10
—1/4 =5/7 1] | x| [10_

x; = 1.0
x, =1.0-—-(—1/4)(1.0) =5/4
x; = 1.0 —(—1/4)(1.0) — (=5/7)(5/4) = 15/7



Przyktad (cd.)

Lx = x(k)

Uy Uy(l) —x
Y = Aeex®™)
8 2 =2 [ [1o°
0 7/2 =572 ||y |=| 5/4
00 T5T] 40| L15/7_

W =11.0 — (=2.0)(0.5) — (=2)(0.2)]/8 = 0.30
W = 574 — (—=5/2)(0.2)]/(7/2) = 0.50
W = (15/7)/(75/7) = 0.20



Przyktad (cd.)

Uy®+) — _ O 30 _
k .
yoH) = 84D e

yD =1 0.50
- 0.20

skalowaniey® | A — 0.300000

mverse

(1) _ 5+1)

(k+1)
y ‘Inverse

X

" 1.000000 1 0.3/0.3=1.00000
x) = | 1.666667 | 05/03-1.666667
0.666667 | 0.2/0.3=0.666667




Przyktad (cd.)

Ly = x® >>1/0.398568
Uy =¥’ Wektor wtasny an; ;090
y(k+1) _ Ai(gxzex(}m) l :
k A’inverse X1 X9 X3
0 1.000000 1.000000 1.000000
I 0.300000 1.000000 1.666667 0.666667
2 0.353333 1.0006000 1.981132 0.603774
3 0.382264 1.000000 2.094439 0.597565
4 0.393346 1.000000 2.130396 0.598460
12 (0.398568 1.000000 2.145796 (0.599712
13 (0.398568 1.000000 2.145797 0.599712




Przyktad (cd.)

Lx’ = x®
Uy*+) =y’ o R 2 _9 -
kD = JOHD LGkt
A= -2 4 =2
=2 =2 13
1
Ay = ! — 2.508981

Ao 0.398568

x3 = [1.000000 2.145797 0.599712]
eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13)])
2.5090

8.6204
13.8706



Metoda przesunietych iteracji

Niech s jest skalarem. | SIX = SX

CAX = AX
AX —SIX = AX —sX
(A-sl)x=(1-s)x
Aitied X = Aipifted X
Agites = (A—5I)

Aspied = A =S

S




)“Largest

i

AlgOrytm A=[1000;0200:;004 0,000 8]

Przyktad 124 8

S = ’?'Largest

)

Aghified

Dla macierzy A metodg prostg potegowa —_
& 'lLargest — 8:
s =&
-7-6-40
AshiftedzA_SI
l Metoda prosta potegowa ﬂ . 7
shifted, Largest — —

;{shiﬂed

i

j‘Smal]-z':s.t — Ashiﬂed,Largast +8 =

A = Aghified T S —7+8=1




Przyktad

>>A=[1000;0200;0040;,000 8] >> As=A-8*eye(4)
A= As =
1 0 O O -7 0 0 O
O 2 0 O O 6 0 O
O 0 4 O O 0 4 O
O 0 O 8 O 0 O O
>> eig(A) det(A-lambda*1)=0 >> eig(As)
ans = ans =
1 -7
2 -6
4 -4
8



>> A=[1000:;0200:;0040:000 8] >> As=RA-B*eye(4)

A= As =
1 1] ] ] -7 1]
1] 2 1] 1] 0 -6
1] 1] 4 0 1] 1]
1] 1] 1] 8 1] 1]

ASmallest = Ashifted Largest 1 8
—74+8=1

(=1 =T = R =)



g —2 —2
A=|-2 4 -2
2 -2 13 _

Ashiﬂed —

—2

i —2

[ —5.870584
—2.000000

| —2.000000

Przyktad

" (8 — 13.870584)

§ = Aargest = 13.870584

eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13])

2.5090
8.6204
13.8706

-2

(4 — 13.870584)

—2.000000
—9.870584
—2.000000

—2
—2.000000 |
—2.000000

—0.870584 |

2
-2
(13 — 13.870584) |




Ashiﬂedx(m —

~ —9.870584 |

Przyktad (cd.)

xOT =11.0 1.0

—5.870584 —2.000000
—2.000000 —9.870584
—2.000000 —2.000000

—13.870584 | =y
~4.870584

1.0]

—2.000000 -
—2.000000

—0.870584

1.0
1.0

1.0




Przyktad (cd.)

k Ashifted X Xy X3
0 1.000000 1.000000 1.000000
1 —13.870584 (0.711620 1.000000 0.351145
2 —11.996114 0.573512 1.000000 0.310846
3 —11.639269 0.514510 1.000000 0.293629
4 —11.486864 0.488187 1.000000 0.285948
19 —11.361604 0.466027 1.000000 0.279482
20 —11.361604 0.466027 1.000000 0.279482




Przyktad (cd.)

eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13])

égggg ishiﬁed,l_.argest = —11.361604

13.8706

A = Ashified,Largest + 13.870584 =

—11.361604 + 13.870586 = 2.508930

Wektor wtasny

20 | —11.361604‘ 0.466027 1.000000 0.279482 i



Obliczenie pozostatych wartosci
wtasnych

Przyktad : 124 8 iLﬂfgﬁSt — 8 iSma]]est —_ l

AGuess =3 s =25, Listard 3-13

Metoda odwrotna /lshiﬂﬂd = -—l

A=’1shiﬂed{5— l+5:4



Algorytm

AGuess

§ = j'G!.v::s;s.

Ashifted

—1
hifted

A

shifted, inverse

Zshiﬁed — 1/ A'shiﬁed,inverse

Alnter — /lshiﬁcd T 5




>>A=[1000;0200;0040;000 8] PrZkaad

A =

o OO K
O ONO
O@O o
0o O O O

min =1, max=8

>> Asg=A-s*eye(4)

Asg =
-4 0 O
0O -3 0
0O 0 -1
O 0 O
>> eig(Asg)
ans =

0
0
0
3

Najblizsza do s=5 wartos¢ wtasna

»» Asl=As"-1

Asl =

lambda

max|.| ="

-1+s=-1+5=4

1



Przyktad?

8 -2 =2
’IGuess = 10.0
A —_ -_2 4 _2 eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13])
2.5090
-2 =2 13 8.6204
: 13.8706
" (8 — 10.0) -2 -2
Agnifed = (A — AGuess]) = —2 (4 —10.0) —2
L 2 (13— 10.0)_

20 —-2.0 -2.0
= -2.0 —-6.0 -2.0
-20 -20 3.0




Przyktad2 (cd.)

1.0 0.0 0.0 20 —20 —2.07
L=|10 1.0 0.0 U=]| 00 —40 0.0

' 1.0 0.0 1.0 00 00 5.0
xXO7T =71.0 1.0 1.0] [Lx = x©

1.0 0.0 00][x] [1.0]

1.0 1.0 0.0 x, | =1 1.0

10 0.0 10| x| [10

1"1:10

% = 1.0 = 1.0(1.0) = 0.0
¥, = 1.0 — 1.0(1.0) — 1.0(0.0) = 0.0



Przyktad2 (cd.)

‘Uy(”:x’
" 20 —20 —207 (| T[10°
00 00 50|, [00_

WD =0.0/(5.0) = 0.0
D =10.0 — (0.0)(0.0)]/(—4.0) = 0.0
WD = [1.0 — (=2.0)(0.0) — (=2.0)(0.0)]/(—2.0) = —0.50

~ _0.50] " 1.00
y(l) — 0.00 /lglllgﬁed,inverse = —0.50 x(l) = { 0.00
- 0.00 0.00 |




Przyktad (cd.)

k ;Lshiﬁcd,invcrse X1 X3 X3
0 1.000000 1.000000  1.000000
1 | —0.500000  1.000000 0.000000  0.000000
21 —0.550000  1.000000  —0.454545  0.363636
3 | —0.736364  1.000000  —0493827  0.172840
4 | —0.708025  1.000000  —0.527463  0.233653
14 | —0.724865  1.000000  —0.526465  0.216248
15 | —0.724866  1.000000  —0.526465  0.216247
1 A = _().7248
ifted shifted, inverse — —U. 66
1 1
—1.379566

Atifod == — o
shifted ) shified inverse ~ —0-724866



Przyktad2 (cd.)

>> eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13])
ans =
2.5090

8.6204
13.8706

A
Ay = Jeineg + 5 = —1.379566 + 10.000000 = 8.620434

xI =[1.0 —~0.526465 0.216247

Wektor wtasny

15 | —0.724866 1.000000 —0.526465 0.216247



Zadanie

Znalez¢ maksymalng wartos¢ wtasng macierzy A za pomocg metody potegowej:

Zrobi¢ 3 kroki



Odpowiedz

>> eig(A)
0.388125791921659
20.6118742080783

>>x=[1 1]
>> X=A*x;x
X =

5

23
>> X=A*x:x

97
475
>>475/23
ans =
20.6521739130435



Wartosci wtasne macierzy U

_”11 Ui U3 - Uy ]
0 up Uy - Uy,
U = 0 0 u33 u:rm
| 0 0 O Upy _
i (uy — 4) Uy Uiz U i
0 (e — 4) Ups Yoy
U-ap=| o0 0 (uy—A) - om,
0 0 0 (#,,, — 4)

U — Al
(”11 — A) (uy — 1) (“33 — A) (U, —A)=0
Ay =u; (i=1,2,...,n)

Cel metody QR — przeksztatcenie macierzy A do trybu U



Przyktad 1

=100

>> B(1,4)

0O O 100
0O 2 0 O
O 0 4 O

1

1 0 0 O

O 2 0 O

O 0 4 O

O 0 O 8
>> B=A

0O 0 0 38
>> eig(B)

ans

O 0 O
O 2 0 O
O 0 4 O
O 0 O 8

1

- N < o0



Przyktad 2

>>A=[234;0-13;005]

A=

oo~
O = W
ol w b

>> eig(A)

ans =

1
[N



QR metoda
A=QR == Rxr=Q"b

Q jest macierzg ortogonalng, R jest macierzg U

Definicja: Macierz Q jest ortogonalna, jesli wektory g, utworzone z jej kolumn majg diugos¢ 71isg
wzajemnie prostopadte. Czyli, Q = [q,, ..., q,/. dla kazdego j mamy lg;| = I oraz ¢;*q; = O dla i =j.

0'0=1
00" =1
o' =0

Transformacje ortogonalne nie znieksztalcaja obrazow (odpowiadajg za rotacje i odbicia).



QR faktoryzacja

4 [al‘aﬂ ‘aﬂ] _
Q R
_al-el a9 - e
0 a9 - e9
el‘eg‘...‘en]
0 0
OR = A R=0QTA

OR



Metody ortogonalizacji

przeksztatcenie uktadu liniowo niezaleznych
wektorow przestrzeni unitarnej w uktad
wektorow ortogonalnych:

e ortogonalizacja Grama-Schmidta

e transformacja Hausholdera (elementarne
odbicia)
e transformacja Givensa (elementarne obroty)



Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Ortogonalizacja Grama-Schmidta — przeksztatcenie uktadu liniowo niezaleznych
wektordw przestrzeni unitarnej w uktad wektoréow ortogonalnych.

A= a1, ..., ay
B= by, ..., by e, ..., ey e — b;
- - o L
] a,b
proj, a= {b,b)b
by = a (1)
b, = a;-— Pfﬂjm ag (2)
bE'r — 4az — prﬂjb-l a3 — prﬂjbg aj (3)
b, = a;—proj, a; — proj,, a; — proj,, a, (4)
N-—-1
by = ay — z p[‘ﬂjbj. any (V)
=1




Ortogonalizacja wektorow

A= al‘aﬁ‘ ‘an] ‘[El‘eﬁ““‘eﬂ

u)

u; = 4, C1 — .

|y

us
Uz = aAg — (612 '61)61; €o =
s
Upt1 = g+l — (Agg1-e1)er —--- — (gt - ep)er,
Ui+

CL+1 —
i Huk—l—IH



Interpretacja geometryczna

b1 = a

b, = a; —proj,, a

b; = as — (projy, a3 + projp,as)

A

15/

bs

projmas |

| e 4
b2 a '9
_' =
projm.az b1
A
" bs
b1
/

. projmasz + projn.as

bz



Rzutowanie ortogonalne

Operator rzutowania ortogonalnego wektora ¥V na wektor 1 definiujemy jako:

(v
proj,v = (u, u) u.
Wowczas dla uktadu k wektorow {vl, Ce s Vk} proces przebiega nastepujgco:
u; = Vy,
Uy = Vy — PIrojy, Va,
U3 = V3 — Projy,, Va — Projy,, Va.
k—1
Up = Vg — Z Pl‘ﬂju_,- Vi,
j=1
czyli wektor U to wektor Vg po odjeciu od niego rzutu wektora Ug. na podprzestrzen rozpietg przez
wektory Uy, ..., U —1. Otrzymany zbidr {ul, ey uk}jest zbiorem wektoréw ortogonalnych.

Aby zbudowac w ten sposoéb zbiér ortonormalny, kazdy wektor nalezy podzieli¢ przez jego norme:

u
—n=12 ..k
[,

e, =



Przyktad 1

Rozwazmy zbiér wektoréw w R? (ze standardowym iloczynem skalarnym):

(o i}

Teraz przeprowadzamy ortogonalizacje, aby otrzymac wektory parami prostopadte

3
1

oo~ i (3) - 361

Sprawdzamy, ze wektory u4 i u, rzeczywiscie sg prostopadte:

i~ ([ [3H]) -5+

poniewaz jesli dwa wektory sg prostopadte, to ich iloczyn skalarny wynosi 0.

u = vy =

Nastepnie normalizujemy wektory, dzielgc kazdy przez ich normy:

L3
= 7ol
1 [=2/5] 1 [-1
eﬂ‘g[ﬁ/al‘ﬁ[sl'



Przyktad 2

I 1 0
A=11 0 1
0 1 1

a; = (1, 1,001, ap = (1,0, )%, a3 = (0,1, )"



Przyktad 2(cd.)

el)el

uj3

)

1 1 1
VERVERE

1

1
V6

(

1 1 1
\/5’\/5’0)\/6

(

1
V2

(0,1,1) —
_<_

111
V3 V33




Przyktad 2 (cd.)

_ SIS
SE S A

ar-

TS 5o =

“lege

|
1
&
D e~
I D D
. O
ot I N |
o & _
— I T |
o | i
M a..unUﬁU — o -
i
aﬂ_ v — o O
l I | ] 1
|
| |
-
& g



Podstawowa idea dekompozycji QR polega na utworzeniu iterowanej sekwencji
macierzy {[A.]} podobnych do pierwotne] macierzy [A], kidre zbiegajg do takie|
postaci, ktdre] wartosci wlasne sg dostepne.

Twierdzenie: Niech [Ale R™" i niech [A,| > ... > | &, | > 0. Wiedy sekwencja {[A/]}
zbiega do macierzy trojkatnej gérne;.

Algorytm
Q jest macierzg ortogonalng,

] R=U

[ ]k+l = [R]k[Q]k A‘ U

Zwroémy uwage, ze
[A]k = [Q]k[R]k [A]k+‘l = [R]k[O]k

Q) A, = [Ql QLRI
[Al.., = [QLTALIQ]
[R], = [QLTIA]L

Czyli [A],,, 1 [A], to macierze podobne.

Macierze podobne majg jednakowe wielomiany charakterystyczne i dlatego maja takze jednakowe widma wartosci wtasnych.



Zbieznos¢ QR metody

https://sites.math.rutgers.edu/~falk/math574/lecture9.pdf

Theorem 22. Suppose that A has eigenvalues A1, ..., N, satisfying |[A1| > [Aa| > -+ > |\,
Let X denote the matriz whose ith column is a eigenvector of A corresponding to \; and
suppose that X 1 has an LU decomposition. Then the subdiagonal elements of the matrices

As of the basic QR algorithm tend to zero and fori1=1,2,...,n, (As)i — i

Note that since we are assuming that the eigenvalues are distinct, we know there are a
complete set of linearly independent eigenvectors and hence X ! exists.

Without giving a formal proof, let us try to understand what makes this algorithm work.
Recall that the QR algorithm sets A; = A, factors A; = Q;R; and then sets A, , = R0,
Since 7' = QF, we have R; = Q7 A; and so

A= Q;I A:Q;.

Thus, we have performed a similanty transformation, which preserves the eigenvalues. If we
iterate the above equation, we get

At = QFAQi = QT QL AQ Qi = ---QF - QT A1 - Qi = PT AP,
where P, = (Jy---();. Note that P, is the product of orthogonal matrices and hence is

orthogonal.

Now under our assumptions, we can write A = X DX " where D = diag(),, ..., A, ) and
X is a real matrix of eigenvectors of A. We know there is a factorization of X = (QR, where
) is orthogonal and R is upper triangular. Then

A=QRDR'Q™' andso Q7'AQ=RDR.
Since RDR™! is the product of upper triangular matrices, it is also upper triangular, and
hence we know that Q7' AQ = Q_T A€} is upper triangular. Note that the eigenvalues of A
will then lie of the diagonal of Q7 AQ.
The theorem is proved by showing that lim; . P, = (), since this implies that

lim A, = lim PTA P, = QTAQ.

i—sa0 oo
In other words, the matrices A; are converging to an upper triangular matrix whose diagonal
elements are the eigenvalues of A.

To see why lim;_.. £ = (), we look at the quantity PU;, where U; = R;R;_; --- K;. Then
PlUi=Qh- QR Ry =@ Qi iRy - By = Py AU

But since A1 = .Pf AP, we have PA.; = AP, or after reducing the indices by one,
Fi_1A; = A P,_,. Hence,

Bl = A B Ui,
If we iterate this identity, we get

Bl = (A) TP = (A) Qo = AL

Using the fact that A = X DX !, we also have that A* = X D*X !, We know that X = QR
and by hypothesis X~! = LU. Hence,
A'=QRD'LU = QR(D'LD™)D'U.

Equating these two expressions for A', we get that

Pl =QR(D'LD)D'U.
The key step in the proof is to show that
lim D'LD™ = 1.
im0

Assuming for the moment that this is true, the right hand side becomes QRD'U. But RD'U
is the product of upper triangular matri and is therefore upper triangular. Hence, we
are essentially able to identify lim; .. P, with (), since both are orthogonal mat 5, and
lim; o U with lim;, . RD'U since both quantities are upper triangular matrices. We have
ignored a subtle point; namely that the QR factorization is only unique if R is chosen to have
positive diagonal entr So we must choose all the decompositions to insure this property
so that we can identify the individual pieces of the decomposition. Returning to the key
step, we observe that the matrix D'LD " is a lower triangular matrix whose j, kth element
is given by Lix(A; /M), when j > k. Since |A;/A\i] < 1 for j > k,

lim D'LD " = 1.
Farid

So, the convergence is very sunilar to that of the power method.

Using the similarity to the power method, we expect to be able to improve the convergence
by changing the method to correspond to the inverse power method. Thus, we consider the
QR method with origin shift, described by the algorithm: Let s; be any number. (i) Factor
A; — ;I = ;R; and then (ii) set A;1 = Ri(); + s;I. Note that

T T T . 1 _
Ay = Q7 QiR + Q7 5iQi = Q7 (A; — siI)Q; + Q7 5:Qi = QF A,
Hence A;.; is similar to A;.

Since we expect that (A;),,, is converging to an eigenvalue of A, we can choose s; = (4;),,,,.
‘We will then get an iteration similar to the Rayleigh quotient iteration.

Remark: In general, the method produces a sequence of matrices that do not converge to
a triangular matrix, but rather to a block triangular matrix (for example if we have complex

conjugate eigenvalues), from which we can also determine the eigenvalues. In this case, a
more complicated shift strategy is used.



Eigenvalue of Matrix Powers

https://proofwiki.org/wiki/Eigenvalue_of Matrix_Powers

Theorem

Let A be a square matrix.

Let A be an eigenvalue of A and v be the corresponding eigenvector.

Then:
A'v = \'v

holds for each positive integer n.

Proof

Proof by induction:
Foralln € N_,let P (n) be the proposition:

A!lv = AHV

Basis for the Induction
P (1) is true, as this just says:
Av = dv

which follows by definition of eigenvector.

This is our basis for the induction.

Induction Hypothesis
Now we need to show that, if P (k) is true, where k > 2, then it

logically follows that P (k + 1) is true.

So this is our induction hypothesis:

Afv = Ay

Then we need to show:

A ly = \Hly

Induction Step

This is our induction step:

Mty = A aly

AAry Induction Hypothesis
AF v

A*Av Basis for the Induction

= Ak‘}]v

So P(k) = P(k+ 1) and the result follows by the Principle of
Mathematical Induction.

Therefore:

'\-"‘.’1 E Ti'I -0 : A!T-v = Anv




QR metoda

dyy| ap aln—
a
A=)t =l a - a,
Au| An2 Ayn _
. 2 2 2 11/2
T = la |l la; || =lat, + a1 + - - + a5
' T a,
2 =a; —(q12)q, q, = y
a5 |
a3

a; = a; — (Q{ﬂS)Q1 — (qgaS)'h q; = | |



QR metoda (cd.)

i—1
=a-T@a)e  (=23..m

!

a.

" i=1,2,...,n
LTI ) -
Q=[q, q¢ - 4q,]

FI-‘I- = ”a:” (I — ]., 2, ...,H)

r!J=qITaj (f=1,21,...,n,j=f+1,...,ﬂ)



Geometryczna interpretacja

T
a; = a, — (q,a,)q,

35 a2’ a\z ql
L PAT




Zadanie

Dokonac¢ QR faktoryzacji dla macierzy

35
415




Odpowiedz

a;

A=[3 5; (]1 TN ql=[3/5 4/5]
4 15]
a)

a3l
ql'*a2=[3/5 4/5]*[5 15]'=3+12=15

/ T
H=a— (), q,=

(g1’*a2) *q1=15*[3/5 4/5]'=[9 121’

a2’=a2-q1’*a2 *ql=[5 15]’-[9 12]'=[-4 3]’

q2=[-4/5 3/5] gl1*q2=0
i = lagll G=12,...,n) rl1=5 r22=5
Q=[3/5 -4/5;
4/5 3/5] ro=aqla;, (=12, nj=i+1...,n)
r12=[3/5 4/5]*[5 15]'=15
Rl 15 13/5 4/51*[5 15]

0 5]



QR metoda (cd.)

Fi T2 Fln
0 r 7
R — 22 2n

AR Q(k)R(k)
AltD — R Q(k)



Zadanie na QR metode

>> A=[1 3;2 4]
A =
1 3
2 4
_311 aj A1y
a a
A= S o “ =M a - a]
_anl Q> ann_
2 2 2 41/2
q, = a la, | =laj;, +ai + - +a%]"
12|l
a,

4 T
a; = a; — (qi a2)ql q; = ”a! ”
2



Rozwigzanie

>> A=[1 3;2 4] >>ql=[12]/nal
A =

1 3 ql =

2 4

0.4472 0.8944

>>

>> a2p=[3 4]'-q1*[3 4]"*q1'
na2p=sqrt(a2p(1)A2+a2p(2)"2) a2p=(3 4]'-q1*[3 4]*q

nap = alp =
0.8000
08344 -0.4000

>> 2=a2p/na2p
q2 =

0.8944
-0.4472




3
-2
—2

-

al:

-2
4
-2
- o-
—2

-__2_

Przyktad

- -
4

-2

a3

__2_
—2

13

la;| = [82 + (—2)* + (—2)*]"/* = 8.485281

q; =a;/|la||

q; = [0.942809

—0.235702

— 0.235702]



=]
M“'\-

q

) —2
= 4 | —[0.942809 -—0.235702 —0.235702}| 4
.-_—2_ ._“_2_ -
{a, = —2.357023
=2 —(=2.222222) 1 [ 0.222222"
-2 —(0.555555) | | —2.555557

Przyktad (cd.)

a, = a, — (q] 2,)q;

p— — pr—

0.942809
—0.235702
—0.235702




Przyktad (cd.)

la% | = 4.294700

q; = a5/||as]]

q, ={0.051743 0.802022

— 0.595049]

a; = a3 — (q723)q; — (q;2;)q,

2
ay = | —2 | —[0.942809 —0.235702 —0.235702]
o 13_
- -
—[0.051743 0.802022 —0.595049] | —2
13

-2
-2

| —0.595049 |

| 13_

[ 0.051743
0.802022

C0.942809 ]
~0.235702

| —-0.235702



Przyktad (cd.)

qla; = —4.478343, ¢ a; = —9.443165

T2 —(—4.222222) —(—0.488618)7 [ 2.710840
a, = | =2  —(1.055554) —(—7.573626) | = | 4.518072
13 —(1.055554)  —(5.619146) | | 6.325300

(a3l = 8.232319

q; = 35/”3’_;,“

q; = [0.329293 0.548821 0.768350]




Przyktad (cd.)

Q(ﬁ) =[q; q q;]

0.942809  0.051743 0.329293 |
Q@ =] —0.235702  0.802022 0.548821
- —0.235702 —0.595049 0.768350

la, || = 8.485281 q’a, = —2.357023 qla, = —4.478343

- 8.485281 —2.357023 —4.478343
RO = | 0.000000 4.294700 —9.443165
| 0.000000  0.000000  8.232819

AO _ A A® — QOR®

AD = ROQ® A®D = ROQW | |AG) A®  A®




Ortogonalizacja QR w Matlabie

>> A=[8 -2 -2;-24-2;-2 -2 13];
>> [Q,R]=qr(A)
>> Q*R

Q=
ans =

-0.9428 -0.0517 0.3293

0.2357 -0.8020 0.5488

0.2357 0.5950 0.7683

8.0000 -2.0000 -2.0000
-2.0000 4.0000 -2.0000
-2.0000 -2.0000 13.0000

R =

-8.4853 2.3570 4.4783
0 -4.2947 9.4432
0 0 8.2323



A=[8 -2 -2;-24-2;-2 -2 13];

[Q,R]=qr(A)
Q*R
A1=R*Q
[Q,R]=qr(A1)
A2=R*Q
[Q,R]=qr(A2)
A3=R*Q
[Q,R]=qr(A3)
A4=R*Q
[Q,R]=qr(A4)
A5=R*Q
[Q,R]=qr(A5)
A6=R*Q
[Q,R]=qr(A6)
A7=R*Q
[Q,R]=qr(A7)
A8=R*Q
[Q,R]=qr(A8)
A9=R*Q
[Q,R]=qr(A9)
A10=R*Q
[Q,R]=qr(A10)
A11=R*Q
eig(A)

A® = QWR®

A+ — RBQ®



Przyktad (cd.)

- 8.485281 —2.357023 —4.478343

RO = | 0.000000 4.294700 —9.443165
| 0.000000  0.000000  8.232819

1 0611111 0.06358K 6.325301

2 10743882 11.543169 2.712649

3 | 11.974170 10508712  2.517118

4 12.929724 0.5609016 2.509360

19 | 13.870584 8.620435  2.508981

20 | 13.870585 8.620434  2.508981




A —

[ 8.485281
0.000000

| 0.000000

| —1.940376

Przyktad (cd.)

A — ROQO

—2.357023
4.294700
0.000000

—4.478343 |

—9.443165
8§.232819

0.942809
—0.235702

| —0.235702

0.051743 0.329293 ]
0.802022 0.548821
—0.595049  0.768350 |

1.213505

—4.89863

—1.940376 |
—4.898631




" 1.000000
Q" = | 0.000141
- 0.000000
" 13.870585
R — | 0.000000
| 0.000000
\
A — 1 0.0012
0.000000

—0.000141 0.000000
1.000000 0.000000
0.000000 1.000000

0.000000 |
0.000000
2.508981

0.003171
8.620434
0.000000

0.000000
000000

0.001215




Obliczenie wektorow wtasnych

g8 —2 27
A=|-2 4 =2
-2 -2 13 |
A = 13.870584

Aspifieqg = (A —sI) =

[ —5.870584 —2.000000 —2.000000 1
—2.000000 —9.870584 —2.000000
| ~2.000000 —2.000000 —0.870584




Obliczenie wektorow wtasnych (cd.)

Po faktoryzacji Ashifte d=LU fasr’;\::o:zr_nobda*v

As*V=0
L*U*V=0

~1.000000 0.000000 0.000000
L = | 0.340682 1.000000 0.000000

| 0.340682 0.143498 1.000000 _

- —5.870584 —2.000000 —2.000000 ]
U= 0.000000 —9.189221 —1.318637
0.000000  0.000000  0.000001




A=[8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]
A=
8 -2 -2
-2 4 -2
-2 -2 13
>> [v L]=eig(A)
V =
0.409475122147575
0.878650567571955
0.245567311439676

2.50898079905102

Przyktad

0.869096109535528 -0.277492480497108
-0.457548383381889 -0.136464856172211
0.187939961835766 0.950986470091694

0 0

0 8.62043407763086 0

0

0 13.8705851233181



4 = 13.870584

As=[-5.870584 -2 -2;
-2 -9.870584 -2;
-2 -2 -0.870584]

[L U]=lu(As)
| =

1.0000 0 0
0.3407 1.0000 0
0.3407 0.1435 1.0000

-5.8706 -2.0000 -2.0000
0 -9.1892 -1.3186
0 0 0.0000

M at La b Ashited = (A —sD) =

—-5.870584 —2.000000 —2.000000
-~-2.000000 —9.870584 —2.000000
-2.000000 —2.000000 —0.870584

>> eig(As)

-11.3616 o=
-5.2501 >V=
0.0000 LUV=0

uv=0
v3=1

v2=-1.3186/9.1892= -0.143494
v1=-(2-2* 0.143494)/5.8706=
-0.291795046502913

V=[-0.291795046502913 -0.143494 1]
>> U*V

1.0e-04 *

-0.0467

-0.3874

0.0124



Ortogonalizacja Housholdera

—Macierz Householdera

Macierz Householdera H zwana réwniez refleksjg (odbiciem) - symetryczna |
ortogonalna macierz przeksztalcenia wektora, ktére odbija go wzgledem

pewnej ptaszczyzny.
Metoda Householdera H jest najczesciej uzywang metoda dekompozycji QR.

2
[vI'[v]

L7/ [H1[x]=[x]

[H]=[/]- [vI[v]




H1=[1 0;0 1]-2/1*[0 0,0 1]
H1 =
1 O
Lo Przyktad
>> H1*[3 2]’
ans =
3
) 2

V*Vt=[0 1]*[01]

[00;01] v=[01] 3

2
[vI'[v]
[H [[x]=[xT

[H]=[1] T

vV=[0 1)



~ 1 _ hr_-nr - _ e -
Schemat dekompozycji przy pomocy macierzy Householdera
Wektor odbicia [v] musi zapewnié nastepujacy cigg przeksztatcen macierzy [A]:

1. Wezmy pierwszg kolumne i znajdzmy wektor [v] taki, aby pierwszy wektor
(kolumna) macierzy [H]'[A] miat tylko jedng skitadowa,.

X x x x E XX x|
Xl x x x :> 0 xoxt X
|l x x x 0 ¥ x' X
X x x x| ﬂ XXt X
[A] [H]'[A]

2. Kolejny wektor [v] powinien zmieni¢ druga kolumne macierzy [H]'[A] (tak,

by kolumna ta w nowej macierzy [H]?[H]'[A] miata tylko dwie sktadowe)
| jednoczesnie zachowacé postaé pierwszej kolumny [H]'[A],

o (x| x' X o E, x"ox"
0 (x| x' X :lr: 0 52 x"ox"
0 [x] x X 0 E] Xy
0 x| X' X 0 _(l xoxt
[H]'[A] [HIF[H]'A]

3. | tak dalej...



Ortogonalizacja Housholdera (cd)

Takg transformacje zapewnia wektor: a v

e]

vl=[a,]+

gdzie

+ wektor [a] — jest i-tg kolumng aktualnie przeksztatcanej macierzy
» ||a|| - Jest dtugoscig (norma) wektora [a]]

» wektor [e] — wektor zerowy, ktorego i-ty element jest rowny dtugosci wektora [a;].



Ortogonalizacja Housholdera (cd)

x=[3 1]'
v=x+norm(x,2)*[1 0]'
H=[10;0 1]-2./(v"*v).*(v*V')

* X=
H*x 3
1
V:
6.1623
1.0000
\ X Vv H =
k \% -0.9487 -0.3162
A58 -0.3162 0.9487
. H*x=
\\ -3.1623

\\ 0.0000



P rzy kfa d lvl=1la,] +Hu,- :[e]
’ M2 -1 1T T1] 2737
R —
[A] =1 v]=|1]+-/310]=] 1
273 2.73 ( (7.46 273 2.73
I vI=[273 1 1] ivl" =] 1 |[273 1 1={2.73 1 1
1 273 1 1

2.73 -0.58 -0.58 -0.58

1 0 0

Hﬂ:{H—I]E[ﬂvHHT: 01 0|- I |=|-058 079 -021

rht 00 1| I —058 —021 0.79
—058 -058 —0581 2 —1] [1.73 =5.77 —2.89
[HI[A]=|-058 079 —021]1 4 5 (=] 0 115 43]
_058 —021 079 |1 4 1 0 115 031







0 0 0
[v]=]1.15|+~/2.64] 1 |=]2.79

L.15 0| [1.15
0 0 0 0 0
W vI=[0 279 1.15] 279 |=9.10 LT =27900 279 1.151=|0 7.77 3.22
.15 115 0 322 1.33

, Lol fo o 0] o 0
[H]=[1]—[]T[][v][v]r= 0 1 0)=g=50 777 322|=/0 -071 -0.71
e 00 1| 1o 322 1330 |0 —071 071
[0 0 =173 =577 -2.89] [-1.733C577\-2.89
[HL,IH][A]=|0 —-071 —071] 0 115 431 |=| 0 -1.63 -3.26

0 -0.71 0.71 0 [.15 0.3l 0 0 -2.83



Hﬂ HZH]A — R

Hng---P{j{[”---HEHIAZHIHQ---H”}R

- ——

H jest symetryczna zatem Q
H” — H.‘}:
H jest ortogonalna zatem
H =H]
czyli H H =1
Ostatecznie: A=0R

Zatem roztozylismy macierz A na macierz ortogonalng i macierz trojkatna.



[A], = [Q],[R], «t— Zatem to wtasnie zrobilismy.

6.000 2.120 2Z.040: c-1.730 -5.770 -2.890: =0.577 -0.577 -0.577
2.830 2.000 -1.150| = 0.000 -1.630 -3.270| = 0.816 -0.408 -0.408
1.630 1.150 -2.000, . 0.000 0,000 -2.830 0.000 -0.707 0.707
7.430 -0.642 0.759: ‘-6.830 -2.970 -0.837: -0.878 -0.414 -0,239"
-0.233 -0.429 2.870 | = 0.000 -1.010 2.730| = 0.478 -0.76l1 -0.439
0.276 0.507 -1.000, . 0,000 0,000 -1.150 0.000 -0.500 0,366
7.470 -0.512 0.057: -7.440 0.609 -0.631: -0.999 0.031 -0.037
0,120 -2.470 -1.180 | = 0.000 0.68%4 -2.650 | = | -0.049 -0.645 0.763
-0.057 1.180 1.000, . 0.000 0.000 1.550 0.000 0.764 0.645
7.460 -0.653 0.214: (=7.470 0.5361 -0.031: ~-1.000 -0.01e 0O.008"
-0,032 -1.820 2.530 | = 0.000 2.730 1.500 | = 0.018 -0.902 0,431
0.003 0.169 0.3534, . 0.000 0.000 0.392 0.000 0.431 0.90z
7.460| -0.625 -0.143" c-7.460 0,645 -0.203: ~-1.000 0,004 -0.000"
0.008 -E.DSDI—Z.SID = 0.000 1.830 -2.490| » | -0.004 -0.996 0.093
-0.000 0,054 j0.5584 . 0.000 0,000 0,587 0.000 0.093 0.996

Rzeczywiste wartosci wtasne: 7.464 ; -2 ; 0.535



Zadanie

Dokonac QR faktoryzacje dla macierzy A=[3 5;
4 15]

Ortogonalizacja Grama-Schmidta )

Ortogonalizacja Householdera [v]= [51!_ ] +‘|a_

2

[ [v]

[H]=[1]-

i)



Odpowiedz
(Ortogonalizacja Grama-Schmidta )

—

A5 "TRI | quep/s /sy
4 15]

r__ T a,
a, = a;, — (g, ay)q, q, = ||a’2||
2

ql’*a2=[3/5 4/5]*[5 15]'=3+12=15

- 7’1 ==y

(g1’*a2) *q1=15*[3/5 4/5]'=[9 121’

a2’=a2-q1’*a2 *ql=[5 15]’-[9 12]'=[-4 3]’

q2=[-4/5 3/5] q1*q2=0
i = lagll G=12,...,n) rl1=5 r22=5
Q=[3/5 -4/5;
4/5 3/5] ro=aqla;, (=12, nj=i+1...,n)
r12=[3/5 4/5]*[5 15]'=15
R=[5 15; [3/5 4/5]*[5 15]

0 5]



Odpowiedz
(Ortogonalizacja Hauseholdera )

A=[3 5; V1=[3 4]'+5*[1 0]'=[8 4]
415]
v1'*v1l =80 vl*vl= H1 =
64 32 0.6 -08
vl=[a,]1+|a;|e] 32 16 08 06
2
[H]=[11-—— [T AL =H1A ]
[vI"[v] -5.0000 |-15.6000 s
-0.0000 | 5.0000 S
/
v2 =[057+5%[01] | H2=
/ 0 1 0
) / 10 0 -1
- / o A2 =R Q =H1*H2
-5-15 0.6 0.8

Al=H1*A A2=H2*A1l 0 -5 -0.8 -0.6



(

cos 0

sin 6

Obroty Givensa

—sin 6 T
X —
cos 6 T,

L
2 2
X; —+ wj



Transformacja Givensa

cosf) —sind
R = _ R,CE jest obrotem wektora x na kat teta
sin 6 cos 6

—_

cosf —sin6

j
1 Ten obrot wyzeruje komponent x,,

‘ zmienia komponent x;,

a pozostate komponenty sie nie zmieniaja.

: cosf) —siné T r? + 56?
X —
sin 6 cos 6 T; 0

sin 6 cos 6




/ fir fio
0 foo
0 f32
\0 fa2
[ 1
0
0
\00
1
0
0 0
0

i3 \ / gi1 912
0
fo3 922
=1 0 o0
/33
f43} \ 0 0
0 0 fir fiz fi3
—s 0 0 fa2 fo3
c 0 fa2  f33
0 1 0 fao fai3
0 0 / fin fi2 fi3
0 —¢ 0 fi fo
10 0 0 fi
0

Przyktad

c \ 0 fio fa3

913 \
g23
933
943 )

fuu fiz fis
0 fa [
0 0 fi
0 fa2 fa3

( Juu Sz fis
0 fih [z
0 0 fi
Lo 0 g




>> x=[3 4 5]'
X =
3
4
5
>> planerot([3 4]')
0.6 0.8
-0.8 0.6

>>(G12=[0.6 0.8 0;-0.8 0.6 0; 0 0 1]
G12 =

0.6 0.8
0
-0.8 0.6
0
0 0
1
>> G12*x
5

-4.44089209850063e-16
5

Przyktad 2

>> planerot([5 5]')
0.707106781186547 0.707106781186547
-0.707106781186547 0.707106781186547
>> g13=planerot([5 5]')
gl3 =
0.707106781186547 0.707106781186547
-0.707106781186547 0.707106781186547
>> G13=[g13(1,1) 0 g13(1,2);0 1 0;g13(2,1) 0 g13(2,2)]
G13 =
0.707106781186547 0
0.707106781186547
0 1 0
-0.707106781186547 0
0.707106781186547
>> G13*G12*x
7.07106781186547
-4.44089209850063e-16
0



Przyktad 3

- ; G23TG13TG12TA=R

L3

N

X1 =land x =1

12 142 0 2 342

=|-1/\2 142 0] G,4a=["0 1/\2
0 0 1 1 3




23 T

Przyktad (cd.)

23 0 143

0 1 0

/N3 0 V243

1 0 0
0 1/2 f3/2

0 —/3/2 1/2°

A=[11;12;13];
G12=[1/sqrt(2) 1/sqrt(2) O;
-1/sqrt(2) 1/sqgrt(2) O;
001];
G13=[sqgrt(2)/sqrt(3) 0 1/sqrt(3);
010;
-1/sqgrt(3) 0 sqrt(2)/sqrt(3)];
G23=[100;
01/2 sqrt(3)/2;
0 -sqrt(3)/2 1/2];
R=G23*G13*G12*A

R =

1.7321 3.4641
0.0000 1.4142
0 0



Zadanie

Zbudowaé macierz(y) Givensa G dla wektora X=[3 4 5]’

dla ktérej y = G*x oraz y(2) =0, y(3)=0.

AR

z warunkow sa + cb = 0 oraz ¢® 4+ s? = 1 dostajemy:




Jaka transformacje wybrac?

Ortogonalizacja Grama-Schmidta jest z natury niestabilna numerycznie. Podczas gdy
zastosowanie rzutdw ma atrakcyjng geometryczng analogie do ortogonalizacji, sama
ortogonalizacja jest podatna na btedy liczbowe. Istotng zaletg jest jednak tatwosé
implementacji, co czyni ten algorytm uzytecznym do uzycia do prototypowania, jesli nie
jest dostepna wstepnie zbudowana biblioteka algebry liniowej.

Transformacja Hausholdera ma wiekszg stabilnos¢ numeryczng niz metoda Grama-
Schmidta

Procedura rotacji Givensa jest przydatna w sytuacjach, gdy tylko stosunkowo niewiele
elementow poza przekatng musi zosta¢ wyzerowanych, i jest tatwiejsza do zréownoleglenia
niz przeksztatcenia Householdera.



