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Wektory i wartości własne 

Wektory i wartości własne – wielkości opisujące endomorfizm danej 
przestrzeni liniowej;  
 
wektor własny przekształcenia można rozumieć jako wektor, którego 
kierunek nie ulega zmianie po przekształceniu go endomorfizmem;  
 
wartość własna odpowiadająca temu wektorowi to skala 
podobieństwa tych wektorów. 

Najczęściej przekształcenie liniowe wyraża się jako macierz, 
która działa na wektory 

Wektory własne odpowiadające różnym wartościom własnym są liniowo niezależne. 



Definicje 

x 

Ax 



Definicje 



Możliwe rozwiązywania 



Układ 2 rzędu 



Układ 2 rzędu (cd.) 



Dowód 

𝒙𝒋 × 𝑪 = 𝟎, 𝑗 = 1,… , 𝑛 

Skoro ∃𝑥𝑗 ≠ 0, 

więc det(C)= 𝐶 = 0 



Dowód (cd.) 
Niech λ jest wartością własną macierzy A 



Przykład zastosowania 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Twierdzenie Cayleya-Hamiltona 

Równanie charakterystyczne 

William Rowan 
Hamilton (ur. 4 sierpnia 
1805 w Dublinie, zm. 2 
września 1865) – 
matematyk, astronom i 
fizyk irlandzki. 

Arthur Cayley (ur. 16 sierpnia 
1821 w Richmond (hrab. 
Surrey), zm. 26 stycznia 1895 
w Cambridge) – angielski 
matematyk[1] i prawnik. 

Każda macierz kwadratowa nad ciałem liczb 
rzeczywistych lub zespolonych jest 
pierwiastkiem swojego wielomianu 
charakterystycznego. 

𝑝𝐴 𝐴 = 0 



Przykład (cd.) 



 
>> A=[8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]; 
>> A^3-25*A^2+176*A-300*eye(3) 
 
ans = 
 
     0     0     0 
     0     0     0 
     0     0     0 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 
Obliczymy wektory własne (amplitudy) 



Przykład (cd.) 

X1 *X2’=0, X1*X3’=0, X2*X3’=0 



Zadanie 

Znaleźć wartości własne i odpowiadające im wektory własne macierzy A: 



Rozwiązanie 

Sprawdzić: 



Zadanie 

Znaleźć wartości własne i odpowiadające im wektory własne macierzy A za 
pomocą równania charakterystycznego: 

𝐴 =
1 3
2 2

 

Sprawdzić twierdzenie Cayleya-Hamiltona  



Obliczenia w Matlabie 

 

 [V L]=eig([1 3;2 2]) 
 L  =  
 
  -1.   0. 
   0.   4. 
 
 V  =  
 
  -0.8320503  -0.7071068 
   0.5547002  -0.7071068 



hold on; 
for x1=-10:0.1:10 
    for x2=-10:0.1:10 
       Y=[1 -4 ;2 -3]*[x1 x2]'; 
       % Y=-5.*[x1 x2]'; 
    if (x1^2+x2^2)<=1 
         
        plot(Y(1),Y(2),'*b'); 
    end; 
    end; 
end; 
plot(-10,-10,'.'); 
plot(-10,10,'.'); 
plot(10,-10,'.'); 
plot(10,10,'.'); 
  
  
  
  
  
hold on; 
for x1=-10:0.1:10 
    for x2=-10:0.1:10 
    if (x1^2+x2^2)<=1 
        plot(x1,x2,'.r'); 
    end; 
    end; 
end; 
plot(-10,-10,'.'); 
plot(-10,10,'.'); 
plot(10,-10,'.'); 
plot(10,10,'.'); 
  
  
 



Metoda potęgowa 
Metoda potęgowa służy do wyznaczenia maksymalnej co do modułu wartości własnej i 
odpowiadającego jej wektora własnego.  

Ponumerujmy wartości własne od największej do najmniejszej: 

Każdy inny wektor X może być przedstawiony jednoznacznie jako kombinacja liniowa 
wektorów własnych 

Wektory własne odpowiadające różnym wartościom własnym są liniowo niezależne. 
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Wartość własna dominująca 



Metoda potęgowa (cd.) 

Dla dowolnego wektora 



Metoda potęgowa (cd.) 

Jeśli 

to 

Więc 

Jeśli to proces jest zbieżny inaczej rozbieżny 



Metoda potęgowa (cd.) 

Skalowanie 

Niech komponent  Więc 

Skąd 

Jeśli to 

Jeśli to 

… 

? 

y=[y1 …yn] 



Przykład 
A = 
 
     2   -12 
     1    -5 
 
>> eig(A) 
 
ans = 
 
    -1 
    -2 

>> A*[3 1]' 
 
ans = 
 
    -6 
    -2 
 
>> -2*[3 1]' 
 
ans = 
 
    -6 
    -2 

>> 190/(-94) 
 
ans = 
 
   -2.0213 

Wektor własny [3 1]’ 

Wektor własny [3 1]’ 



Przykład 2 

 



Zbieżność metody potęgowej 



Zadanie 

Znaleźć dominującą  wartość własną i odpowiadający  jej wektor własny 
macierzy A: 



Metoda odwrotna potęgowa 

Ax x

( )

1

1 1

k
n

k k ki
i i

i

C





 
  

 
A x x yMetoda potęgowa 

( ) ( 1)k kAx yAlgorytm iteracyjny 

1 1

1

inverse 

1








 





  

 
  
 

Ax x

A Ax Ix x A x

A x x x



Metoda na podstawie LU faktoryzacji  

Skalowanie y(1) 
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Przykład 
>> eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]) 
 
ans = 
 
    2.5090 
    8.6204 
   13.8706 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

Skalowanie y(1) 

0.5/0.3=1.666667 

0.2/0.3=0.666667 

0.3/0.3=1.00000 



Przykład (cd.) 
>> 1/0.398568 
ans = 
    2.5090 Wektor własny 



Przykład (cd.) 

 eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]) 
 
ans = 
 
    2.5090 
    8.6204 
   13.8706 



Metoda przesuniętych iteracji 

Niech s jest skalarem. 

shifted shifted 

shifted 

shifted 
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Algorytm 
Przykład 1 2 4  8  

-7 -6 -4 0  
Ashifted=A-sI 

Metoda prosta potęgowa 

Dla macierzy A metodą prostą potęgową 

A=[1 0 0 0;0 2 0 0;0 0 4 0;0 0 0 8] 



Przykład 

>> A=[1 0 0 0;0 2 0 0;0 0 4 0;0 0 0 8] 
 
A = 
 
     1     0     0     0 
     0     2     0     0 
     0     0     4     0 
     0     0     0     8 
 
>> eig(A) det(A-lambda*I)=0 
 
ans = 
 
     1 
     2 
     4 
     8 

>> As=A-8*eye(4) 
 
As = 
 
    -7     0     0     0 
     0    -6     0     0 
     0     0    -4     0 
     0     0     0     0 
 
>> eig(As) 
 
ans = 
 
    -7 
    -6 
    -4 
     0 

-7+8=1 





Przykład 

 eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]) 
     2.5090 
     8.6204 
   13.8706 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 

 



Przykład (cd.) 

 eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]) 
     2.5090 
     8.6204 
   13.8706 

Wektor własny 



Obliczenie pozostałych wartości 
własnych 

Lista :-4  -3 -1 3  

Przykład : 1 2 4  8  

Metoda odwrotna 



Algorytm 



Przykład  

>> s=5 
s = 
     5 
>> Asg=A-s*eye(4) 
Asg = 
    -4     0     0     0 
     0    -3     0     0 
     0     0    -1     0 
     0     0     0     3 
>> eig(Asg) 
ans = 
    -4 
    -3 
    -1 
     3 

>> A=[1 0 0 0;0 2 0 0;0 0 4 0;0 0 0 8] 
A = 
     1     0     0     0 
     0     2     0     0 
     0     0     4     0 
     0     0     0     8 min =1, max=8 

Najbliższa do s=5 wartość własna 

-1+s=-1+5=4 

lambdamax|.|=-1 



Przykład2 

 eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]) 
     2.5090 
     8.6204 
   13.8706 



Przykład2 (cd.) 



Przykład2 (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład2 (cd.) 
>> eig([8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]) 
 
ans = 
 
    2.5090 
    8.6204 
   13.8706 

Wektor własny 



Zadanie 

Znaleźć maksymalną wartość własną macierzy A za pomocą metody potęgowej: 

𝐴 =
1 4
3 20

 

Zrobić 3 kroki 



Odpowiedź 

>> eig(A) 
         0.388125791921659 
          20.6118742080783 
 
>> x=[1 1]' 
>> x=A*x;x 
x = 
     5 
    23 
>> x=A*x;x 
x = 
    97 
   475 
>> 475/23 
ans = 
          20.6521739130435 



Wartości własne macierzy U 

Cel metody QR – przekształcenie macierzy A do trybu U 



Przykład 1  

A = 
     1     0     0     0 
     0     2     0     0 
     0     0     4     0 
     0     0     0     8 
>> B=A 
B = 
     1     0     0     0 
     0     2     0     0 
     0     0     4     0 
     0     0     0     8 

>> B(1,4)=100 
B = 
     1     0     0   100 
     0     2     0     0 
     0     0     4     0 
     0     0     0     8 
>> eig(B) 
ans = 
 
     1 
     2 
     4 
     8 



Przykład 2 

 
>> A=[2 3 4; 0 -1 3; 0 0 5] 
 
A = 
 
     2     3     4 
     0    -1     3 
     0     0     5 
 
>> eig(A) 
 
ans = 
 
     2 
    -1 
     5 



QR metoda 

Q jest macierzą ortogonalną, R jest macierzą U  



QR faktoryzacja 

Q                                                                          R 

𝑅 = 𝑄𝑇𝐴 𝑄𝑅 = 𝐴 



Metody ortogonalizacji 

przekształcenie układu liniowo niezależnych 
wektorów przestrzeni unitarnej w układ 
wektorów ortogonalnych:  

• ortogonalizacja Grama-Schmidta 

• transformacja Hausholdera (elementarne 
odbicia) 

• transformacja Givensa (elementarne obroty) 



Ortogonalizacja Grama-Schmidta 
Ortogonalizacja Grama-Schmidta – przekształcenie układu liniowo niezależnych 
wektorów przestrzeni unitarnej w układ wektorów ortogonalnych. 

A= 

B= 



Ortogonalizacja wektorów 



Interpretacja geometryczna 



Rzutowanie ortogonalne 

 



Przykład 1 

 



Przykład 2 



Przykład 2(cd.) 



Przykład 2 (cd.) 

 



 

Q jest macierzą ortogonalną, 
R=U 

A U 

Macierze podobne mają jednakowe wielomiany charakterystyczne i dlatego mają także jednakowe widma wartości własnych. 



Zbieżność QR metody 
https://sites.math.rutgers.edu/~falk/math574/lecture9.pdf 



Eigenvalue of Matrix Powers 
https://proofwiki.org/wiki/Eigenvalue_of_Matrix_Powers 



QR metoda  



QR metoda (cd.) 

A=QR 



Geometryczna interpretacja 

q1 
a2 

a2’ 



Zadanie 

Dokonać QR faktoryzacji dla macierzy 

      3   5 
      4 15 

a1

a2

9

12

A=  



Odpowiedź 

A=[3 5; 
      4 15] 

q1=[3/5    4/5]’ 

q1’*a2=[3/5 4/5]*[5 15]’=3+12=15 

(q1’*a2) *q1=15*[3/5 4/5]’=[9 12]’ 

a2’=a2-q1’*a2 *q1=[5 15]’-[9 12]’=[-4 3]’ 

q2=[-4/5 3/5] q1*q2=0 

r11=5 r22=5 

r12=[3/5 4/5]*[5 15]’=15 

Q=[3/5   -4/5 ;    
       4/5     3/5] 

R=[5 15; 
       0 5] 

a1

a2

9

12



QR metoda (cd.) 



Zadanie na QR metodę 
>> A=[1 3;2 4] 
A = 
     1     3 
     2     4 



Rozwiązanie 
>> q1=[1 2]/na1 
 
q1 = 
 
    0.4472    0.8944 
 
>> a2p=[3 4]'-q1*[3 4]'*q1' 
 
a2p = 
 
    0.8000 
   -0.4000 

>> 
na2p=sqrt(a2p(1)^2+a2p(2)^2) 
 
na2p = 
 
    0.8944 
 
>> q2=a2p/na2p 
 
q2 = 
 
    0.8944 
   -0.4472 

>> A=[1 3;2 4] 
A = 
     1     3 
     2     4 



Przykład 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



Ortogonalizacja QR  w Matlabie 

>> A=[8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]; 
>> [Q,R]=qr(A) 
 
Q = 
 
   -0.9428   -0.0517    0.3293 
    0.2357   -0.8020    0.5488 
    0.2357    0.5950    0.7683 
 
 
R = 
 
   -8.4853    2.3570    4.4783 
         0   -4.2947    9.4432 
         0         0    8.2323 

>> Q*R 
 
ans = 
 
    8.0000   -2.0000   -2.0000 
   -2.0000    4.0000   -2.0000 
   -2.0000   -2.0000   13.0000 



 

A=[8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13]; 
[Q,R]=qr(A) 
Q*R 
A1=R*Q 
[Q,R]=qr(A1) 
A2=R*Q 
[Q,R]=qr(A2) 
A3=R*Q 
[Q,R]=qr(A3) 
A4=R*Q 
[Q,R]=qr(A4) 
A5=R*Q 
[Q,R]=qr(A5) 
A6=R*Q 
[Q,R]=qr(A6) 
A7=R*Q 
[Q,R]=qr(A7) 
A8=R*Q 
[Q,R]=qr(A8) 
A9=R*Q 
[Q,R]=qr(A9) 
A10=R*Q 
[Q,R]=qr(A10) 
A11=R*Q 
eig(A) 



Przykład (cd.) 



Przykład (cd.) 



 



Obliczenie wektorów własnych 



Obliczenie wektorów własnych (cd.) 
Po faktoryzacji Ashifted=LU As*V=lambda*V 

Lambda=0 
As*V=0 
L*U*V=0 



Przykład  

 
A=[8 -2 -2;-2 4 -2;-2 -2 13] 
A = 
     8    -2    -2 
    -2     4    -2 
    -2    -2    13 
>> [v L]=eig(A) 
v = 
         0.409475122147575         0.869096109535528        -0.277492480497108 
         0.878650567571955        -0.457548383381889        -0.136464856172211 
         0.245567311439676         0.187939961835766         0.950986470091694 
 
L = 
 
          2.50898079905102                         0                         0 
                         0          8.62043407763086                         0 
                         0                         0          13.8705851233181 



MatLab 

As=[-5.870584 -2 -2; 
-2 -9.870584 -2; 
-2 -2 -0.870584] 

[L U]=lu(As) 
 
L = 
 
    1.0000         0         0 
    0.3407    1.0000         0 
    0.3407    0.1435    1.0000 
 
 
U = 
 
   -5.8706   -2.0000   -2.0000 
         0   -9.1892   -1.3186 
         0         0    0.0000 

v3=1 
v2=-1.3186/9.1892= -0.143494 
v1=-(2-2* 0.143494)/5.8706= 
-0.291795046502913 

>> eig(As) 
-11.3616 
   -5.2501 
    0.0000 

AsV=0*V 

LUV=0 

UV=0 

V=[-0.291795046502913 -0.143494 1]' 
>> U*V 
   1.0e-04 * 
   -0.0467 
   -0.3874 
    0.0124 



Ortogonalizacja Housholdera 

 



Przykład 
H1=[1 0;0 1]-2/1*[0 0;0 1] 
H1 = 
     1     0 
     0    -1 
>> H1*[3 2]' 
ans = 
     3 
    -2 

V=[0 1]’ 

V=[0 1] 
V*Vt=[0 1]*[01]’ 
[0 0; 0 1] 

3 

2 

-2 

V 

X 



Schemat dekompozycji przy pomocy 
macierzy Householdera 

 



Ortogonalizacja Housholdera (cd) 

 a v 

e 



Ortogonalizacja Housholdera (cd) 

x=[3 1]' 
v=x+norm(x,2)*[1 0]' 
H=[1 0 ;0 1]-2./(v'*v).*(v*v') 
H*x 
 

x = 
     3 
     1 
v = 
    6.1623 
    1.0000 
H = 
   -0.9487   -0.3162 
   -0.3162    0.9487 
H*x= 
   -3.1623 
    0.0000 

v x 

H*x 



Przykład 

 



 



 



 



 



Zadanie 

Dokonać QR faktoryzację dla macierzy A=[3 5; 
      4 15] 

a1

a2

9

12

Ortogonalizacja Grama-Schmidta  

Ortogonalizacja Householdera 



Odpowiedź  
(Ortogonalizacja Grama-Schmidta )  

A=[3 5; 
      4 15] 

q1=[3/5    4/5]’ 

q1’*a2=[3/5 4/5]*[5 15]’=3+12=15 

(q1’*a2) *q1=15*[3/5 4/5]’=[9 12]’ 

a2’=a2-q1’*a2 *q1=[5 15]’-[9 12]’=[-4 3]’ 

q2=[-4/5 3/5] q1*q2=0 

r11=5 r22=5 

r12=[3/5 4/5]*[5 15]’=15 

Q=[3/5   -4/5 ;    
       4/5     3/5] 

R=[5 15; 
       0 5] 

a1

a2

9

12



Odpowiedź  
(Ortogonalizacja Hauseholdera )  

A=[3 5; 
      4 15] 

V1=[3 4]’+5*[1 0]’=[8 4]’ 

v1'*v1 =80 v1*v1= 
    64    32 
    32    16 

H1 = 
-0.6     -0.8 
-0.8      0.6 

A1 =H1*A 
   -5.0000  -15.0000 
   -0.0000    5.0000 

A1=H1*A A2=H2*A1 

v2 =[0 5]’+5*[0 1]’ 
     0 
    10 

H2 = 
     1     0 
     0    -1 

A2 =R 
   -5 -15 
    0   -5 

Q =H1*H2 
   -0.6    0.8 
   -0.8   -0.6 



Obroty Givensa 

cel 



Transformacja Givensa 

jest obrotem wektora x na kąt teta 

Ten obrót wyzeruje komponent xi,  
zmienia komponent xj, 
a pozostałe komponenty się nie zmieniają. 



Przykład  



Przykład 2 
>> x=[3 4 5]' 
x = 
 
     3 
     4 
     5 
>> planerot([3 4]') 
                       0.6                       0.8 
                      -0.8                       0.6 
>> G12=[0.6 0.8 0;-0.8 0.6 0; 0 0 1] 
G12 = 
                       0.6                       0.8                         
0 
                      -0.8                       0.6                         
0 
                         0                         0                         
1 
>> G12*x 
                         5 
     -4.44089209850063e-16 
                         5 

>> planerot([5 5]') 
         0.707106781186547         0.707106781186547 
        -0.707106781186547         0.707106781186547 
>> g13=planerot([5 5]') 
g13 = 
         0.707106781186547         0.707106781186547 
        -0.707106781186547         0.707106781186547 
>> G13=[g13(1,1) 0 g13(1,2);0 1 0;g13(2,1) 0 g13(2,2)] 
G13 = 
         0.707106781186547                         0         
0.707106781186547 
                         0                         1                         0 
        -0.707106781186547                         0         
0.707106781186547 
>> G13*G12*x 
          7.07106781186547 
     -4.44089209850063e-16 
                         0 



Przykład 3 



Przykład (cd.) 
A=[1 1;1 2;1 3]; 
G12=[1/sqrt(2) 1/sqrt(2) 0; 
    -1/sqrt(2) 1/sqrt(2) 0; 
    0 0 1]; 
G13=[sqrt(2)/sqrt(3) 0  1/sqrt(3); 
    0 1 0; 
    -1/sqrt(3) 0  sqrt(2)/sqrt(3)]; 
G23=[1 0 0; 
    0 1/2 sqrt(3)/2; 
    0  -sqrt(3)/2  1/2]; 
R=G23*G13*G12*A 

R = 
 
    1.7321    3.4641 
    0.0000    1.4142 
         0         0 



Zadanie 

Zbudować macierz(y)  Givensa G  dla wektora X=[3 4 5]’  

dla której  y = G*x oraz y(2) = 0, y(3)=0. 



Jaką transformację wybrać? 

Procedura rotacji Givensa jest przydatna w sytuacjach, gdy tylko stosunkowo niewiele 
elementów poza przekątną musi zostać wyzerowanych, i jest łatwiejsza do zrównoleglenia 
niż przekształcenia Householdera. 

Transformacja Hausholdera ma większą stabilność numeryczną niż metoda Grama-
Schmidta 

Ortogonalizacja Grama-Schmidta jest z natury niestabilna numerycznie. Podczas gdy 
zastosowanie rzutów ma atrakcyjną geometryczną analogię do ortogonalizacji, sama 
ortogonalizacja jest podatna na błędy liczbowe. Istotną zaletą jest jednak łatwość 
implementacji, co czyni ten algorytm użytecznym do użycia do prototypowania, jeśli nie 
jest dostępna wstępnie zbudowana biblioteka algebry liniowej. 


