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Rozktad PA=LU

* Dla kazdej macierzy nieosobliwej (det(A) # 0) rozktad PA = LU jest zawsze mozliwy,
jesli stosujemy czesciowy wybdr elementu gtownego.

* Dla macierzy osobliwych (det(A) = 0) rozktad PA = LU nie istnieje.

>> [L U P]=Iu(A)
L=
0 1 0 1 2 3 2 4 7 L0000 o .
PA=10 0 1 2 4 7| =1|1 5 8 0:5000 1.0000 0
1 0 0 1 5 8 1 2 3 05000 0 1.0000
1 0 O 2 4 7 2 4 7 e
LU=105 1 0 0 3 45| =11 5 8
2.0000 4.0000 7.0000
05 0 1f10 0 -05 123 0  3.0000 4.5000
0 o0 -0.5000

= O O
o O
o = O



Macierz hermitowska

Macierz hermitowska (albo samosprzezona) — macierz kwadratowa
A = (aij)

rowna swojemu sprzezeniu hermitowskiemu, tj. macierz spetniajgca warunek

(aij) = (aj).

Sprzezenie hermitowskie macierzy — ztozenie operacji transpozycji i sprzezenia
zespolonego macierzy zespolonych.

Sprzezenie zespolone — jednoargumentowe
dziatanie algebraiczne okreslone na liczbach
zespolonych polegajgce na zmianie znaku
czesci urojonej danej liczby zespolone;j.

André-Louis Cholesky

(15 October 1875, in Montguyon —
31 August 1918, in Bagneux)

was a French military officer and
mathematician.




Rozktad Choleskiego

Definicja Macierz zespolong A wymiaru n X n, nazywamy dodatnio
okreslong, gdy:

1. A= A" tzn. A jest macierzqg hermitowska.
2. Dla wszystkich x € C™,x # 0 zachodzi x" Ax > 0.

Hermitowska macierz nazywamy dodatnio potokreslong gdy dla
wszystkich x € C" zachodzi x" Ax > 0.

Twierdzenie Dla kazdej dodatnio okreslonej macierzy A wymiaru n X n
istnieje jednoznaczna tréjkgtna dolna macierz L wymiaru n x n, spetniajqgca
warunki lp, >0, k=1,...,n, oraz

A = LL",

Jezeli A jest rzeczywista, to rowniez L jest rzeczywista.



Macierz symetryczna dodatnio
okreslona
[A] nxn

Wszystkie gitdowne minory sg dodatni
| det(Al) >0 (I = 1, 2, ceny n) Kryterium Sylvestera

lub

T
1.y Ay >0, dla kazdego wektora VY

Symmetrical Positive Definite (SPD)

[x] nx1  [AlIX]=[b]  [b] nx1



Macierz dodatnio okreslona

@1 @2 Hpo 13

)| 233 - @Ip-1 @n lub  ~)=0,
@n-11  @n-12 - Zu-ln-1 @u-ln P(l) — det(A — ll )
] 2 -1 &y

1"1‘:.1 =] }D,ﬂz = . = s 1 0
A=-1 2 -1
0 -1 2
2 -1 0 2-2 -1 0
A=|-1 2 -1 P(M)=041 =250 hy=2-+250, h3=2+42>0. A-Al= -1 2-4 -1
0o -1 2 0 -1 2-1
Wszystkie wartosci wtasne sg dodatnie
2 -1 0 2 -1 0

2 -1
A=|-1 2 —1,&1:2>0,,&2:‘ 1 2‘:3;0,153:@;14: -1 2 -1|=4s10|
0 -1 2



Przyktad

2 -1 0
[Al=|-1 2 -1
0 -1 1|
| sposdb
det|Alq|=[2=2>0 &) =aj;
5 4 2 -1 0
det|[Al,,.,| = N det|ALsl=l-1 2 -1
-1 2 0 -1 1
=3>0 =1>0

A jest SPD



2 sposob

scalar =y' Ay

2 -1 0|y,
=lyi v, vsl|-1 2 -1}y,
0O -1 1_ Y3 |

— (zyl2 —2V1Y5 J; 2}’§)+ {Y§ - 2;’2)’3}

(Y -y, P+ Y2+ Y2 +{y2 — 2y,vs)

scalar = (yl - y2)2 T y12 "'(yz - y3)2 >0

A jest SPD



Rozktad Choleskiego (cd.)

jest procedurg rozktadu symetrycznej, dodatnio okreslonej macierzy

(11 12
(i1 a7
(Il  Ipo
__ 2
ayy = Iy
agr = lanln

3 2
agy = 15 + 15,

Az = l31lo1 + lanloo

n

i = J/an

I21
log =

lzg =

i—1
k=1

ajl

i
2
flog — I!:31_
az3 —I31{n1
a2

LiLik

'Et't'

0] [t tor -+ L
0|0 I Ln
0 L

L.l 10 0O Lin




Przyktad

i 3 3 QFJ@rim)
A=P238 =
2aT e ) B~ Y el
7 Eﬁ
znajdujemy:

i=1 Ihy=4=2 Iy=22=1, bL=22=1
i=2 lbp=.5-11=2 L=03-1:1)2=1
i=3 ly=.6—-11—-11=2

zatem

4 2 2 00 | T2 1.1
2 5§ 3|=11 2 O 0 2 1
2" 376 | Sy Tl 0O 0 2




Zadanie

Otrzymac rozktad Choleskiego dla macierzy. Sprawdzi¢ wynik.

4 12 -16
12 37 —43
—16 —-43 98

ayy = lf — i = an il

a1 = lailyy — loy = 7% lii = (i — Z IEE,:;
gz = 331 + E%g — oo = /gy — EEEI k=1
dzp = la1lpy + laaley  —  I3p = “?3?;31‘-'?1
—1
] — Ai; et Linlin



Rozwigzanie

4 12 -16 2
12 37 —43 | = b
—16 —43 98 —8

o= O
e OO O
= OO ka
—= = D
Lo o OO

|



/astosowanie

Dla symetrycznej, dodatnio okreslonej macierzy A

Ax =Db
A =LL*
LL*x=Db



I11 Y1 = bl

I12 Yi + |22 Y, = bz

Przyktad

Yi= ﬂ
Ill

I12 yl

I22

y2=b2—

b3 B I13 Y1 — |23 Y,

Y1
Y

Ys =

|33




Przyktad (cd.)

n L, 1]
11 12 13
¥y 2l 0 1, Lyl x
_ 1=]+1 22 '23 2
j
IJJ _O 0 |33 | X3
— y
|33X3—Y3 X, =
|33
X Y2_|23X3
, =
|22

Y- %, — 13X,

I11

Y1
Y
Ys




Zadanie

A =
Rozwigzac¢ uktad przez rozktad Choleskiego
3 -2
-2 3
>> chol(A)
>> B
ans =
B =
1.7321 -1.1547
1 0 1.2910
1
>> AN-1*B
ans =
1.0000

1.0000



LDL* dekompozycja
AXx=Db

- T
ale nie koniecznie dodatnio okreslona A - LDI—

A=LDL"
LDLX =B

Z=DL*X I -
Y=L"X ii

4 12 —16
12 37 —43 LZ =B
—16 —43 =98 DY= 7
L’X=Y

(D 12 -16 100\ /@0 0 1 3 —4
12 37 —43 |=| 310f[o1o0][0o1 >
_16 —43 98 4 51)\oo09)\oo0 1



Ay
a21

_2131

Ay,

a32

LDL* faktoryzacja

a,| |1

23 |21

dss |

_|3l

0
1

|32

[A]=[L][D][LT

0fd, O
of 0 d,
10 o

i1
I ST
dji =i = 2l

Iij — £a|J —

-1

2

k=1

|yl
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Przyktad




Zastosowanie LDL* do Ax=b

[A]=[LI[D][L] (10 0Ta] b
L, 1 O0fz,|=|b,
[LI[DI[L]" [X]=[b] CRERI LYY
Z; =b; — iiLikzk for1=123,.....,n
[L][2] =[b]
1oy x| [wn
[D]ly]=[z]

0 1 Inp|X|=|Y,

0 0 1| X5 Y3
[L] [X]=[y] C o T T T
Xi — yi — Z|kiXk; fOI’Izn, n_l, ....... 1
k=i+1



/adanie
Ax=Db

Rozwigzac¢ uktad przez LDL* rozktad

>> B

>> AN-1*B
ans =

0.0769
-0.3846



>> A=[3 -2; -2 -3]

3.6056
>> [L,D] = IdI(A)
L=

1.0000 0
-0.6667 1.0000
D=
3.0000 0

0 -4.3333

Funkcje w Matlabie

>> A=[3 -2; -2 -3]
>> [L,U,P] = lu(A)
L =
1.0000 0
-0.6667 1.0000
U=
3.0000 -2.0000
0 -4.3333
P =
1 O
0O 1
>> chol(A)
Error using chol
Matrix must be positive definite.



Macierz trojdiagonalna

b

ds

Cq
bz Cr

da; b3




LU faktoryzacja macierzy

trojdiagonalnej

b, ¢ 5 i T3 e =
a by ¢ 0 1 0 u C

a3.b3 B [2 0

s UL .
Cn—-1
0 G 0 0
a b, . "] ln 1_ = Uy L

Elementy /..., [, oraz u,, ..., u, mozna obliczy¢ rekurencyjnie ze wzorow

Uy = bl

li=a;|u;_,

U;= b,-—l,-c,-_l dla I=2j 3_., saivn T8




Zadanie

Znalez¢ rozklad LU macierzy

Uy = b1
l; = ai/ui—l
ui=b; — lici_,




Odpowiedz

>> [L,U] =lu([2 2 0;-2 0 2,0 -2 0])
L =

1 0 O

(I
[HEY
o

o
N
N



Trojdiagonalny uktad (cd.)
F{x =d
LUx=d Ly=d

J

y1=d, Ux Sk y
yi=d—bYi-1|dla i=23,..,n
xn = yn/u"

dla

i=n—1,i’l—2,...,1

U
. s 0
U M
. Cn—1
0 .
Uy

x; = i— CiXis1)/ {1 [



b,

a;

s

—

1

0
1
1

b

det T=—1

Niestabilnos¢ metody

U = b]
l; = ai/ui—l
U= bi_ lici_

otrzvmuiemv u; = 1. L, = 1, u, = 0, a wigc niemozliwe jest obliczenie /3 = 1/u,.

Cy
b, ¢

a; b, ;




Niestabilnos¢ metody

r = U = b] _il e o

1 1 O a;.bi'... .
T=|11 1|, detT=-1 AT T R o

014 ui=b;— lic;_4 | °

otrzvmuiemv u; = 1. L, = 1, u, = 0, a wigc niemozliwe jest obliczenie /3 = 1/u,.

Mozliwe sg inne rozwigzania

- _ i N
l | S "
az. O 0
L= I =
0 0 Uy
a, I, 1
T=LDU




>> PT=P*T

>>T=[110;111;011]

PT

lu(T)

>>[LUP]

O i

lu(PT)

- O

>> [L U]

o O

o 1 O

- O

O O

O « O

- O

O i
— — O

W — oo



Rzadkie macierzy

Macierz rzadka — macierz, w ktorej wiekszos¢ elementdéw ma wartosé zero.

N

(S
©C O O wmi-

0.50

0.25

~ |-

e © ©

S © w o N

o

0.50
-1
-0.25
-1

1
~0.50 0.50
-2 -3

Niezerowe elementy

(3.5 )

2.5
6

-2.5

L — 0. 50,




Problem wypetnienia (fill-in)

Faktoryzacja LU moze zwiekszyc liczbe niezerowych elementow w poréwnaniu do
oryginalnej macierzy. Zjawisko to nazywa sie wypetnieniem (fill-in).

Spy(A) Spy(L)
A=[4121/22; ) ‘
11/2000; B 1
20300;
1/2005/8 0; 2 2
2000 16]; ab - ! g
L=chol(A)'; . ,




Przyktad

A=[4121/22; T m

11/2000;

20300; 2 0

1/2005/8 0;

2000 16]; - -
L=chol(A)'; - T

=
ka N = O



Przebudowa macierzy
x;"'Z:'ES-—;-F], l-'= l, 2, ¢ s ey 5

\
4 1 2 % 2‘ r.1:, 7‘
1 L 0 0 0f |x 3
2 0 3 0 0 X3 = 7
-jl!— 0 0 -:- 0 X4 -4
2 0 0 0 16 Xs -4
J \ )
[ 2 ' 0
0.50 0.50

\

1 -1 1
0.25 -0.25 —0.50 0.50
1 -1 -2 -3

1

i
1600 0 2) [z [-4
0 0 3 0 2 (%] =17
0 0 0 L 1] (x 3
2 L 2 1 4 x 7
\ 2 ' ) ) .
[ 4 0
0 0.791 !
L=1|o0 0 1.73

0 0 0 0.707

(0.500 0.632 1.15 1.41 0.129)




A=[4121/22;
11/2000;
20300;
1/2005/80;
2000 16];

L=chol(A)';

P=[00001;
00010;
00100;
01000;
10000]j;

Ap=P*A; %wiersze

As=Ap*P; %kolumny

4
1 1]
1.3
2
2
1.5
1
0.25 2
1
16 0
0 25
0 0
0 0
2 5
>> chol (As)'
ans =

o O W o M

0.5
0
0
0.625
0
0
0
1 0
).5 0.
-2 3
0
0
0
0.5
1
0 0
0
1.7321 0
0 0.70711
1.154 1.4142



Zagadnienie optymalizacji
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Problem optymalizacyjny
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Approximate Minimum Degree
Permutation (AMD)

Approximate Minimum Degree (AMD) to efektywny heurystyczny algorytm do znajdowania
permutacji wierszy i kolumn rzadkiej macierzy. Jego celem jest minimalizacja wypetnienia
(liczby niezerowych elementdw) w trakcie dekompozycji LU, Cholesky lub QR, co prowadzi do
oszczednosci pamieci i czasu obliczen.

Dla duzych, rzadkich macierzy dekompozycje takie jak LU, Cholesky czy QR mogg prowadzic¢
do powstawania nowych, niezerowych elementéw (tzw. wypetnienia).

AMD reorganizuje macierz przez permutacje wierszy i kolumn w taki sposdb, aby
minimalizowac to wypetnienie, co usprawnia obliczenia.



Graf sasiedztwa:

Graf sgsiedztwa

Kazdg macierz rzadkg mozna przedstawic jako graf nieskierowany, gdzie:

* Wierzchotki odpowiadajg wierszom (lub kolumnom).

* Krawedzie istniejg, jesli macierz ma niezerowy element.
* Stopien wierzchotka: Liczba krawedzi tgczgcych dany wierzchotek z innymi
odpowiada liczbie niezerowych elementow w danym wierszu lub kolumnie.

0100;
1010;
0101,
0010];

showGraphDS.m

Graf sgsiedztwa macierzy A

(243

Strategia minimalnego stopnia:
Minimalizowanie stopnia
wierzchotkdéw (liczby potaczen)
minimalizuje wypetnienie w
trakcie eliminacji Gaussa



Algorytm AMD

Inicjalizacja:
e Utworz graf sgsiedztwa macierzy (na podstawie jej niezerowych elementéw).
* Oblicz stopnie wierzchotkéw (liczba potgczen kazdego wiersza/kolumny).

. Wybor wierzchotka o minimalnym stopniu:

e Znajdz wierzchotek o najmniejszym stopniu.
 Dodaj go do permutacji.

. Aktualizacja grafu (schodkowe eliminacje):

 Po wybraniu wierzchotka aktualizuj graf:
* Potacz sgsiadéw (operacja zwana wypetnieniem).
* Przelicz stopnie wierzchotkdw.
Kontynuacja:
* Powtarzaj kroki, az wszystkie wierzchotki zostang dodane do permutac;ji.

. Zakonczenie:

e Zwroc permutacje, ktora minimalizuje wypetnienie.



Przyktad

0
1
0

O = D
O = O
o = O D

0

Krok 1: Reprezentacja macierzy jako grafu

Macierz A jest macierzg sgsiedztwa grafu nieskierowanego. Kazdy wiersz/kolumna odpowiada

wierzchotkowi, a niezerowe elementy oznaczaja krawedzie miedzy wierzchotkami.

* Wierzchotek 1 jest potagczony z wierzchotkiem 2.
* Wierzchotek 2 jest potaczony z wierzchotkami 1 3.
* Wierzchotek 3 jest potgczony z wierzchotkami 2 i 4.

* Wierzchotek 4 jest potaczony z wierzchotkiem 3.

Graf wyglada nastepujgco:1-2-3-4



Przyktad

O = O
O = O =
_= O = O
o = O O

0

Krok 2: Inicjalizacja

Algorytm AMD dziata na zasadzie eliminacji wierzchotkdw o najmniejszym stopniu (liczbie sasiadow). W
kazdym kroku wybieramy wierzchotek o najmniejszym stopniu, eliminujemy go i aktualizujemy stopnie
jego sasiadow.
* Stopnie wierzchotkow:

o Wierzchotek 1: stopien 1 (sagsiad: 2)

o Wierzchotek 2: stopien 2 (sasiedzi: 1, 3)

o Wierzchotek 3: stopien 2 (sasiedzi: 2, 4)

o Wierzchotek 4: stopien 1 (sagsiad: 3)



Przyktad

oo~ O
O = O =
_= O = O
o = O O

Krok 3: Eliminacja wierzchotkow
Krok 3.1: Eliminacja wierzchotka 1

* Wybieramy wierzchotek o najmniejszym stopniu (wierzchotek 1 lub 4). Zat6zmy, ze wybieramy

wierzchotek 1.
* Eliminujemy wierzchotek 1 i dodajemy go do permutacji: p = [1].
* Aktualizujemy stopnie sgsiadow wierzchotka 1:

© Wierzchotek 2: stopien zmniejsza sie z 2 do 1 (traci sgsiada 1).



Przyktad

o = o O

o O = O
O = D =
= O = O

Krok 3.2: Eliminacja wierzchotka 4

* Teraz wierzchotki 2 i 4 maja stopien 1. Wybieramy wierzchotek 4.
* Eliminujemy wierzchotek 4 i dodajemy go do permutacji: p = [1, 4].
* Aktualizujemy stopnie sgsiadow wierzchotka 4:

o Wierzchotek 3: stopien zmniejsza sie z 2 do 1 (traci sgsiada 4).



Przyktad

o = o O

o O = O
O = D =
= O = O

Krok 3.3: Eliminacja wierzchotka 2

* Teraz wierzchotki 2 i 3 maja stopien 1. Wybieramy wierzchotek 2.
* Eliminujemy wierzchotek 2 i dodajemy go do permutadji: p = [1, 4, 2].
* Aktualizujemy stopnie sgsiadow wierzchotka 2:

© Wierzchotek 3: stopien zmniejsza sie z 1 do O (traci sgsiada 2).



Przyktad

o = o O

o O = O
O = D =
= O = O

Krok 3.4: Eliminacja wierzchotka 3

* Pozostat tylko wierzchotek 3.

e Eliminujemy wierzchotek 3 i dodajemy go do permutadji: p = [1, 4, 2, 3.



Przyktad

oo~ O
O = O =
_= O = O
o = O O

Krok 4: Permutacja

Ostateczna permutacja zwrocona przez algorytm AMD to:
p=1[1,4,2,3]

Oznacza to, ze wiersze i kolumny macierzy A nalezy przepermutowaé w kolejnosci: 1, 4, 2, 3.



Przyktad

o = o O

o O = O
O = D =
= O = O

Krok 5: Zastosowanie permutacji do macierzy

Po zastosowaniu permutacji p do macierzy A otrzymujemy macierz Apﬂrm:

0O 01 O
0O 0 0 1
Apcrm:A(pap): 1 0 0 1
011 0




o O = O

o= O -

_ O = O

o = o O

Przyktad

przykladAMDprosty.m

Macierz przed permutacja

Macierz po permutacji AMD




A(P,P)

Wyrazenie A(p, p) w MATLAB-ie oznacza permutacje wierszy i kolumn macierzy A zgodnie z

wektorem permutacji p. Jest to sposdb na zmiane kolejnosci wierszy i kolumn macierzy, aby uzyskac

nowg macierz A, ktéra ma lepsza strukture (np. mniejsze wypetnienie podczas faktoryzacji LU).

Jak dziata A(p, p) ?

1. Wektor permutacji p:
o Wektor p okresla nowa kolejnosc wierszy i kolumn.
o Przyktad: Jesli p = [2, 1, 4, 3], oznacza to:
= Wiersz 1 nowej macierzy bedzie wierszem 2 starej macierzy.
= Wiersz 2 nowe] macierzy bedzie wierszem 1 starej macierzy.
= Wiersz 3 nowej macierzy bedzie wierszem 4 starej macierzy.
= Wiersz 4 nowej macierzy bedzie wierszem 3 starej macierzy.

© To samo dotyczy kolumn. Sktadnia A(p, p) :
© A(p, p) oznacza:
= Wybor wierszy macierzy A zgodnie z wektorem p.

= Wybér kolumn macierzy A zgodnie z wektorem p.



Przyktad

P

A_perm = A(p, p);

~ B =
CoO i M2
O O W
ed % & |
[V

[2, 3, 1]; % Wektor permutacji

% Permutacja wierszy i kolumn

Maclierz przed permutacjg:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Maclierz po permutaciji:
5 6 4
8 9 7
2 3 1

>> A([3,2,1]1,1[1,2,3])

] 8 9
5 ©
1 2 3




Problem pamieciowy

A = eye(10060);

whos A
Name Size Bytes (Class Attributes
A 18epex1ea6a 3000000068 double

This matrix uses 800-megabytes of memaory.

Convert the matrix to sparse storage.

S = sparse(A);

whos S
Name Size Bytes Class Attributes
S 16000x160008 248008 double sparse

In sparse form, the same matrix uses roughly 0.25-megabytes of memaory. In this case, y



Portret macierzy rzadkiej

Pa def {(2,7) | ai; # 0} Zbior indeksow

Macierz z niesymetrycznym portretem A # AT 3(4,7) € Pa:  (J,1) & Pa

Niesymetryczna macierz
Z symetrycznym portretem

(i,7) € PA <= (J,1) € Pp Gij # ;s

Symetryczna macierz (%7) c PA < (33) c PA ai; = aji



Compressed Sparse Row (CSR,CSC —
column)

* aelem, ktory zawiera wszystkie niezerowe elementy
macierzy A, wymienione w kolejnosci wierszy;

* jptr, ktory zawiera takg samg liczbe elementow jak
aelem i dla kazdego z nich wskazuje, w ktorej kolumnie
znajduje sie dany element;

* iptr, ktory przechowuje liczbe elementow rowna
wymiarowi macierzy A powiekszonemu o jeden. Jej i-
ty element okresla pozycje, od ktorej zaczyna sie i-ty
wiersz macierzy w tablicach aelem i jptr. W zwigzku z
tym iptr[i+1]-iptr[i] jest rowne liczbie niezerowych
elementow w i-tym wierszu. Ostatni element iptr[n+1]
jest rowny liczbie elementow w aelem plus jeden.

Mozna zastosowac¢ modyfikacje CSR, w ktdrej dane sg przechowywane w ten sam sposéb i w
tych samych tablicach, z tym, ze niezerowe elementy macierzy sg zestawiane nie wierszami, a
kolumnami. Ten wariant jest znany jako CSC.



Przyktad

(9 0 0 3 1 0 1)
0 11 2 1 0 0 2
0O 1 10 2 0 0 O
A=1]12 1 2 9 1 00
1 0 0 1 12 0 1
0O 0 0 0 0 8 0
\2 2 0 0 3 0 8)
n==1
aelem = [\9}3?1,1,11,2?1}2}1,10,2}2,1}2,9}1,1}1,12,1, 8 ,2,2,3,8]
— N . S e — o AR o N~ y
4(1) 4(5) 3(9) 5(12) 417y H21)  4(22)
jptr = [1,4,5,7,2,3,4,7,2,3,4,1,2,3,4,5,1,4,5,7, 6 ,1,2,5,7]
~ - PAAN ~ S Nt - AN ~ o ""v-""' N’
4(1) 4(5) 3(9) 5(12) 417y U2L) 422

iptr = [1,5,9,12,17,21,22, 26]



lloczyn macierzowy ::

x=[1234567];

>> A*X
Input: x; aelem, jptr, iptr; n
Output: z=Ax ans =
fori=1:n{
z[i]:=0 33
for j = iptr[i] : iptr[i+1]-1 { 46
z[i]:=z[i]+x[jptr[j]] *aelem]j] 40
} 51
} 72
48
77

49 krokow

iloczynAx.m

33
46
40
51
72
48
77

25

> nnz(A)
ans =

Ax

25 krokéw



CSIR — Compressed Sparse (lower
triangle)

Aby przechowywaé macierze z symetrycznym portretem i
niezerowg przekatna gtdwng, mozna zastosowac ten sam
schemat CSR, z nastepujgcymi zmianami:

* elementy gtéwnej przekatnej sg przechowywane oddzielnie
w tablicy adiag;

e zamiast tablicy aelem uzywana jest tablica altr, w ktorej w
ten sam sposob przechowywane s3 tylko elementy pod
przekatnej macierzy. Tworzone s3g dla niego tablice jptr i
iptr;

» dla przekatnych elementow macierzy tworzona jest tablica
autr, ktora przechowuje elementy nie w rzedach, ale w
kolejnosci kolumn. Dla autr, ze wzgledu na symetrie
portretu, tablice jptr i iptr nie sg tworzone.



Przyktad

N e N,
,1,1,2,5,7,7,10]

(9 0 0 3 1 0 1) x=[123456 7]
011 2 1 0 0 2
0 1 10 2 0 0 0
2 1 2 9 1 00
1 0 0 1 12 0 1
0 0 00 0 80
\2 2 0 0 3 0 8)
adiag = [9,11,10, 288}
altr = [1,2,1,2,1,1,2,2, 3]
\-—-V-—-""'-v-"""—v—"'
autr = [2,3,1,2,1,1,1,2,1]
g
jptr = [2,1,2,3,1,4,1,2,5]
1

iptr =



lloczyn macierzowy Il - = Az

>> A*x >> 7
Input: x; adiag, altr, autr, jptr, iptr; n
ans = ans = Output: z=Ax
fori=1:n{z[i]:=x[i]*adiag]i] }
33 33 fori=1:n{
46 46 for j=iptrl[i] : iptr[i+1]-1 {
40 40 z[i]:=z[i]+x[jptr[j]]*altr[j]
ot . z[jptr(j]]:=z[jptr[jl]+x[i *autr[j]
72 72 }
48 48 }
77 77
Jesli zamienimy referencje na tablice altr i autr,
49 krokow 16 krokéw to zamiast z := Ax zostanie obliczony iloczyn

z:=ATx.

Ten sam algorytm mozna zastosowaé w przypadku macierzy symetrycznych. Jedyng
konieczng zmiang jest uzycie nie dwadch tablic altr i autr, ale jednej z nich.



ILU do rozwigzania uktadu rownan

Incomplete Lower-Upper triangles decomposition

A: adiag, altr, autr, jptr, iptr L: lltr, Idiag U: uutr, udiag
lItr-CSR uutr-CSC

Lz=f Uz =/f

z=L~f z=U"f
Input: f; Idiag, lltr, jptr, iptr; n Input: f; udiag, uutr, jptr, iptr; n
Output: z=L 1 f Output: z=U 1 f
Additional effect: changed f Additional effect: changed f
fori=1: n{ fori=n:-1:1{
for j=iptr[i]:iptr[i+1]-1 { z[i]:=f[i]/|diag][i]
fli]:=f[i]-z[jptr[jl]1*!1tr[j] for j=iptr[i]:iptr[i+1]-1 {
} fliptrljll:=fljptr(jll-z[i] *uutrj]
z[i]:=f[i]/Idiag][i] }

} }



Przyktad

z = 0.1111 0.1818 0.2818 0.3369 0.3793 0.7500 0.6595

zf'= 0.1111 0.1818 0.2818 0.3369 0.3793 0.7500 0.6595

f=[1 2 3 4 5 & 7
L;
o 0 0 0 0 [ [
0 11 0 0 0 0 0
l 10 0 0 [ [ "
2 1 2 9 0 zf=LN-1*f
1 1 12
| | | 0 0 B [
2 2 0 0 3 0 8

Aminusl.m

9 krokow

49 krokéw (LU)



Przyktad

A =LaUxp
(9 0 0 3 1 0 1) 1
0 11 2 1 0 0 2 0 1
0 0.091 1
01102 0 00 Tl e To e
A=|2 1 2 9 1 00"
1 0 0 1 12 0 1 2.223 0.1082 —03.037 —10.0930 0.2411 01
11 2 1 0 0 2
U 0 0 0 U 8 U 9.818 1.909 0 0 —0.1‘82
\2 2 0 0 3 0 8 § T em o7 om
3 0
7.149
Az = b Duzo nowych niezerowych elementéw
Lay = b

Uaz = . >> [L U]=lu(A)




Przypadek rzadkiej macierzy - ILU

def (,. . A=LU+R
Pa = {(2,7) | aij # 0} "

e P, C Pa i Py C Pa; indeksy

] PAF"IPR:@.

Niekompletna LU -faktoryzacja macierzy —
ILU - incomplete LU factorization

A ~ LU



ILU faktoryzacja

W tej metodzie do portretu nie wprowadzano zadnych nowych niezerowych elementow!

Aby znalez¢ macierze L i U, wygenerujemy je wiersz po wierszu. Zatézmy, ze pierwsze (k-1)
wiersze zostaty juz znalezione i trzeba znalez¢ k-ty wiersz. Zapiszmy blokami pierwsze k
wierszy rozktadu

A=LU+R

Ay Ap )y (L O Ujr Ujpg N Ri1 Ry
a%nl agz lgl 1 0 ugz rgl r%"g

121, U922, I'oy1 i I'o9o sg wektorami.

Mozna przepisac to tak:

A1 A L1Upi +Riy LiiUps + Ryo
a%nl a%nz l%UM + I’gl lglUlz + ng + rgz



Metoda ILU faktoryzacji (cd)

Skad mamy

T T T
15,U11 +1r3; = ay;
T T T T
Uy + Ty = ay — 15U

Pamietajac, ze [ = 1

rozwigzujac te uktady, mozemy znalezé wspodtczynniki k-tych rzedéw macierzy dekompozycji

ety sl k=1, Uk -+ - 5 Ukp
Obliczymy [ .- zaktadajac, ze Zkl c .. lk 1  zostaty juz znalezione.
kj \J
(j<k zawsze dla macierzy L)

Jezel Afj = 0 to lkj =0

Inaczej
J J—1
Z i = Z lkivij + lkjujj = ag;

biorgc pod uwage fakt, ze dla i > j elementy gérnej macierzy tréjkatnej U sg rowne zeru.



Metoda ILU faktoryzacji (cd)

23
Skad mamy Zk:j " E Zmuzj
77

Przypomnijmy, ze zaktada sie, ze rzedy macierzy L i U od pierwszego do k-tego zostaty juz
skonstruowane. Skoro j < k, to wszystkie wspotczynniki macierzy U zostaty juz okreslone.

W sposob podobny pod warunkiem ij = 1 mozna obliczy¢ ’U,kj

Ukj = Q5 — Z lkitij gdy  Qkj # 0

Teraz dla i > k elementy dolnej tréjkatnej macierzy L sg rowne zeru.

W przypadku gdy a,k.j = () mamy Ukj = 0




Algorytm ILU

zwieksz 9
I =1
Dla J =m
Jezeli (kJ) ¢ Pa
to Ug; = 0

k—1
inaczej Uj = Qg — Z Ekiu-,;j
=1

zwieksz j
zwieksz k




Przyktad

/9 0 0 3 1 01
ISR P =1,1),(1,4),(15),(1,7),(2,2),..}
01 102 0 00
A=[2 1 2 9 1 00
1 0 0 112 0 1
IEEEREY L0 ke2jel
111=1 (2,1)€P,
Dla k=1,n 121=0
Dla J'—l--i\'—l_ =1 122=1
Jezeli (:lo”ff f’:A“ (1,1)€P,
o | - ull=all=9 =2
nacze) I iﬁ(%zhw“u) j=2 (2,2)€EP,
wieksz j " - (1,2) &P, u22=a22-111*u12=11-1*0=11
Ikkf:l . u12=0
Dla j=k,n
tezeli  (k,j) & Pa "
to uj:=10 =7
k—
inaczej  wy; = ap; — .Z]I Lriteij (]I;)EEA7 .
= ul/7=al’/=

zwieksz J

zwieksz k



(9 0 0 3
0 11 2 1
0 1 10 2
2 1 2 9
1 0 0 1
0 0 0 0

\2 2 0 0

R=A-LU-=

_0 O

w oo

cCo oo o oo

Przyktad

o oo oo o O

oo oo o o o

)

oo O O N

—

el e i e B e I e i e

—0.364

[ 1
0
0
L = 0.222
0.111

\ 0.222

/9 0
11

c oo oo o
oo o O O O O

—0.848

1
0.091
0.091

9.818

cC o oo o OO

0

1.909 0
7.889  0.778
11.823

oo OO

O =

(I
[ ]

= N
__-/'_l

0.889

—



Sparse w Matlabie

nnz(A)=25 Number of nonzero matrix elements.
S=sparse(A);

[ Tx7 sparse double

el - [L,U,P] =ilu(S); permutation matrix P
(1,1) 9 5 L S L u 5 L u P
(4,1) 2 i 7x7 sparse double [ 7«7 sparse double 1 7x7 sparse double
(5:1) 1
(7,1) 2 val = val =
- 11 val =
= (1,1) 1.0000 (1,1) 9.0000
(3,2) 1 (4,1) 0.2222 (2,2) 11.0000 1.1 1
(4,2) 1 (5,1) 0.1111 (2,3) 2.0000 (1,1)

(71,2) 5 (7.1) 0.2222 (3,3) 9. 8182 (2,2) 1
t2‘3} 5 (2,2) 1.0000 (1,4) 3.0000 (3,3) 1
P (3,2) 0.0909 (2,4) 1.0000 (4, 4) .
(3,3) 10 (4,2) 0.0909 (3,4) 1.9091 !
(4,3) 2 (7,2) 0.1818 (4,4) 7.8889 (35,5) 1
] ’ R PR
1,4) 3 oo L0008 (1,5) 1.0000 (6,8) 1
(1, (4,3) 0.1852 (4,5) 0.7778 (7,7) 1
(2,4) 1 (4,4) 1.0000 - =) 11 8910 o
(3,4) 2 =y J-uees (6,6) 8.0000
(5:5) 1.0000 o o
LA_AN Li (7,5) 0.234% (1,7) 1.0000
(6,6) 1.0000 (2,7) 2.0000
(7,7) 1.0000 (3.7 U ee
(7,7) 7.2053

iluA.m



Sparse to Full
| o

R Lf
Lf=full ( L); ( 9 0 0 3 1 0 1 (] 7x7 double : : : 6 :
1 4
Uf=full(U); 0 112 10 0 2 , : 0 0 0 0 : 0
0O 1 10 2 0 0 O 2 0 1 0 0 0 0 0
Pf=full(P); A=I|2 1 92 9 1 0 o0 3 0 00909 1 0 0 0 0
— x| 1f- 4 0.2222 0.0909 0.1852 1 0 0 0
R=A-Lf*Uf; L0 0 112 0 1 5 0.1111 0 0 00845 1 0 0
Af=Lf*U f; O 0 0 0 0 8 0 6 0 0 0 0 0 1 0
\2 2 0 0 3 0 8 } 7 022 01818 0 0 02349 0 1
3 L u P R Lf uf
5 L U P R Lf uf Pf Af . L L L . L
B 7 dowble : : : ) : HH 7x7 double
1 5 ) ; . . S 1 2 3 4 5 6 7
1 9 0 0 3 1 0 1 1 9 0 0 3 L 0 L
2 0 1 2 1 0 0 5 2 0 11 2 1 0 0 2
3 0 1 10 2 0 0 0.1818 3 0 0 9.8182 1.5091 0 0 0
4 2 1 2 9 1 0 0.4040 4 0 0 0 7.8889 0.7778 0 0
5 1 0 0 1 12 0 1 5 0 0 0 0 11.8232 0 0.8889
6 0 0 0 0 0 8 0 6 0 0 0 0 0 8 0
7 2 2 03636 08485 3 0 8 7 0 0 0 0 0 0 7.2053
J S XL XU X[P R s L u P R Lf Ut Pf
£ 7x7 double EH 757 double _ ' - -
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 -0.1818 3 0 0 1 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 -0.4040 4 0 0 0 1 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 1 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 0 0 0 1 0
7 0 0 -03636  -0.8485 0 0 0 7 0 0 0 0 0 0 1




Matlab

spy(A) 0

1 o .
2 . o .
3 . . .
4 . . . .
5t . .
Al
7t . ]
o .

0 2 4

nz=25



Realizacja algorytmu

W oS Wns W N

SWLoUn0EBNESLouYnisewibEHD

iluAm

ILIOS.m +
clear all;
PA={1 1;1 2;2 1;2 2;2 3;3 1;3 3});
A=[110;2 1 3;0 0 8];

T

|
K
-
K
-
-

for j=1:k-1

if isempty(findrow(num2str([k j]),num2str(PR))) _ [||!|.__||:| & "”.IP"
L(k,3)=0:

lse

o

s=0;
i=1:3-1
s=L(k,1i)*U0(i,3):

)

end;
L(k,3)=1/0(3,3)*(A(k,])-s):
end; 5if

k)=1;

or j=k:n
if isempty(findrow(num2str([k j]),num2str(PA)))
U(k,3)=0;

else

or i=l:k-1
s=L(k,1)*U(i,3):

end;

U(k,j)=A(k,])-s:

end; %$if



Przypadek symetrycznej macierzy

A =LU
m=) L=U'
.

A=A

A=LL" +R=U'U+R

lub A=LDII + R



Algorytm

Dla k=Tn
Dla j=LAk-1

Jezeli  (k:J) & Pa
to lkj=0

N 1 -
inaczej Iy := T (akj — Zdzfﬁ;fﬁ;)
J i=1
zwieksz j

k—1
e 2 g2
dk = Qpp — E lkidi
=1

zwieksz k




Przyktad

o w o ©
—_ O o O
- o

O = = O

) . D = diag (9,8,11,8.784) .

0.125 0.091 1

R=0



Zastosowania
Rozcigganie preta

h——”ﬂ

E Ax) —

NANNN

-—
o~
-—

Ugiecie belki

x =
D3 = S 9 we| =

~een  oygo oMo
c) -
=
‘ —

o~ NS = -

=S = o~ e

< §. 3 Py

Zginanie cienkiej ptyty

Yy

U

|

|

w=0 |
Fw/dx=0 i x

U

U

U

U

w=0

ow/dx=0




Pret rozciggany

Rozwazmy pret o powierzchni przekroju poprzecznego A(x) i dtugosci L. Pret
zrobiony jest z materiatu o module Younga E. Pret jest obcigzony obcigzeniem
ciggtym dziatajacym wzdtuz osi preta o intensywnosci g(x) i sita skupiona P.

N(x) i N(x) + dN(x)‘sq sitami normaflnymi dz.iaiajacymi w Pm?krojach A(x) d2 U(X)
li A(x + dx). Korzystajac z warunku réwnowagi mozemy zapisac
—N(x) + N(x) + dN(x) + q(x)dx = 0. EAW + Q’(X) — 0!
Site normalng (podtuzng) stanowi suma naprezen normalnych 0 < X < L '
N(x) = ox(x)A(x).
Wykorzystujac réwnanie fizyczne (konstytutywne, Hooke'a) okredlajace zaleznoéé U(X — 0) =0

odksztatcenia od naprezenia
0x(x) = Eex(x),
i rownanie geometryczne (Cauchy'ego) wiazace ze zoba przemieszczenia U(X) == przem |eSZC2en |e pu N kowe

i odksztatcenia
du(x)

ex(x) = et




Metoda roznic skonczonych

Co to jest MRS?

Metoda réznic skonczonych (MRS) jest przyblizona metoda dyskretnego
rozwigzywania probleméw brzegowych, opisywanych zwyczajnymi lub czastkowymi
rownaniami rozniczkowymi.

|dea metody polega na zamianie operatoréw rézniczkowych na odpowiednie
operatory réznicowe (ilorazy roznicowe), okreslone na dyskretnym i regularnym
zbiorze punktoéw, zwanych siatka.



Metoda roznic skonczonych

Metode réznic skonczonych zastosujemy do rozwigzania réwnania

d?u

— =1(x,

g = ()
W pierwszym kroku zamienimy operatory rozniczkowe na odpowiednie operatory
roznicowe, wykorzystamy szereg Taylora dla funkcji u(x,y) w otoczeniu

u(x +h,y)iu(x—h,y)

du(x,y) 1d2u(x,y) 5 1d3u(x,y) 2
dx h+§ dx?2 h_l_g dx3 4

du(x, 1d%u(x, 1 d3u(x,
u(x —hy) =u(x,y) — Eﬁy]h—l—a%hz—g%hg—l—””

+...,

u(x+hy)=u(x,y)+




Metoda roznic skonczonych

Odejmujac stronami i pomijajac wyrazy z h? i wyzsze otrzymamy

du(x,y) 1
dx ~ Zh[tf(x—l—hy)—u(x—hy)]

Powyzszg zaleznos¢ nazywa sie wzorem rdéznicowym centralnym pierwszego

rzedu.

W przypadku sumowania stronami rozwinie¢ w szereg Taylora i po pominieci
wyrazéw z h* i wyzszych, otrzymamy

d?u(x, 1
d(xz ") s (ulx +h,y) = 2u(x,y) + u(x = h,y)].

Powyzsze zaleznosci nazywajg sie wzorami réznicowymi drugiego rzedu.



Metoda roznic skonczonych

Podstawiajgc wzory réznicowe do wyjsciowego rownania, otrzymamy
u(x+ h,y) —2u(x,y) +u(x—hy)="~f(x,y),

lub
u(Xit1,yj) — 2u(xi, y;) + ulxi—1, y5) = F(xi,y5)-

Na rysunku ponizej znajduje sie punkty wystepujace we wzorach réznicowych,
tworzace tzw. gwiazde roéznicowq.

(x-h, y) @ f Q f o (x+h, y)

(% y)




Metoda roznic skonczonych

@ sztywnos¢ preta EA =1, qx

@ obciagzenie g(x) = x, . |

@ dtugos¢ preta L =1, - X
.

.

Do dalszych obliczen, przyjmijmy siatke 6-weztowg, zatem odlegtos¢ miedzy
weztami wynosi h = 0, 2.

q‘l:U q2:0,2 q320,4 qiz[],ﬁ I':II'EZU,-S "-?5:1

|
o
=Y

x,=0 x,=02 x=04 x,=06 x=08 «x=1

6
#, U, Uy Uy Us Ug

u,=u(0)=0 _ " ~u'(1)=0

u(x) — przemieszczenie punkowe




Metoda roznic skonczonych

Zapiszmy uktad réownan MRS

@ wezet 1: wu; =0, podstawowy warunek brzegowy,
Uy — 2Us + U3

@ wezet 2: 0.2 = —0,2, iloraz roznicowy centralny,

—2
@ wezet 3: = © [;3):_ t_ —0,4, iloraz réznicowy centralny,

— 2
@ wezet 4: 1 © [;4):_ % _ —0.6, iloraz réznicowy centralny,

ug — 2us + u : L.

@ wezet 5: 2 © 25)2 ® = 0,8, iloraz roznicowy centralny,
@ wezet 6: o _ 0, naturalny warunek brzegowy, iloraz roznicowy

0,2
wstecz.

u(x) — przemieszczenie punkowe



NMotnda rA7znic clenAc7anvich

Po prostych przeksztatceniach otrzymamy ukfad réwnan

a jego rozwiazanie wynosi

55 104

uy =0, wu = 750’ U3

"1 0 0 0
1 -2 1 0
0 1 -2 1
0 0 1 -2
0 0 0 1
0 0 0 0

~750°

= o O O

= O O O

H
U-
Uz
Lig

Ug

| Ug

© 01
125
125

125

125

180

Usg = ——.
750

180

Ug = ——.
750



At

E_Elﬁxﬁdouble [L U P]=|IU(AS)

1 2 3 4 5 ]

>>» full (L*U)

1 1 0 0 0 0 0 >> [L U Pl=lu(As)
2 1 -2 1 0 0 0 3
3 0 1 2 1 0 0 L= ans -
4 0 0 1 -2 1 0 - © o000
(1,1) .
5 0 0 0 1 -2 1 2.1) L o000 1 0 0 0 0 0
6 0 0 0 o 1 1 (2,2) 1.0000 i -2 1 0 0
(3,2) ~0.5000
(3,3) 1.0000 0 1 -2 1 0 0
>> nnZ(A)= 15 S (A) (4,3) -0.6667 0 0 1 _9 1 0
py (4,4) 1.0000 0 0 0 1 2 1
As-sparse(A) . (5,4)  -0.7500
(5,5) 1.0000 0 0 0 0 1 1
| As xS X|L X| (€,5) ~0.8000
EH 6x6 sparse double ! : (6,6) 1.0000
L - C b=[0 -1/125 -2/125 -3/125 -4/125 0];
U=
3 . . .
(1,1) 1 »>> A*-1*p' B> [L U P]l=ilul(As);
(1,1) 1.0000
:;; ; ) o0 (2,2) -2.0000 > y=U*-1*b';
! - (2,3) 1.0000 — =T .
(3,2 1 5 ot (3,3) ~1.5000 ans pe=L"-1%y;
(2,3) 1 (3,4) 1.0000 P> X
(3,3) -2 @ vt (4,4) -1.3333 0
(4,3) 1 (4,5) 1.0000
(3,4) 1 " 1 a2 8 0 &5 6 7 (5,5) -1.2500 0.0267 M =
(4,4) -2 nz=15 (5,6) 1.0000 0.0453
(5, 4) 1 (6,6) 1.8000 )
(4,5) 1 0.0480 0
(5.5) -2 0.02&7 0.0217
(6,5) 1 P =
(5, 6) 1 -0.0267 0.0463
(6,6) 1 :;;: 1 0.0681
(3,3) 1 0.07867
(4,4) 1
5.5) ! 0.0613
(6, 6) 1



Metody bezposrednie a metody
iteracyjne

Ax=b
Az =D =
A — LU T ﬁp =Gz +c

Tri1 = Gxy +C
LUx=b ¥
bezposrednie
metody ktore przy braku btedow zaokraglen dajg doktadne rozwigzanie po skonczonej liczbie
przeksztatcen uktadu wejsciowego

e duza efektywnosc¢ dla uktadow o macierzach petnych

e duze obcigzenie pamieci

e mozliwa niestabilnos¢ ze wzgledu na btedy zaokraglen i wskaznika uwarunkowania

iteracyjne

polegaja na konstrukcji nieskonczonego ciggu wektordw, zbieznych do szukanego rozwigzania,
x(0) -> x(1) -> x(2) ->...

o efektywne dla macierzy rzadkich, duzych rozmiaréw

e stosunkowo nieduze obcigzenie pamieci

e problemy ze zbieznoscia




Praykiad
Az=b <{mmmm) z=Gc+c

Tr+1 = Gz +C

1.1x = 3.3 x =—0.1x + 3.3

Xk+1 = _lek + 3.3

%1.1x=3.3

%x=-0.1x+3.3

x=10;

out=[];

for i=1:100
out=[out;x];
x=-0.1*x+3.3;

end;

plot(out);




A=[1.10.2;0.3 1.2]
A =

1.1000 0.2000
0.3000 1.2000

b=[5 6]'

Przyktad 2

>> G=[-0.1-0.2;-0.3 -0.2]
G=

-0.1000 -0.2000
-0.3000 -0.2000

>> |-G

ans =

1.1000 0.2000
0.3000 1.2000

=b ﬁ =Gz + ¢ x=[11];

Try1 = Gmk + C

Out=x";

for i=1:10
x=G*x+b;
Out=[Out;x'];

end;

plot(Out(:,1),'r-");

hold on;

plot(Out(:,2),'b-");



Metody iteracyjne

A=LU

LUx = b Az =b ” =Gz +c

Trp+1 = G + C

Warunek zbieznosci: Promien spektralny P(G) <1

Najwieksza co do modutu Py
=M — x=Nx+b
wartos¢ wiasna macierzy. A=M - N| ==

x=M-Nx+Mb G=M"?1N c=M™b
X.,, = MINx +M b
Mx ., = Nx +Db

k+1

Metody iteracyjne stosowane sg gtéwnie do rozwigzywania uktadow o duzej liczbie
rownan i niewiadomych (nawet rzedu milionow)



Metoda Jakobiego

Az =) A=M-N

Dodatkowe warunki M=0D, N =—(L+U)

11 D .- U

_ . - ] i - ()

] by D = . :?2 . .

Ty b : : :
X = ! b= () () T ——

| T | _bﬂ,_

X=M-Nx+M-b 0

N _ fla1 0 flan

X(k+1) — D-l (b _ (L +U)X(k)) :

_H‘ﬂ-l 12 [] i

®)
b, - Z &; X;

k+1 7 .
D = Iz i=1,..n

| J

a.

Macierz dominujgca to macierz, ktérej wartosci

Dostateczny warunek zbieznosci: |aii | > E ‘a‘u ‘ bezwzgledne elementéw na gtéwnej przekatnej

sg wieksze od sumy wartosci bezwzglednych

Macierz domintqca j£i pozostatych elementéw w wierszach



.

$jakobi 2 x 2
A=[10 1;1 9];b=[2 3]';
$A~-1*k

0.3146
%[L D]=1dl{A):

D=[A(l,1) 0;0 A(2,2)];
U=[0 A(1,2):0 0];
L=[0 0:n(2,1) 0]:

U=L";
M=D;
N=-(L+U) ;
out=[]1:
x=[1 11";
out=x;

hold on:
for i=1:5
x=M*=-1%* (b+N*x);

line([0 x(1)],(0 x(2)],"'Color", "red"', 'Linestyle"’, "==");

out=[0Out,x] ;

end;

out

e

, "red', "Linestyle',"--"); 03r ' s
4

.0000
.0000

Przyktad

0.8
0.7

0.6

0.2 F v 7

0.1} e

0.1000 0.1778 0.1678 0.1686 0.1685
0.2222 0.3222 0.3136 0.3147 0.314¢

0.6

0.8



Algorytm

Choose an initial guess ,.(0) to the solution

k=10

while convergence not reached do
fori:=1 step until n do
ag=10

— forj =1 step until n do

if j #ithen

g=0+ mj$§k]

end if

end (j-loop)
h (k+1) ('5:' - ET}
xT; = —
(L
end (i-loop)
check if convergence is reached

k=k+1

loop (while convergence condition not reached)




Przyktad

A R
27+ eV o+ AR =
s AR S R 7 A
x9 = (0, 0, 0).
4x -0 - 0 =
~2.0 + 627 + 0 =
-0 + 0 + T = -6

X = (x, 10, (1, x,) = (3/4, 9/6, -6/7) = (0.750, 1.500, -0.857)



k

0

k)

Ocena btedow

0.000 0.000 0.000
0.750 1.500 -0.857
0.911 1.8593 -0.964
0.982 1.964 -0.997
0.992 1.994 -0.997
0.999 1.997 -1.000
0.999 2.000 -1.000
1.000 2.000 -1.000
1.000 2.000 -1.000

(KD _ (k1)

0.000
0.161
0.071
0.010
0.007
0.000
0.001

0.000

0.000

0.393

0.071

0.02%

0.003

0.003

0.000

0.000

-0.857

0.107

0.033

0.000

-0.003

0.001

0.000

0.000

ol =y 1K)
0.000
0.250
0.089
0.018
0.008
0.001
0.000
0.000

0.000

0.000

0.500

0107

0.036

0.008

0.003

0.001

0.000

0.000

-1.000

0143

-0.036

-0.003

-0.003

0.000

0.000

0.000

0.000

llet®y
2.449
0.557
0.144
0.040
0.0M
0.003
0.001
0.000

0.000



ay

a; 4

o

|

ay »

a; -

o

n, 2

)

/adanie
Ax =0

A=l o=

.y oy 0 0 .. 0 ty 1 0 0
oy, _ - 0 .. D 0 a2 .. 0

non Ay 1 Ay 2 ... 0 0 0 S f [



Rozwigzanie

o= [ 3 =0 Y wa 0=}

z*+) = D=1(b — (L + U)z™®)



Przvkiad

A=[1023;18 4;127];
D=[1000;0 8 0;0 0 7];
L=[000;100;120];

U=[02 3,0 04,00 0];

b=[6 7 8]';

%metoda bezposrednia

%ldl - dla macierzy symetrycznej
%lu(A) - funkcja inv(A)

%help inv

%help \ - A\b

x=inv(A)*b;
x1=A\b;

%metoda iteracyjna
x=[11 1]
x=inv(D)*(b-(L+U)*x)



Metoda Gausa-Seidla

A=M-N

Mx=Nx+b

Metoda Jakobiego M =D, = —(L+U)
My, =Nx#b | 2(+D = D=Y(b — (L + U)2®)

Niechteraz M = D + L, = U
Dx,,,=-Lx,,,-Ux,+b &) = p-2 (b C Lk Ux‘k))
(D+L)x,,,=-Ux +b X!V = (D+L)* (b-Ux®)

Dostateczny warunek zbieznosci: | a. | > Z ‘ a. ‘
i = ij

Macierz dominujaca pr



2 X 2

9]:b=[2 3]°':

$gauss seidel
A=[10 1;1
En~-1+%b
$£0.1685
$ 0.314¢
$[L D]=1dl(A);
D=[a(1l,1) 0;0 A({Z2,2)]:
U=[0 A(1,2);0 0]:
L=[0 0:;B(2,1) 0];
U=L"*;
M=D;
N=- (L+U) ;
out=[];
®x=[1 1]1"';
Qut=x:

hold on;
for i=1:5
x=(D+L) ~-1* (b-U*x) ;

line([0 x{(1)],([0 x(2)],'Color","

Qut=[out,x];
end;

out =
1.0000
GS 1.0000
ut =
. 1.0000
Jakobi oo

0.1000
0.3222

0.1000
0.2222

Przyktad

red', 'LinesStyl

0.1678
0.3147

0.1778
0.3222

1
r

0.1685
0.314¢

0.1678
0.313¢

i 80 i

09 ///
P
e
08t //’
0.7 L7
06 ,//
0.5 /,’
//
04 r e
03 / 7
/ e

| ! -
0.2 ;,./// -
Q1-$///

7nd

0 1 1 1 1 1 1 1 il 1 1

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0.1685 0.1685
0.3146 0.3146
0.1686 0.1685
0.3147 0.3146



Algorytm

Wibierz poczgtkowe przyblizenie x! {}]
for k .= 1 step 1 until oczekiwane przyblizenie do
fori:=1 step 1 until n do
a =10
forj:= 1 step 1 until i-1 do
(k)

0 =0+ ai;x;

end (j-for) - ) - y
for j := i+1 step 1 until n do x* =D (b — Lx% ) — yx! ))

_ (k—1)
T — 0 + ajjT;

end (j-for)
(k) (b — o)
Y ay
end (i-for)
sprawdZ, czy osiggniefo oczekiwane przybiizenie
end (k-for)

x == x



Metoda Gausa-Seidla (cd.)

(k+1)
i1y

(fe+1)

Ly iy

i+l
':IHI'I{: )

+ QEEIETJ + o 4+ a x| =
+ g ast o+ g, Y =
0 ] -Ii:jH_l:l- -ﬂ 2 &y ] -Ii:j::l |
L0 lo o £
+ [
0 - - Up1n :
T | I;I!J’Hl} -[} e 0 0 | I;I!H

(ZL+D)x"™ +1xt® = p

£V = (2 + DY -k + 8]




Przyktad

dx, — x5 - x5 = 3
—-2x + 6x, + x; = 9
-x + x + Tx; = —6
4¢(k+1j ~ ngj ~ ng; _
A
¢(;.;+1j N %mn bR o
x9 = (0, 0, 0).
457 - 0 - 0 =
-2+ 65+ 0 =
—x{:lj + xélj + ?’x%l:' = -6

x, (1) =

3/4 =0.750.

X,V = [9 +2(0.750)] / 6 = 1.750

x; =[-6 +0.750 - 1.750] / 7 = - 1.000

x(M = (x1(1), x2(1), x3(1)) = (0.750, 1.750, - 1.000)




k

oK)

0.000

0.750

0.938

0.993

0.999

1.000

0.000

1.750

1.979

1.999

2.000

2.000

Ocena btedow

0.000

-1.000

-1.006

-1.001

-1.000

-1.000

LK) _ k1)

0.000
0.188
0.056
0.008

0.000

0.000

0.229

0.020

0.001

0.000

-1.000

-0.006

0.00%

0.001

0.000

olk) = _ k)
0.000
0.250
0.063
0.007
0.001

0.000

llet®y
0.000  -1.000 2449
0.250 0.000  0.354
0.021 0006 0.066
0.001 0001 0.007
0.000 0000 0.001
b.UUU 0000  0.000




Zadanie

Rozwigzac¢ uktad za pomocg metody Gausa-Seidla

I —|—EIE T L2 —92
(411?1_ — To T X3 —
—I —I—EIE —+ 511?3 = 2




Rozwigzanie

Ty + 612 413 =9 dry — a0 +1x3 =4
doy — a9 + 23 = 4>< 21+ 629 +22 =9 Macierz dominujaca

—TI —|—2I2 + 51:3 =2

—11 + 2132 + 51:3 =2

B

(4 + 29 — x3) xg =0izz3 =0

(9 — 2y — x3)

i
o]
I

(2 4+ — 2133)

H

Utl T3 | |—L¢—-| [

I =

(44+0-0)=1

IR@ 0) = 4/3 ~ 1.333
xajﬁm@x 4/3) = 1/15~ 0.0667

(4+4/3 —1/15) = 79/60 ~ 1.317

s

(9—79/60 — 1/15) = 457/360 ~ 1.269

v:'_nl l—Lv:J‘JI I—Lw—ml T

(2 +79/60 — 2 x 457/360) = 7/45 ~ 0.1556

x1 =23/18 & 1.278 x5 = 53/42 ~ 1.262. 23 = 19/126 ~ 0.1508




/bieznos¢ metod iteracyjnych

Ax=b Mx* D = Nx“ +b
X(k+l) — M -1 NX(k) 4 M -lb
0
x®H = Bx® + 10
Doktadne rozwigzanie B=M -1N oraz gg__ M —1b
0
X=Bx+l x- x4 =B(x-x¥)

elk) = x — xk)

e =Be" P = B(Be(k 2)) B%e"“® =L =B"“e"”

[1Bl] <1



Porownywanie

Metoda Jakobiego

z*+) = D=1(b — (L + U)z™®)

Metoda Gausa-Seidla ). 1054

»>>» eig( (D+L) ~-1*T)

k1) = (D4 L)™' (b-Uz®),



Porownywanie (cd.)

Method B
e -1 2 7
KD — g , B a 0 0 -9 0 -2
1 _ | - 211
Jacobi D (_L_U) - 0 a a 0 )
22 21 iy 0 |
o L
11 12
@ 4n 4 o -%
a, O 0 -z 1
-1
es (L+D)y (-U) = = o a
ay axp| |0 0 o “2%i
@192
Method Eigenvalues Eigenvectors
1 1
. _ (Hhzdm _ g e = =
Jacobi j/l - 2,0 j/z = — m "1 -1 H "1 @11 @z
al‘iaﬂ rzI‘E aﬂ
1 1
_ _ thpap _ _
GS j‘1_[:"'1/2__'911'5122 M= 0 ach —2u
aﬂ

||BGS| | = | IBJacobil |2



GS a SOR

1. Krytyka klasycznej metody Gaussa-Seidela

Metoda Gaussa-Seidela (GS) jest zbiezna dla macierzy diagonalnie dominujacych lub symetrycznych

dodatnio okreslonych, ale czesto zbiega wolno.

(k+1)

* Problem: W GS nowe przyblizenie x Jjest catkowicie zastepowane przez wartosc z aktualnej

iteracji, co moze prowadzi¢ do "przesuwania sie” rozwigzania matymi krokami.
* Rozwiazanie: Wprowadzenie kontrolowanego kroku relaksacji, ktory przyspiesza lub spowalnia

zmiang zmiennych.

2. Inspiracja: Metoda gradientu prostego

Metoda SOR jest analogia do optymalnego doboru kroku w metodzie gradientu prostego:

E:4_.i!:—l} _ k)

" + «a - kierunek poprawy

e W SOR "kierunkiem poprawy"” jest réznica miedzy iteracja GS a poprzednim przyblizeniem:

kierunek — [_E':E'E”{]_l:' _ :r':'t"'}}

* Parametr w petni role optymalnego kroku .



Metoda SOR (nad relaksacji)
Successive Overrelaxation (SOR)

Metoda Gausa-Seidla

X(k+l) — D -1

Dx**) =

b- Lx** -Ux® |

- Lx*D - Ux®

— X(k+1) _ X(k) — D-1 [b ) LX(k+1) _ DX(k) _UX(k):|

Zbiezno$¢ metody Gaussa—Seidela mozna przyspieszy¢, wprowadzajac (k+1) K kil

Korekcja_ parametr relaksacji i kolejne wspdtrzedne nowego przyblizenia wyznaczaé, | X; ( i i
kombinujac ze sobg poprzednie przyblizenie oraz wspdtrzedng nowego
przyblizenia uzyskanego metodg Gaussa—Seidela:

l<w<?2

X(k+1) — X(k) + ( X(k+1) - X(k) ) Gdy w=1 mamy GS

GS

(x(k“) - x(k’) =D"|b-Lx*"-Dx¥ -Ux(k)]

GS

—> X(k+1) — X(k) n a)D—l [O _ LX(k+1) _ DX(k) _ UX(k):|



/bieznosc

L oxen =L pyto [b - Lx®D - px® - Ux<k>]
[0, 0,
1 (k+1) — 1 (k) (k) k) | — 1 (k)
L+—=D |x*V == Dx +[b-Dx -UX ]_ ~D-D-U |x¥+p
[0, [0, 0

-1
XD = L+1 j KED-D-U x<k>+b1
0, 0

. =1.0
L+1p) (1D-D-Uj|
0 (0 1.0100

>» elg(M*-1*N)

0.1054
-0.1054

- - ig((1/W*D+L) *=1* (1/w*D-D-T
>> eig((D+L)~-1*U) Jacobi D 1('|_ 'U) e

GS (L+D)(-U)



Przyk’ra d

%gog': AP R .
- -
A=[10 1;1 9];b=[2 3]'; 0.9 -
$A~-1*b 0.8 /,/
%0.1685 .
0.314¢ 0.7 1 -7
$[L D]=1dl(A): 06 | -
D=[A(1,1) 0;0 A(2,2)]; )
U=[0 A(1,2);0 0]; 05T 7
L=[0 O:A(Z,l) 0]: 0.4 - ///
rd
¥ . //
U‘_-L': 03_ ! {// ra
L
¥=D; 02t /), 7
N=- (L+U) ; L T
| },/// ~
w=1.1; S Zu;/’
Out=[]; 0 “ I 1 1 I 1 1 I I 1
x={1 11°; 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
out=x;
line([0 x(1)],[0 x(2)],'Color', 'red', 'LineStyle','--");
hold on;
for i=1:5
X=(1/w*D+L) *=1* (b+(1/Ww*D-D-U) *x) ;
line([0 x(1)],[0 x(2)],'Color', 'red’', 'LineStyle’', '—-"');
out=[out,x];
end;
out =
1.0000 0.0100 0.1898 0.16e2 0.1688 0.1685
1.0000 0.2654 0.316%8 0.3147 0.3146 0.3146



Porownywanie

k+1) -1 k
Metoda Jakobiego X( ) = D (b - (|_.|.U)X( ))

Metoda Gausa-Seidla X&) = (D + |_)'1 (b i, Ux(k))

(k+1) — 1) (e k)
MetodaSOR = X~ =| L+— —D-D-U [x"+Db
w 0



Tabela algorytmow iteracyjnych

Metoda Jakobiego

Metoda Gausa-Seidla

Metoda SOR

(k+1) (k) (k) (k)
x(H = x +a b — Zaux Za”x

1 -1 n
(k+1) (k) 2 : (k+1) 2 : (k)
(k+1) _ o (K) o Zi_l (k+1) Zn (k)
+ +

i\



/bieznosc

o o1 0 -a 0 _%2
+ N i 12
D = g™ 1 , Jacobi D 1(_L_U) = I =i N
0 ap| |-% 0 a2y O
a, a ]
4= { 11 12:| 1 o -4z
Ay Gp - aqp 0] [0 oz 11
es (L+D)7(-U) = 0 ) a0
@) o 0 g 12721
91%

SOR (1+to (2o-0-u)-




symsall a2l a22al2w
D=[al1 0;0 a22]

L=[0 0;a21 0]

U=[0al12; 0 0]
SOR=(L+D)"-1*(1/w*D-D-U)
simplify(SOR)

pretty(SOR)

[Vs Ls]=eig(SOR)

pretty(Ls)

pretty(Vs)



Przyktad

4x, - X, =2

-X, +4X, - X5 =
- X, +4x;,=2

x=[1, 2, 1]



Metoda Jakobiego

xP =0

x@= D (L+U)x"+D b=

0 0 0 —1
0 ¥ of|-1 o
0 0 Y| 0 -1
x®= D (L+U)x®+D b=
v o0 0 0 -1
0 ¥ o|-1 o
0 0 4| 0 -1

xY= DN L+U)x?+D'b=[0.9375, 1.9375, 0.93
xO=-D(L+U)xY+D'b=[0.9844,1.9688,0.9844

Przyktad (cd.)

x""D=_DHL+U)x"+D'b

ofo] [ o oT2] [05]

~1lol+|0 ¥ o]6|=]15],

0jo] [0 0 x|2] |05

o4 [ o o72] [0.875

1| %l+l0 ¥ o|6|=|1.75

0] 4| [0 0 x|2] |0.875
7

5,
1.




Przyktad (cd.)

Metoda Gaussa-Seidela X(i11)=v—tD+L)'IU;((’.)Jr(DJrL)'lb‘

xP =0

x?= - (D+L)'Ux"V+(D+L) 'b=
xU= -(D+L) ' Ux®+(D+L) 'b=
xY=-(D+L)'UxP+(D+L) 'b=
xO= (D+L) ' UxY+(D+L) b=

0.5000, 1
0.9062, 1
0.9883, 1

0.9885, 1

6250,0.9062°
9531,0.9883"
9941,0.9985"
9993,0.9998].




Przyktad (cd.)

SOR

X" =D+ aL)" (1-0)D-U)x" + (D + L)

natomiast dla @=1.1 mamy:

®=1.2 otrzymujemy kolejno:

x?=
xB)=
4)—
()=

X
X

0.6000, 1.9800, 1.1940
1.0740, 2.0844, 0.9865
1.0105, 1.9822, 0.9974]
0 9926, 2.0005, 1.0007]

=
O

X
X

(G
()=

0.5500, 1.8013, 1.0453
0.9903, 2.0297, 1.0036
11.0091, 2.0005, 0.9998
10.9998, 1.9997, 0.9999].
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Rozwazmy prosty uktad 2x2:
doe +y=1T
r+3y—=2>5
Macierz tego ukladu jest diagonalnie dominujaca, wiec zardwno Gauss-Seidel (GS), jak | SOR beda

zhiezne.

Rozwiazanie doktadne (analityczne):

r—=16, y=1.1



Krok 1: Metoda Gaussa-Seidela (GS)
Wzory iteracyjne GS:

7y

(B+1)
£L 4 k]

y{k+1] —

start: 2\ — 0, y[{}:' =10
Wyniki po 5 iteracjach:

lteracja (k) x*) yl¥) Blad (|| =¥ — 1.61))

1 1.750 1.083  0.150
2 1.479 1174  0.121
3 1.706 1.098 0106
4 1.525 1.158  0.075
5 1.660 1.113  0.060

Zbieznosc jest monotoniczna, ale wolna (blad maleje liniowo).

5 _ plk+1)

3



Krok 2: Metoda SOR z réznymi w

Wzar SOR dla x:

Analogicznie dla y.

Przypadek 1: Nadrelaksacja (w — 1.2)

Wyniki po 5 iteracjach:

lteracja (k) =¥ y'k) Blad (||a:{k) — 1.6

1 2100 0967  0.500
2 1.62%  1.124  0.029
3 1598  1.134  0.002
4 1.600 1133 0.000
5 1.600 1133 0.000

Obserwacja:

* Zbieznos¢ znacznie szybsza niz GS — juz po 3 iteracjach bfad jest minimalny!
* Dlaw — 1.2 metoda osigga rozwiazanie z doktadnoscia do 3 miejsc dziesietnych w 4 iteracjach,

podczas gdy GS potrzebuje =10 iteracji.



Przypadek 2: Podrelaksacja (w — (.8)

Wyniki po 5 iteracjach:

lteracja (k) ¥ y®) Bad (||z'*) — 1.6

1 1.400 1.200  0.200
2 1.520 1.160  0.080
3 1.568 1.144  0.032
- 1.587 1.138 0.013
5 1.595 1.135 0.005
Obserwacja:

» Zbieznos¢ wolniejsza niz GS, ale stabilniejsza (mniejsze "przeskoki” wartasci).

* Przydatna np. dla uktadow zle uwarunkowanych, gdzie GS moze oscylowac.



Krok 3: Optymalny wybér w

Dla macierzy diagonalnie dominujacych optymalne w mozna oszacowac teoretycznie. W tym przypadku:

2
1++/1—p(J)?

Wopt =2

gdzie p(.J) to promien spektralny macierzy iteracji Jacobiego. Dla naszego uktadu p(.J) = 0.25, wiec:
wu[.'lt ~= 1.05
Testdlaw — 1.05:

¢ Rozwiazanie osiggane z doktadnoscia do 5 miejsc dziesietnych w 3 iteracjach.

Whioski
1. Przyspieszenie zbieznosci:
o Dlaw — 1.2 SOR osigga btad < 0.01 w 3 iteracjach, podczas gdy GS potrzebuje 8 iteracji.
2. Doktadnosé:
o SOR z optymalnym w redukuje btedy szybciej, minimalizujac kumulacje btedow zackraglen.
2. Ryzyko:

o w > 1.5 moze prowadzi¢ do oscylacji lub rozbieznosci.



Metoda gradientowa

Rozpatrzmy rozwigzania ponizszego ukfadu réwnan:

Ax = b,
gdzie macierz A (n x n) jest symetryczna, rzeczywista i dodatnio okreslona.

Oznaczmy rozwigzanie tego uktadu przez x*.

Ax —b =0

T,

F(x) = x"Ax - 2x"b  F(x) = [Ax b

VF(x) =2(4x — b) VF(x) =247 (Ax — b)



Metoda gradientowa (cd)
Ax* = b

f(a) = 5a" Az —2"p  min f(z)

£Z

Vflx)=Ax—b=0



Metoda gradientowa (cd)

pr = =V f(xr) =
Tkt1 = Tk T OEPE

ming, f(zr+apg)



Metoda gradientowa (cd)

1

flze +apk) = §($k + apr)’ Az + apr) — (zx + ape) ' b

1
= —(}:QPEAPR; + ap?:A:r;k + —Cupgb + constant

2
of
=0 4

pgAa:k + ap{Apk — pgb =(

Az —b) _ pir o = PETE_ TETE
Pk, Apr pi Apk P Apr i Apk

oy =




Algorytm

repeat in the loop:

r:.=b—- Ax
v:i=r'r/r' Ar
X :=X+9r

if r'r is sufficiently small, then exit loop
end repeat loop
return x as the result



/bieznosc

B(z) = %(:c T A(r — o)

)\maa; _ )\m@n 2k
E < E
('/I"k) o ()\mam + )\mzn) (:EO)

N, and A are the largest and smallest eigenvalues of A



O o~ s W DWW D e B W N

T = R R P R R X

gradAxE.m [ <+

A=[1 2;3 4]1;
b=[5 6]';
§A~-1*b"'

% -4 . 0000
% 4.5000
xg=h\b;

x=[0 0]";

Ex0=1/2% (x-xg) "*RA* (x-xqg) ;

L=eig (&) ;
Lmax=L(2);
Lmin=L(1);

GranicaBledu=Ex0;

out=[x" Ex0 GranicaBledu]:;

for i=1:10p
r=b-A*x;

gamma=r"'*r/ (r'*A*r);
X=¥+gamma*r;
Ex=1/2% (x-xg) "*A* (x-xqg) ;

Przyktad

f¥GranicaBledu=( (Lmax-Lmin) / (Lmax+Llmin) )~ (2*1i) *Ex0;

GranicaBledu=( (Lmax+Lmin) / (Lmax-Lmin) )~ (2*1) *Ex0;

Qut=[0ut;x" Ex GranicaBledu];

end;

plot{Out{:,1),"'.-x"}:

hold on:

plot(out(:,2),"

figure;

plot{out(:,3),"

hold on;

~q'):

.~r");

plot{out(:,4),"'.-g"):
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Wizualizacja



Metoda gradientu sprzezonego

Mowimy, ze dwa niezerowe wektory u i v sg sprzezone (wzgledem A), jesli
ulAv =0.

Poniewaz A jest symetryczna i dodatnio okreslona

(u,v)a := (ATu,v) = (Au,v) = (u, Av) = uTAv

Wiec, dwa wektory sg sprzezone jesli sg ortogonalne wzgledem tego iloczynu skalarnego.
Sprzezonos¢ jest relacjg symetryczna.

Przypusémy, ze {pk} jest ciggiem n wzajemnie sprzezonych kierunkow.

Dowolny wektor mozna n
wyrazi¢ jako wazona suma

liniowo niezaleznych Xx = Z a;P;
wektorow 1=1



Metoda gradientu sprzezonego (cd)

Ax, = Zn: a; Ap; = b,
i=1

T
p; Ax, = ¥ o;p}Ap;, =p}b,

(wg liniowej niezaleznosci) 1=1
T
! P, b (P, b) (Px» b)
k — — —
T

P, Ap; (Pr> Pr)A [} 415

Co daje nam nastepujgcg metode rozwigzywania rownania Ax = b. Najpierw znajdujemy
ciag n sprzezonych kierunkdw, nastepnie obliczamy wspoétczynniki



Metoda iteracyjna
f(X) — %XTAX — XTb._, x ¢ R" Xg=0

Vflx)=Az—-b=0

jako pierwszy wektor bazowy p1 wybrac gradient f w x = x,, ktéry wynosi Ax,-b, a poniewaz

wybralismy x, = 0, otrzymujemy -b. Pozostate wektory w bazie beda sprzezone do gradientu
(stad nazwa metoda gradientu sprzezonego).

rk:b—Axk

Zauwazmy, ze r,jest przeciwny do gradientu f w x = x,, wiec metoda gradientu prostego
nakazywataby ruch w kierunku r,. Tutaj jednak zatozyliSmy wzajemng sprzezonosc

kierunkow p,, wiec wybieramy kierunek najblizszy do r, pod warunkiem sprzezonosci. Co
wyraza sie wzorem: T AI‘k

Pr+1 — Tk — P
T Apk Ortogonalizacja Grama-Shcmidta




Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Ortogonalizacja Grama-Schmidta — przeksztatcenie uktadu liniowo niezaleznych
wektordw przestrzeni unitarnej w uktad wektoréow ortogonalnych.

A: a1, ..., ay
B: bl_- br\. e, ..., By
, (a, b}
Projna = 1 b}b
bl = a (1)
by = 2 — proj, a (2)
b; = az;-— Prﬂjbl a3 — Prﬂjbg a3 (3)
bi = aj—projy a; — proj,, a, — projy, as  (4)
N—1
by = ay-— Z Proj;,. an (N)
j=1
b:
o —



Interpretacja geometryczna

b1 = a

b, = a; —proj,, a

b; = as — (projy, a3 + projp,as)

A

15/

bs

projmas |

| e 4
b2 a '9
_' =
projm.az b1
A
" bs
b1
/

. projmasz + projn.as

bz



Algorytm

ro := b — Ax
Po ‘= To
k:=0
repeat
'r;?k
e p;, Api

Tg+1 = Tk + O Pk
Thel i= Tk — Ok Apy
if ri+4 jest "wystarczajgco maty" then exit loop end if
ri;r+1 Tk+1
g et
T Tk
Pk+1 = Tk+1 T BrDk
k:=k+1
end repeat
Wynikiem jest x4



Zbieznosc algorytmu

L- \/F) E(xq)

Blax) < (1+\/F

R = ATTL{II/ATTH:TI



function x = conjgrad(A, b, Xx)

end

r=>b-A*x;

p =1xr;

rsold = r' * r;

for i = l1l:1length(b)
Ap = A * p;
alpha = rsold / (p' * Ap);
x = x + alpha * p;
r =r - alpha * Ap;
rsnew = r' * r;
if sgrt(rsnew) < le-10

break

end
p=1r + (rsnew / rsold)
rsold = rsnew;

end

conjgradOS

*

p;




Porownanie zbieznosci

Pordwnanie zbieznosci metody gradientu
prostego (na zielono) i sprzezonego gradientu
(na czerwono) dla minimalizacji formy
kwadratowej powigzanej z zadanym uktadem
rownan liniowych. Metoda sprzezonego
gradientu zbiega w co najwyzej n krokach,
gdzie n jest rozmiarem macierzy zadanego
uktadu (tutaj n=2).




Macierz blokowa

* Dowolng macierz A mozna przedstawic jako
macierz blokowga, zbudowang z pewnej liczby
macierzy o mniejszych wymiarach:

A:

All AIZ
Ail AZE
Arﬂl Am?

A

A

1n

2n

A

mn _

A

i

Ma wymiar

pr’ thf



Macierz blokowo-przekatniowa

-Bl 0 . ﬂ b _bl — -gl-

. b- 52

A— 0 Bg h— 2 {;' — :
. . ) ﬂ : - T
0 0 By O SN

gdzie &; to rozwiagzanie uktad u[B.ifz- = b;. ]

N
T = @ & (symbol @ oznacza laczenie wektorow)
i=1

x = vertcat(&1, €2,...,EN)



Przyktad

Block.m
% Zbuduj peing macierz blokowo-przekatniowa A
A = blkdiag(Bl, B2, B3);
% Przyktadowe bloki macierzy B_1i
Bl = [4, 1; % Oblicz residuum r = b - A*x
1, 371; b = [bl; b2; b3];
B2 = [5, 2, r=b-A*X;
2, 6];
. Rozwigzanie x =
B3 = [7]; 2.0000
2.0000
% Wektory prawej strony b_i iggfj
bl = [10; 8]; 2.0000
b2 = [12; 9];
b3 = [14] . Residuum r = b - A*x =
’ 0
0
% Rozwigzanie kazdego podukiadu 0
x1 = B1 \ bl; % Lub: x1 = inv(B1) * bil; g
x2 = B2 \ b2;
x3 = B3 \ i::-S;. Macierz A =
4 1 0 0 0
. . 1 3 0 0 0
% Polgczenie wynikow : ) B : 0
x = [x1; x2; x3]; 0 0 2 6 0
0 0 0 0 7




Macierz blokowa ogdlna

/411 Ao Ars 41;}\
Ao1 Ago A Aoy
A= | As1 Az Ass Az, r =

P
(44:1-')5_ — Z flg_j f:j.

j=1

wektor x jest jawnie oznaczony jako kolumna o blokowych
sktadowych x=(€1,€2,...,Epé1,€2,...,Ep)

. b=




Metoda blokowa Jakobiego

A=D-E—F

A
D= ( An ) .
App
O O A - Ay
E(@lt? | )‘F( 0 T-A?)
Ap Ay - O 0

Ag@_EFﬁ—H) = ((E -+ F):lfgﬁ_)i + [3;

E"(;;Jrl) = A;ﬁl ((E + F):IT;L'_){; + A;-l:ﬁg. 1=1..... p.

7

. . .. . : . (k+1
Indeks 7 "wycina" z wektora (E + F')xy, tylko te czes¢, ktéra wptywa na aktualizacje fg‘ )



Przyktad
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blockOgolny.m Przy ktad

% Definicja blokow macierzy A
All = [4, 1; 1, 3];

A12 = [0, 2; @, 0];
A21 = [1, ©; o, 1];
A22 = [5, ©; @, 6];

% Pelna macierz A (do weryfikacji)
A = [Al1, A12; A21, A22];

% Wektor prawej strony b (przyktadowy)
b = [10; 8; 12; 9];

% Inicjalizacja rozwigzania x (startowe przyblizenie)
x = zeros(4, 1);

% Macierz diagonalna D (tylko bloki A1l i A22)
D = blkdiag(All, A22);

% Macierze E i F (dolna i gorna trojkatna czesc¢ blokowa)
E = -[zeros(2), zeros(2); A21, zeros(2)];
F = -[zeros(2), Al2; zeros(2), zeros(2)];

% Parametry iteracji
max_iter = 100; % Maksymalna liczba iteracji
tolerance = le-6; % Tolerancja zbieznosci

for k = 1l:max_iter

end

x_old = x;

% Oblicz (E + F) * x_old
EFx = (E + F) * x_old;

% Rozwigz D * x_new = (E + F) * x_old + b (blokowo)
% Blok 1: A1l * x1 = [EFx(1); EFx(2)] + [b(1); b(2)]
k(1:2) = A1l \ (EFx(1:2) + b(1:2));

% Blok 2: A22 * x2 = [EFx(3); EFx(4)] + [b(3); b(4)]
x(3:4) = A22 \ (EFx(3:4) + b(3:4));

% SprawdZ zbieznosc

if norm(x - x_old) < tolerance
fprintf('Zbieznosé osiggnieta po %d iteracjach.\n', k);
break;

end



IterBlock.m

Al1=[1 2;3 4];
A22=[56;7 8]; |
Z=[00;0 0]; 0.9 £\
Al12=7;A21=7;
A=[A11 A12;A21 A22];

0.8 14\
%B=blkdiag(A11,A22); o7k
b=[1234]"; |\
E=-[2Z;A21 Z]; 061 |\
F=-[Z A12;Z Z); N . .
D=[A11 Z;Z A22]; |
x=[1111];
OutJ=[];

04r |
fori=1:10

|
03r |
OutJ=[OutJ;x'];

02F |
x=inv(D)*(b+(E+F)*x);
end;

|
!
|
0.1
hold on;

D )
plot(Out)(:,1),'r"); ! ‘ : !
plot(Out)(:,2),'b");
plot(Out)(:,3),'8s*");

plot(Out)(:,4),'k*');



IterBlock?2

Dostateczny warunek zbieznosci:
Macierz dominujgca A =

All=[10 2;3 40]; 10
A22=[50 6;7 BO];

Z=[0 0;0 0];:

Rl2=[3 2;5 4]:;n21=[7 5:;4 1]:
B=[All R12:R21 R22]:

b=[1 2 3 4]";

E=-[% EZ:;A21 Z]:
F=-[% Rl12;% Z]:
D=[All EZ:E RAZ2Z]:

¥x=[1111]";
outJ=[]:

ksil=[1 1]1°':
ksi2=[2 3]';
x=[ksil; ksi2];
for i=1:10
outJ=[outJ; ksil' ksi2'];
xx=(E+F) *x;
ksil=inv(All) *(xx(1:2)+b(1:2));
ksiZ=inv(a22) ¥ (xx(3:4)+b(3:4));
Xx=[ksil:;ksi2]:

end;

s B2

o



Regularyzacja Tichonowa

Rozwazmy uktad réwnan typu:
Ax = b,

gdzie A to macierz uktadu (macierz przeksztatcenia), x wektor niewiadomych, b wektor wyjsciowy. Jesli zagadnienie to jest zle

postawione (np. rozwiazanie nie istnieje, lub jest niejednoznaczne) wtedy standardowym podejsciem jest rozwiazanie w sensie

najmniejszych kwadratdw. Oznacza to poszukiwanie minimum nastepujacego funkcjonatu 1k

M= {Ax — b} {Ax — b}.
Aby poprawic wtasciwosci funkcjonatu IT (np. Zeby wyeliminowac niefizyczne oscylacje w rozwiazaniu) do powyzszej postaci dodaje
sie czton regularyzacyjny ax’! x:

M= {Ax — b} {Ax — b} + ax’x.

Wyrazenie x7 x to kwadrat diugosci wektora x, zag o to parametr reqularyzacyjny zwany rdwniez wspdtczynnikiern tumienia.

Szukanie minimum funkcjonatu I oznacza rozwiazanie réwnania:
dalr
dr

co daje:
—24"{b - Ax}+2ax =10

i po przeksztatceniu:

A'b = [ATA+ oI| x,

gdzie I to macierz jednostkowa.

0,

Macierz stojaca po prawej stronie powyZszego rownania jest macierza symetryczna, ponadto dzieki obecnosci cztonu ol jest réwniez
odwracalna. Poza tym parametr regularyzacyjny wptywa na okreslonosc macierzy i poprawia jej uwarunkowanie. W zwiazku z tym
rozwiazanie wyjsciowego rownania moZe byc wyznaczone za pomoca:

x=[ATA+al] 'ATh.




Przyktad

Rozwazmy rownanie:
ar = b

Problem pojawia sie, gdy:
1. Male wartosci a — Dzielimy przez liczbe bliska zera, co prowadzi do duzych wartosci .

2. Zaklécenia w b — Mata zmiana w b powoduje ogromna zmiane w .

Przyktad: Jesli:

Rozwigzanie to:

r—=— = —— =100
Y e 0ol
Teraz dodajmy mate zaktécenie do b
1.0001
b—=1.0001 =z = — 100.01
0.01

Niewielka zmiana w b o 0.01% spowodowata duza réznice w .



Przyktad

Dodajemy dodatkowy czton regularyzacyjny:

min ((az — b)* + Az”)

I

Gdzie:

e A > () - parametr regularyzacji (kontroluje kare za duze wartosci )

Aby znalez¢ minimum, rozniczkujemy po x:

d , . .
— (LL‘EI — 2ab+ b* + )i;r‘g) =0
dx

2a’z + 2Az — 2ab

Po przeksztatceniu:

¢ Bezregularyzacji A =0 = = — %

e Zregularyzacja: A > () — rozwiazanie jest mnigjsze i stabilniejsze, nawet gdy a jest bliskie zera



o

= 0.01; % skalar
% wynik

Przyktad :-:

lambda = ©0.1; % parametr regularyzacji

x = (a * b) / (a”2 + lambda);

Zatozmy: dtap LRy

B

G_ﬂ.ﬂl, h— ].-, A=10.1 a =0.01; % skalar

b =1; % wynik
Bez regularyzacji: % Rézne wartosci lambda

lambda_values = [0, ©.0001, ©0.01, 0.1, 1];

r — i — 100 % Obliczamy x dla kazdej lambda
0.01 for lambda = lambda_values
x = (a *b) / (a”2 + lambda);

Z regularyzacja: fprintf('Lambda: %.4f, x: %.4f\n', lambda, x);

end

. 001x1 001 001
YT 0012101 0.000L+01 01001

~= 0.0999

Zatozmy, ze losowy szum wynosit:

buaisy = [1.01,0.98,1.02,0.95,1.03
Lambda: 0.0000, x: 100.0000 o |
La m b d a : O . OOO 1’ X: 5 O . OOOO A Rozwigzanie & dla réznych zaszumionych b Charakterystyka
0 [101, 98, 102, 95, 103] Niestabilne — wynik "eksploduje”.
La m bd a: O . O 100; X: 0 . 990 1 00001  [50.50, 49.00, 51.00, 47.50, 51.50] Nadal duze wahania.
La m bd a: O 1000) X: 00999 001 [0.995, 0.980, 1.010, 0.955, 1.030] Stabilne i dokladne — dobry kompromis.

La m bd a . 1 OOOO X . O O 100 o1 [0.0995, 0.0980, 0.1010, 0.0955, 0.1030] Bardzo stabilne, ale zanizone.
. . ) . .

1.0 [0.0100, 0.0098, 0.0102, 0.0095, 0.0103] Przesadna regularyzacja — thumi wynik.



Regularyzacja Tichonowa

Ax—=Db
A — macierz wspoétczynnikdw (rozmiaru mxn)
x —wektor niewiadomych (rozmiaru nx1)
b — wektor wynikowy (rozmiaru mx1)

Dotichonov_reg.m

Zamiast rozwigzywac uktad bezposrednio, minimalizujemy funkcje celu:
2 2
[Ax — bl + Allx|l
gdzie:
* || - |/2 = norma 2 (euklidesowa)
e A > () - parametr regularyzacji (kontroluje kompromis miedzy zgodnoscia z danymi a gtadkoscia
rozwiazania)
Postac rozwiazania
Rozwigzanie uktadu z regularyzacja Tichonowa mozna zapisac jako:
x=(A"A+2)7'A'D
gdzie:
o A —macierz transponowana do A
¢ I —macierz jednostkowa o odpowiednich wymiarach

e )\ — parametr regularyzacji (im wiekszy, tym bardziej "wygtadzone" rozwiazanie)



Optymalizacja parametru regularyzacji

Metoda L-krzywej

Metoda L-krzywej pomaga znalez¢ optymalny parametr regularyzacji A w problemach typu min,, || Az —
b||2 + Al|z||*
Krzywa ta wizualizuje kompromis miedzy norma residuum (|| Az — b||) a norma rozwiazania (||z||) dla

réznych A.

1. Algorytm metody L-krzywej

1. Oblicz rozwiazania regularyzowane dla réznych wartosci A.
2. Dla kazdego A zapisz:

o Norme residuum: p(A) = |[Az) — bl

o Norme rozwigzania: n(A) = ||z, ||.

3. Narysuj log-log wykres 17(A) vs. p(A)

o

. Wybierz A w "kacie” krzywej — punkt optymalnego balansu miedzy dopasowaniem do danych a
stabilnoscia rozwiazania.

Krzywizna parametryczna w dwéch wymiarach (dla 2 () - y"(t) — () - 2"(2)

krzywej (x(t),y(t)) jest obliczana wedtug wzoru: («/(1)2 + y'(£)2)"




Przyktad

i1l

Ax=b a® + A
a=0.01,b=1,lambda=9.326e-05

X:
x=a*b/(a”*2+lambda)
x= 51.7438
LcurveFindLambda.m
Optymalne lambda: 9.326033e-05 (indeks: 17)
2 L-curve , Lopt=9.326e-05
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Dodatkowe materiaty



Metoda gradientu sprzezonego

Liniowo niezalezni wektory pr, k=0,1,...,n—1 pZ;Apj =0,k#
wzgledem A
Dowolny wektor mozna n—1
wyrazi¢ jako wazona suma T —xg = Z «;jp;  Pomnozymy na pgA
liniowo niezaleznych \ Y It 0
wektoréw l ‘ Y /
\L n—1

* T T
pEA(x® — o) = pi (b — Axo) =pire  PEAY  a;pj = arpj Apk
j=0

(wg liniowej niezaleznosci)

Wiec mamy pgTo = GkPgApk

Oraz T




Algorytm

Najpierw znajdujemy cigg n sprzezonych kierunkéw, nastepnie obliczamy wspdtczynniki «

Dla dowolnych liniowo niezaleznych UV, k — 0? 1TJ ey — 1
wektorow
1. Let pg = vg .

2. For k=0,1,...,n—2

4

End For.

Ortogonalizacja Grama-Shcmidta

jako pierwszy wektor bazowy p1 wybrac gradient f w x = x,, ktory wynosi Ax,-b, a poniewaz
wybralismy x, = 0, otrzymujemy -b. Pozostate wektory w bazie beda sprzezone do gradientu
(stad nazwa metoda gradientu sprzezonego).

P;



Algorytm (cd)

1. Pick xy and A-conjugate directions pi, £k =0,1,...,n — 1.
2. For k=0,1,....,n—1
(a) Set

(b) Let xx11 = 21 + aips.
End For.



Algorytm gradientu sprezonego

1. Let zo be an initial guess.
Let ro = b — Axg and py = rg.

2. For £ =0,1,2,..., until convergence,

(a) Compute the search parameter oy, and the new iterate and residual

— T
Py App.
T4l = T+ OkPE,
k41 — Tk — OkaPk ;

(b) Compute the new search direction pyi+1 by Gram-Schmidt on 744
and the previous p vectors to make pr.1 A-conjugate to the previous
directions.

End For.



Algorytm gradientu sprezonego (w
catosci)

1. Let z¢ be an initial guess.
Let ro = b — Axg and pg = 1.
2. For k=0,1,2,..., until convergence,

(a) Compute the search parameter o and the new iterate and residual

T T
ap = , (or, equivalently, )
pi. Apr. pi; APk
Tk+1 = Tk + QgPk,
Tkel = Tk — apApy,

(b) Compute the new search direction

T Ap,. rro1lr,
B _M , (or, equivalently, L+1T bl ),
Py Apr T Tk
Pk+1 = Tk41 + BrPk,

End For.



