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Niektóre metody rozwiązywania 
układów równań liniowych 



Niektóre metody rozwiązywania 
układów równań liniowych (cd.) 



Rozkład PA=LU 

>> [L U P]=lu(A) 
 
L = 
 
    1.0000         0                   0 
    0.5000         1.0000         0 
    0.5000         0                   1.0000 
 
 
U = 
 
    2.0000    4.0000    7.0000 
         0          3.0000    4.5000 
         0         0              -0.5000 
 
 
P = 
 
     0     1     0 
     0     0     1 
     1     0     0 



Macierz hermitowska 
Macierz hermitowska (albo samosprzężona) – macierz kwadratowa  
 
 
równa swojemu sprzężeniu hermitowskiemu, tj. macierz spełniająca warunek 

Sprzężenie hermitowskie macierzy – złożenie operacji transpozycji i sprzężenia 
zespolonego macierzy zespolonych. 

André-Louis Cholesky 
 (15 October 1875, in Montguyon – 
31 August 1918, in Bagneux)  
was a French military officer and 
mathematician. 

Sprzężenie zespolone – jednoargumentowe 
działanie algebraiczne określone na liczbach 
zespolonych polegające na zmianie znaku 
części urojonej danej liczby zespolonej. 



Rozkład Choleskiego 

 



Macierz symetryczna dodatnio 
określona  
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Rozkład Choleskiego (cd.) 
jest procedurą rozkładu symetrycznej, dodatnio określonej macierzy 



Przykład 



Zadanie 

Otrzymać rozkład Choleskiego dla macierzy. Sprawdzić wynik.  



Rozwiązanie 



Zastosowanie 

 Ax = b 

A = LL* 

Ly = b 

 L*x = y 

 LL*x=b 

Dla symetrycznej, dodatnio określonej macierzy A 

U=L* 



Przykład 
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Zadanie 
A = 
 
     3    -2 
    -2     3 
 
>> B 
 
B = 
 
     1 
     1 
 
>> A^-1*B 
 
ans = 
 
    1.0000 
    1.0000 

>> chol(A) 
 
ans = 
 
    1.7321   -1.1547 
         0    1.2910 

Rozwiązać układ przez rozkład Choleskiego 



LDL* dekompozycja 

A = LDLT 

LZ = B 
DY= Z 
L*X = Y 

A = LDL* 
LDL*X = B 
Z = DL*X 
Y = L*X 

 Ax = b 
Macierz A jest symetryczna, 
ale nie koniecznie  dodatnio określona   

lii=1 



LDL* faktoryzacja 
TLDLA ]][][[][ 
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Przykład 
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Zastosowanie LDL* do Ax = b  

TLDLA ]][][[][ 

][][]][][[ bxLDL T 

][][][ yxL T 
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Zadanie 

A = 
 
     3    -2 
    -2     3 

Rozwiązać układ przez LDL*  rozkład 

Ax = b  

>> B 
 
B = 
 
     1 
     1 
 
>> A^-1*B 
 
ans = 
 
    0.0769 
   -0.3846 



Funkcje w Matlabie 

>> A=[3 -2; -2 -3] 
A = 
     3    -2 
    -2    -3 
>> eig(A) 
ans = 
   -3.6056 
    3.6056 
>> [L,D] = ldl(A) 
L = 
    1.0000         0 
   -0.6667    1.0000 
D = 
    3.0000         0 
         0   -4.3333 

>> A=[3 -2; -2 -3] 
>> [L,U,P] = lu(A) 
L = 
    1.0000         0 
   -0.6667    1.0000 
U = 
    3.0000   -2.0000 
         0   -4.3333 
P = 
     1     0 
     0     1 
>> chol(A) 
Error using chol 
Matrix must be positive definite. 



Macierz trójdiagonalna   



LU faktoryzacja macierzy 
trójdiagonalnej 



Zadanie 



Odpowiedź 
>> [L,U] = lu([2 2 0;-2 0 2;0 -2 0]) 
 
L = 
 
     1     0     0 
    -1     1     0 
     0    -1     1 
 
 
U = 
 
     2     2     0 
     0     2     2 
     0     0     2 



Trójdiagonalny układ (cd.) 



Niestabilność metody 



Niestabilność metody 

Możliwe są inne rozwiązania  

1 
 
 
 
 
2 
 
3 



>> T=[1 1 0;1 1 1;0 1 1] 
 
T = 
 
     1     1     0 
     1     1     1 
     0     1     1 

>> [L U]=lu(T) 
 
L = 
 
     1     0     0 
     1     0     1 
     0     1     0 
 
 
U = 
 
     1     1     0 
     0     1     1 
     0     0     1 

>> [L U P]=lu(T) 
 
L = 
 
     1     0     0 
     0     1     0 
     1     0     1 
 
 
U = 
 
     1     1     0 
     0     1     1 
     0     0     1 
 
 
P = 
 
     1     0     0 
     0     0     1 
     0     1     0 

>> PT=P*T 
 
PT = 
 
     1     1     0 
     0     1     1 
     1     1     1 
 
>> [L U]=lu(PT) 
 
L = 
 
     1     0     0 
     0     1     0 
     1     0     1 
 
 
U = 
 
     1     1     0 
     0     1     1 
     0     0     1 



Rzadkie macierzy 

Macierz rzadka – macierz, w której większość elementów ma wartość zero. 

Niezerowe elementy 



Problem wypełnienia (fill-in) 

Faktoryzacja LU może zwiększyć liczbę niezerowych elementów w porównaniu do 
oryginalnej macierzy. Zjawisko to nazywa się wypełnieniem (fill-in). 

A=[4 1 2 1/2 2; 
    1 1/2 0 0 0; 
    2 0 3 0 0; 
    1/2 0 0 5/8 0; 
    2 0 0 0 16]; 
L=chol(A)'; 

Spy(A)                                              Spy(L) 



Przykład 

A=[4 1 2 1/2 2; 
    1 1/2 0 0 0; 
    2 0 3 0 0; 
    1/2 0 0 5/8 0; 
    2 0 0 0 16]; 
L=chol(A)'; 



Przebudowa macierzy 



A=[4 1 2 1/2 2; 
    1 1/2 0 0 0; 
    2 0 3 0 0; 
    1/2 0 0 5/8 0; 
    2 0 0 0 16]; 
L=chol(A)'; 

P=[0 0 0 0 1; 
    0 0 0 1 0; 
    0 0 1 0 0; 
    0 1 0 0 0; 
    1 0 0 0 0]; 
Ap=P*A; %wiersze 
As=Ap*P; %kolumny 



Zagadnienie optymalizacji 



Schematy przebudowy 
A L 

CEL: Otrzymanie stopnia rzadkości L takiego, jaki jest  stopień rzadkości A 



Problem optymalizacyjny 

 
A L 

A’=? 

Macierz L powtarza „wprawie”   
kształt dolnej części macierzy A 

Jak przebudować A? P 



Approximate Minimum Degree 
Permutation (AMD) 

Approximate Minimum Degree (AMD) to efektywny heurystyczny algorytm do znajdowania 
permutacji wierszy i kolumn rzadkiej macierzy. Jego celem jest minimalizacja wypełnienia 
(liczby niezerowych elementów) w trakcie dekompozycji LU, Cholesky lub QR, co prowadzi do 
oszczędności pamięci i czasu obliczeń. 

Dla dużych, rzadkich macierzy dekompozycje takie jak LU, Cholesky czy QR mogą prowadzić 
do powstawania nowych, niezerowych elementów (tzw. wypełnienia).  
AMD reorganizuje macierz przez permutację wierszy i kolumn w taki sposób, aby 
minimalizować to wypełnienie, co usprawnia obliczenia. 



Graf sąsiedztwa 

Graf sąsiedztwa:  
Każdą macierz rzadką można przedstawić jako graf nieskierowany, gdzie: 
• Wierzchołki odpowiadają wierszom (lub kolumnom). 
• Krawędzie istnieją, jeśli macierz ma niezerowy element. 
• Stopień wierzchołka: Liczba krawędzi łączących dany wierzchołek z innymi 

odpowiada liczbie niezerowych elementów w danym wierszu lub kolumnie. 

A = [ 
0 1 0 0; 
1 0 1 0; 
0 1 0 1; 
0 0 1 0]; 
 
 

Strategia minimalnego stopnia:  
Minimalizowanie stopnia 
wierzchołków (liczby połączeń) 
minimalizuje wypełnienie w 
trakcie eliminacji Gaussa 

showGraphDS.m 



Algorytm AMD 
1. Inicjalizacja: 

• Utwórz graf sąsiedztwa macierzy (na podstawie jej niezerowych elementów). 
• Oblicz stopnie wierzchołków (liczba połączeń każdego wiersza/kolumny). 

2. Wybór wierzchołka o minimalnym stopniu: 
• Znajdź wierzchołek o najmniejszym stopniu. 
• Dodaj go do permutacji. 

3. Aktualizacja grafu (schodkowe eliminacje): 
• Po wybraniu wierzchołka aktualizuj graf: 

• Połącz sąsiadów (operacja zwana wypełnieniem). 
• Przelicz stopnie wierzchołków. 

4. Kontynuacja: 
• Powtarzaj kroki, aż wszystkie wierzchołki zostaną dodane do permutacji. 

5. Zakończenie: 
• Zwróć permutację, która minimalizuje wypełnienie. 



Przykład 

Graf wygląda następująco: 1 -2 - 3 - 4  



Przykład 



Przykład 



Przykład 



Przykład 



Przykład 



Przykład 



Przykład 



Przykład 

przykladAMDprosty.m 



A(P,P) 



Przykład 



Problem pamięciowy 



Portret macierzy rzadkiej 

Zbiór indeksów 

Macierz  z niesymetrycznym portretem 

Niesymetryczna macierz   
z symetrycznym portretem 

Symetryczna macierz   



Compressed Sparse Row (CSR,CSC – 
column) 

• aelem, który zawiera wszystkie niezerowe elementy 
macierzy A, wymienione w kolejności wierszy; 

• jptr, który zawiera taką samą liczbę elementów jak 
aelem i dla każdego z nich wskazuje, w której kolumnie 
znajduje się dany element; 

• iptr, który przechowuje liczbę elementów równą 
wymiarowi   macierzy A powiększonemu o jeden. Jej i-
ty element określa pozycję, od której zaczyna się i-ty 
wiersz macierzy w tablicach aelem i jptr. W związku z 
tym iptr[i+1]-iptr[i] jest równe liczbie niezerowych 
elementów w i-tym wierszu. Ostatni element iptr[n+1] 
jest równy liczbie elementów w aelem plus jeden. 

Można zastosować modyfikację CSR, w której dane są przechowywane w ten sam sposób i w 
tych samych tablicach, z tym, że niezerowe elementy macierzy są zestawiane nie wierszami, a 
kolumnami. Ten wariant jest znany jako CSC. 



Przykład 



Iloczyn macierzowy 

Input: x; aelem, jptr, iptr; n 
Output: z=Ax 
for i= 1 : n { 
z[i]:=0 
for j = iptr[i] : iptr[i+1]-1 { 
z[i]:=z[i]+x[jptr[j]]*aelem[j] 
} 
} 

>> A*x 
 
ans = 
 
    33 
    46 
    40 
    51 
    72 
    48 
    77 

z = 
 
    33 
    46 
    40 
    51 
    72 
    48 
    77 

25 kroków 

49 kroków 

iloczynAx.m 

x=[1 2 3 4 5 6 7]'; 

> nnz(A) 
ans = 
    25 



CSlR — Compressed Sparse (lower 
triangle) 

Aby przechowywać macierze z symetrycznym portretem i 
niezerową przekątną główną, można zastosować ten sam 
schemat CSR, z następującymi zmianami: 
• elementy głównej przekątnej są przechowywane oddzielnie 

w tablicy adiag; 
• zamiast tablicy aelem używana jest tablica altr, w której w 

ten sam sposób przechowywane są tylko elementy pod 
przekątnej macierzy. Tworzone są dla niego tablice jptr i 
iptr; 

• dla przekątnych elementów macierzy tworzona jest tablica 
autr, która przechowuje elementy nie w rzędach, ale w 
kolejności kolumn. Dla autr, ze względu na symetrię 
portretu, tablice jptr i iptr nie są tworzone. 



Przykład 

x=[1 2 3 4 5 6 7]'; 



Iloczyn macierzowy II 

Input: x; adiag, altr, autr, jptr, iptr; n 
Output: z=Ax 
for i = 1 : n { z[i]:=x[i]*adiag[i] } 
for i = 1 : n { 
for j=iptr[i] : iptr[i+1]-1 { 
z[i]:=z[i]+x[jptr[j]]*altr[j] 
z[jptr[j]]:=z[jptr[j]]+x[i]*autr[j] 
} 
} 

Jeśli zamienimy referencje na tablice altr i autr, 
to zamiast z := Ax zostanie obliczony iloczyn  
z := A T x. 

Ten sam algorytm można zastosować w przypadku macierzy symetrycznych. Jedyną 
konieczną zmianą jest użycie nie dwóch tablic altr i autr, ale jednej z nich. 

>> A*x 
 
ans = 
 
    33 
    46 
    40 
    51 
    72 
    48 
    77 

49 kroków 

>> z 
 
ans = 
 
    33 
    46 
    40 
    51 
    72 
    48 
    77 

16 kroków 



ILU do rozwiązania układu równań 
 Incomplete Lower-Upper triangles decomposition 

A: adiag, altr, autr, jptr, iptr L: lltr, ldiag U: uutr, udiag 

Input: f; ldiag, lltr, jptr, iptr; n 
Output: z=L −1 f 
Additional effect: changed f 
for i=1: n { 
for j= iptr[i]:iptr[i+1]-1 { 
f[i]:=f[i]-z[jptr[j]]*lltr[j] 
} 
z[i]:=f[i]/ldiag[i] 
} 

Input: f; udiag, uutr, jptr, iptr; n 
Output: z=U −1 f 
Additional effect: changed f 
for i=n: -1:1 { 
z[i]:=f[i]/ldiag[i] 
for j= iptr[i]:iptr[i+1]-1 { 
f[jptr[j]]:=f[jptr[j]]-z[i]*uutr[j] 
} 
} 

lltr-CSR uutr-CSC 



Przykład 

z  =    0.1111    0.1818    0.2818    0.3369    0.3793    0.7500    0.6595 
 
zf'=    0.1111    0.1818    0.2818    0.3369    0.3793    0.7500    0.6595 

9 kroków 

zf=L^-1*f 

49 kroków (LU) 

Aminus1.m 



Przykład 

Dużo nowych niezerowych elementów 

>> [L U]=lu(A) 



Przypadek rzadkiej macierzy - ILU 

indeksy i 

Niekompletna LU -faktoryzacja macierzy –  
ILU -  incomplete LU factorization 



ILU faktoryzacja 

Aby znaleźć macierze L i U, wygenerujemy je wiersz po wierszu. Załóżmy, że pierwsze (k−1) 
wiersze zostały już znalezione i trzeba znaleźć k-ty wiersz. Zapiszmy blokami pierwsze k 
wierszy rozkładu 

są wektorami. i 

Można przepisać to tak: 

W tej metodzie do portretu nie  wprowadzano żadnych nowych niezerowych  elementów! 



Metoda ILU faktoryzacji (cd) 
Skąd mamy 

Pamiętając, że  

rozwiązując te układy, możemy znaleźć współczynniki k-tych rzędów macierzy dekompozycji 

Obliczymy                  zakładając, że                                         zostały już znalezione. 

Jeżeli                                   to 

Inaczej  

(j<k zawsze dla macierzy L) 

biorąc pod uwagę fakt, że dla i > j elementy górnej macierzy trójkątnej U są równe zeru. 



Metoda ILU faktoryzacji (cd) 

Skąd mamy 

W sposób podobny pod warunkiem                                można obliczyć  

W przypadku gdy                              mamy 

gdy 

Przypomnijmy, że zakłada się, że rzędy macierzy L i U od pierwszego do k-tego zostały już 
skonstruowane. Skoro j < k, to wszystkie współczynniki macierzy U zostały już określone. 

Teraz dla i > k elementy dolnej trójkątnej macierzy L są równe zeru. 



Algorytm ILU 
Dla 

Dla 

Dla 

Jeżeli 

Jeżeli 

to 

to 

inaczej 

inaczej 

zwiększ 

zwiększ 

zwiększ 



Przykład 

PA={(1,1),(1,4),(1,5),(1,7),(2,2),…} 

k=1,j=0 
l11=1 
 
j=1 
(1,1)∈PA 

u11=a11=9 
j=2 
(1,2) ∈PA 

u12=0 
… 
j=7 
(1,7)∈PA 

u17=a17=1 
 

k=2,j=1 
(2,1)∈PA 

l21=0 
l22=1 
 
j=2 
(2,2)∈PA 

u22=a22-l11*u12=11-1*0=11 
… 
 



Przykład 



Sparse w Matlabie 

S=sparse(A); 
Number of nonzero matrix elements. nnz(A)=25 

[L,U,P] = ilu(S); permutation matrix P 

iluA.m 



Sparse to Full 
Lf=full(L); 
Uf=full(U); 
Pf=full(P); 
R=A-Lf*Uf; 
Af=Lf*Uf; 



Matlab 
spy(A) 



Realizacja algorytmu  ILU  



Przypadek symetrycznej macierzy 

lub 



Algorytm 

Dla 
Dla 

Jeżeli 
to 

inaczej 

zwiększ 

zwiększ 



Przykład 

R=0 



Zastosowania 

Ugięcie belki  

Rozciąganie pręta 

Zginanie cienkiej płyty 



Pręt rozciągany 

u(x) – przemieszczenie punkowe 



Metoda różnic skończonych 



Metoda różnic skończonych 



Metoda różnic skończonych 



Metoda różnic skończonych 



Metoda różnic skończonych 

u(x) – przemieszczenie punkowe 



Metoda różnic skończonych 

 

u(x) – przemieszczenie punkowe 



Metoda różnic skończonych 

 



>> nnz(A)=   15 
As-sparse(A) 

[L U P]=ilu(As) 

Spy(A) 



Metody bezpośrednie a metody 
iteracyjne  

bezpośrednie 
metody które przy braku błędów zaokrągleń dają dokładne rozwiązanie po skończonej liczbie 
przekształceń układu wejściowego 
• duża efektywność dla układów o macierzach pełnych 
• duże obciążenie pamięci 
• możliwa niestabilność ze względu na błędy zaokrągleń i wskaźnika uwarunkowania 
iteracyjne 
polegają na konstrukcji nieskończonego ciągu wektorów, zbieżnych do szukanego rozwiązania, 
x(0) -> x(1) -> x(2) ->... 
• efektywne dla macierzy rzadkich, dużych rozmiarów 
• stosunkowo nieduże obciążenie pamięci 
• problemy ze zbieżnością 

? 



Przykład 

%1.1x=3.3 
%x=-0.1x+3.3 
x=10; 
out=[]; 
for i=1:100 
    out=[out;x]; 
    x=-0.1*x+3.3; 
end; 
plot(out); 

1.1𝑥 = 3.3 𝑥 = −0.1𝑥 + 3.3 

𝑥𝑘+1 = −0.1𝑥𝑘 + 3.3 



Przykład 2 

A=[1.1 0.2;0.3 1.2] 
 
A = 
 
    1.1000    0.2000 
    0.3000    1.2000 

>> G=[-0.1 -0.2;-0.3 -0.2] 
 
G = 
 
   -0.1000   -0.2000 
   -0.3000   -0.2000 

? 

>> I-G 
 
ans = 
 
    1.1000    0.2000 
    0.3000    1.2000 

b=[5 6]' 
 
b = 
 
     5 
     6 

x=[1 1]'; 
Out=x'; 
for i=1:10 
    x=G*x+b; 
    Out=[Out;x']; 
end; 
plot(Out(:,1),'r-'); 
hold on; 
plot(Out(:,2),'b-'); 
 



Metody iteracyjne 

Warunek zbieżności: Promień spektralny 

Mx=Nx+b 

Metody iteracyjne stosowane są głównie do rozwiązywania układów o dużej liczbie 
równań i niewiadomych (nawet rzędu milionów) 

Największa co do modułu  
wartość własna macierzy. 

-1 -1

-1 -1

k+1 k

k+1 k

G = M N c = M b

x = M Nx + M b

Mx = Nx +b

x=M-1Nx+M-1b 



Metoda Jakobiego 

Dostateczny warunek zbieżności: 
Macierz dominująca 

Dodatkowe warunki 

ii ij

j i

a a




 (k+1) -1 (k)

(k)

i ij j

j i(k+1)

i

ii

x = D b -(L+U)x

b - a x

x = , i = 1,…,n
a





Macierz dominująca to macierz, której wartości 
bezwzględne elementów na głównej przekątnej 
są większe od sumy wartości bezwzględnych 
pozostałych elementów w wierszach 

x=M-1Nx+M-1b 



Przykład 



Algorytm 

( )

( 1) , 1, ,

k

i ij j

j ik

i

ii

b a x

x i n
a





  





Przykład 

x(0) = (0, 0, 0). 

x(1) = (x1
(1), x2

(1), x3
(1)) = (3/4, 9/6, −6/7) ≈ (0.750, 1.500, −0.857)  



Ocena błędów 



Zadanie 

Obliczyć 2 iteracji przez metodę Jakobiego 



Rozwiązanie 



Przykład 
A=[10 2 3;1 8  4;1 2 7 ]; 
D=[10 0 0;0 8 0;0 0 7]; 
L=[0 0 0;1 0 0;1 2 0]; 
U=[0 2 3;0 0 4;0 0 0]; 
b=[6 7 8]'; 
%metoda bezposrednia 
%ldl - dla macierzy symetrycznej 
%lu(A) - funkcja inv(A) 
%help inv 
%help \ - A\b 
  
x=inv(A)*b; 
x1=A\b; 
  
%metoda iteracyjna 
x=[1 1 1]'; 
x=inv(D)*(b-(L+U)*x) 



Metoda Gausa-Seidla 

Dostateczny warunek zbieżności: 
Macierz dominująca 

Metoda Jakobiego 

ii ij

j i

a a




Niech teraz 

Mx=Nx+b 

Mxk+1=Nxk+b 

 (k+1) -1 (k)x = (D+ L) b -Ux(D+L)xk+1=-Uxk+b 

Dxk+1=-Lxk+1-Uxk+b  (k+1) -1 (k+1) (k)x = D b - Lx -Ux



Przykład 

GS 

Jakobi 



Algorytm 

 

 ( 1) 1 ( 1) ( )k k k    x D b Lx Ux



Metoda Gausa-Seidla (cd.) 

1 krok 
2 krok 
… 
 



Przykład 

x(0) = (0, 0, 0). 

x1
(1) = 3/4 = 0.750. x2

(1) = [9 + 2(0.750)] / 6 = 1.750 x3
(1) = [-6 + 0.750 − 1.750] / 7 = − 1.000 

x(1) = (x1(1), x2(1), x3(1)) = (0.750, 1.750, − 1.000) 



Ocena błędów 

 



Zadanie 
Rozwiązać układ za pomocą metody Gausa-Seidla 



Rozwiązanie 

Macierz dominująca 



Zbieżność metod iteracyjnych 
Ax = b 

e(k) = x − x(k) 

||B|| < 1 

 

(k+1) (k)

(k+1) -1 (k) -1

(k+1) (k)

-1 -1

(k+1) (k)

Mx = Nx +b

x = M Nx + M b

x = Bx +b

B = M N oraz b = M b

x - x = B x - x

%

%

 ( ) ( 1) ( 2) 2 ( 2) (0)k k k k ke Be B Be B e B e      L

x = Bx+b%

Dokładne rozwiązanie 



Porównywanie 
Metoda Jakobiego 

Metoda Gausa-Seidla 



Porównywanie (cd.) 

||BGS|| = ||BJacobi||2 



GS a SOR 



Metoda SOR (nad relaksacji) 
Successive Overrelaxation (SOR)  

Metoda Gausa-Seidla 

Korekcja: 

1 < ω < 2 
Gdy ω=1 mamy GS  

 

(k+1) -1 (k+1) (k)

(k+1) (k+1) (k)

(k+1) (k) -1 (k+1) (k) (k)

(k+1) (k) (k+1) (k)

GS

(k+1) (k) -1 (k+1) (k) (k)

GS

(k+1) (k) -1 (k+1) (k) (k)

x = D b - Lx -Ux

Dx = b - Lx -Ux

x - x = D b - Lx - Dx -Ux

x = x + x - x

x - x = D b - Lx - Dx -Ux

x = x + D b - Lx - Dx -Ux





  

  

  

  

Zbieżność metody Gaussa–Seidela można przyspieszyć, wprowadzając 
parametr relaksacji i kolejne współrzędne nowego przybliżenia wyznaczać, 
kombinując ze sobą poprzednie przybliżenie oraz współrzędną nowego 
przybliżenia uzyskanego metodą Gaussa–Seidela: 

( 1) ( ) 1(1 )k k k

i i ix x x    



Zbieżność 
(k+1) (k) (k+1) (k) (k)

(k+1) (k) (k) (k) (k)

-1

(k+1) (k)

-1

-1

1 1
Dx = Dx + b - Lx - Dx -Ux

1 1 1
L+ D x = Dx + b - Dx -Ux = D - D -U x +b

1 1
x = L+ D D - D -U x +b

1 1
L+ D D - D -U

 Jacobi D (-L -U)

GS (L+

 





 



 

  

   
     

   

    
    
    

   
   
   

-1

 

D) (-U)



Przykład 



Porównywanie 

Metoda Jakobiego 

Metoda Gausa-Seidla 

Metoda SOR  

 

 

(k+1) -1 (k)

(k+1) -1 (k)

-1

(k+1) (k)

x = D b -(L+U)x

x = (D+ L) b -Ux

1 1
x = L+ D D - D -U x +b

 

    
    
    



Tabela algorytmów iteracyjnych 

1
( 1) ( ) ( ) ( )

1

1
( 1) ( ) ( 1) ( )

1

1
( 1) ( ) ( 1) ( )

1

1

1

i n
k k k k

i i i ij j ij j

j j iii

i n
k k k k

i i i ij j ij j

j j iii

i n
k k k k

i i i ij j ij j

j j iii

x x b a x a x
a

x x b a x a x
a

x x b a x a x
a






 


 

 


 

 

 
    

 

 
    

 

 
    

 

 

 

 

Metoda Jakobiego 

Metoda Gausa-Seidla 

Metoda SOR  



Zbieżność 

-1
1 1

L+ D D - D -U
 

   
   

   
SOR 



syms a11 a21 a22 a12 w 
D=[a11 0;0 a22] 
L=[0 0;a21 0] 
U=[0 a12; 0 0] 
SOR=(L+D)^-1*(1/w*D-D-U) 
simplify(SOR) 
pretty(SOR) 
[Vs Ls]=eig(SOR) 
pretty(Ls) 
pretty(Vs) 



Przykład 

 



Przykład (cd.) 
Metoda Jakobiego 



Przykład (cd.) 
Metoda Gaussa-Seidela  



Przykład (cd.) 
SOR 



Iter2.m 
W=1 W=1.1 

W=1.2 

W=1.8 













Metoda gradientowa 
Rozpatrzmy rozwiązania poniższego układu równań: 
 

Ax = b, 

 
gdzie macierz A (n x n) jest symetryczna, rzeczywista i dodatnio określona. 
 
Oznaczmy rozwiązanie tego układu przez x*. 



Metoda gradientowa (cd) 



Metoda gradientowa (cd) 



Metoda gradientowa (cd) 

𝜕𝑓

𝜕𝛼
= 0 



Algorytm 



Zbieżność 

λmax and λmin are the largest and smallest eigenvalues of A 



Przykład 



Wizualizacja 



Metoda gradientu sprzężonego 

Mówimy, że dwa niezerowe wektory u i v są sprzężone (względem A), jeśli 

Ponieważ A jest symetryczna i dodatnio określona 

Więc, dwa wektory są sprzężone jeśli są ortogonalne względem tego iloczynu skalarnego. 
Sprzężoność jest relacją symetryczną. 

Przypuśćmy, że {pk} jest ciągiem n wzajemnie sprzężonych kierunków. 

Dowolny wektor można 
wyrazić jako ważona suma 
liniowo niezależnych 
wektorów  



Metoda gradientu sprzężonego (cd) 

(wg liniowej niezależności) 

Co daje nam następującą metodę rozwiązywania równania Ax = b. Najpierw znajdujemy 
ciąg n sprzężonych kierunków, następnie obliczamy współczynniki 𝛼𝑘 



Metoda iteracyjna 

jako pierwszy wektor bazowy p1 wybrać gradient f w x = x0, który wynosi Ax0−b, a ponieważ 
wybraliśmy x0 = 0, otrzymujemy −b. Pozostałe wektory w bazie będą sprzężone do gradientu 
(stąd nazwa metoda gradientu sprzężonego). 

Zauważmy, że rk jest przeciwny do gradientu f w x = xk, więc metoda gradientu prostego 
nakazywałaby ruch w kierunku rk. Tutaj jednak założyliśmy wzajemną sprzężoność 
kierunków pk, więc wybieramy kierunek najbliższy do rk pod warunkiem sprzężoności. Co 
wyraża się wzorem: 

Ortogonalizacja Grama-Shcmidta 



Ortogonalizacja Grama-Schmidta 
Ortogonalizacja Grama-Schmidta – przekształcenie układu liniowo niezależnych 
wektorów przestrzeni unitarnej w układ wektorów ortogonalnych. 

A= 

B= 



Interpretacja geometryczna 



Algorytm 



Zbieżność algorytmu 



conjgradOS 



Porównanie zbieżności 

Porównanie zbieżności metody gradientu 
prostego (na zielono) i sprzężonego gradientu 
(na czerwono) dla minimalizacji formy 
kwadratowej powiązanej z zadanym układem 
równań liniowych. Metoda sprzężonego 
gradientu zbiega w co najwyżej n krokach, 
gdzie n jest rozmiarem macierzy zadanego 
układu (tutaj n=2). 



Macierz blokowa 

• Dowolną macierz A można przedstawić jako 
macierz blokową, zbudowaną z pewnej liczby 
macierzy o mniejszych wymiarach: 

Ma wymiar 



Macierz blokowo-przekątniowa 



Przykład 
Block.m 



Macierz blokowa ogólna 

wektor x jest jawnie oznaczony jako kolumna o blokowych 
składowych                                        x=(ξ1,ξ2,…,ξpξ1,ξ2,…,ξp) 



Metoda blokowa Jakobiego 



Przykład 



Przykład blockOgolny.m 



IterBlock.m 

A11=[1 2;3 4]; 
A22=[5 6;7 8]; 
Z=[0 0;0 0]; 
A12=Z;A21=Z; 
A=[A11 A12;A21 A22]; 
%B=blkdiag(A11,A22); 
b=[1 2 3 4]'; 
E=-[Z Z;A21 Z]; 
F=-[Z A12;Z Z]; 
D=[A11 Z;Z A22]; 
x=[1 1 1 1]'; 
OutJ=[]; 
for i=1:10 
       OutJ=[OutJ;x']; 
    x=inv(D)*(b+(E+F)*x); 
end; 
 hold on; 
plot(OutJ(:,1),'r'); 
plot(OutJ(:,2),'b'); 
plot(OutJ(:,3),'g*'); 
plot(OutJ(:,4),'k*'); 



IterBlock2 
Dostateczny warunek zbieżności: 
Macierz dominująca 



Regularyzacja Tichonowa 



Przykład 



Przykład 



Przykład 

Lambda: 0.0000, x: 100.0000 
Lambda: 0.0001, x: 50.0000 
Lambda: 0.0100, x: 0.9901 
Lambda: 0.1000, x: 0.0999 
Lambda: 1.0000, x: 0.0100 



Regularyzacja Tichonowa 
𝐴 – macierz współczynników (rozmiaru 𝑚×𝑛) 
𝑥 – wektor niewiadomych (rozmiaru 𝑛×1) 
𝑏 – wektor wynikowy (rozmiaru 𝑚×1) 

Dotichonov_reg.m 



Optymalizacja parametru regularyzacji 
Metoda L-krzywej  

Krzywizna parametryczna w dwóch wymiarach (dla 
krzywej (x(t),y(t)) jest obliczana według wzoru: 



Przykład  

Ax=b 
a=0.01,b=1,lambda=9.326e-05 
x= 

x=a*b/(a^2+lambda) 
x =   51.7438 

Optymalne lambda: 9.326033e-05 (indeks: 17) 
LcurveFindLambda.m 



Dodatkowe materiały 

 



Metoda gradientu sprzężonego 
Liniowo niezależni wektory 
względem A 

Dowolny wektor można 
wyrazić jako ważona suma 
liniowo niezależnych 
wektorów  

Pomnożymy na  

Więc mamy 

Oraz  

(wg liniowej niezależności) 



Algorytm 

Dla dowolnych liniowo niezależnych 
wektorów  

Ortogonalizacja Grama-Shcmidta 

Najpierw znajdujemy ciąg n sprzężonych kierunków, następnie obliczamy współczynniki  𝛼 

jako pierwszy wektor bazowy p1 wybrać gradient f w x = x0, który wynosi Ax0−b, a ponieważ 
wybraliśmy x0 = 0, otrzymujemy −b. Pozostałe wektory w bazie będą sprzężone do gradientu 
(stąd nazwa metoda gradientu sprzężonego). 



Algorytm (cd) 



Algorytm gradientu sprężonego 



Algorytm gradientu sprężonego (w 
całości) 


