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Uktad rownan liniowych

Uktadem réwnan liniowych nazywamy uktad postaci:

A X; +a, X, +a,X; +---+a X, :bl
8, X + 85X, + 855X+ + 8, X =D,

2n’'n

a,X +a,X +a X +--+a X =b

a - sg to wspodtczynniki rownania ( dane)
b - wyrazy wolne (dane)
X - niewiadome zmienne ( szukane)

A ... b,
Ax=b, A=| : . |, b=]:
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Mozliwe rozwigzywania uktadu

n n
agh +a, in = Zyi
i=1 i=1

n n n
@y Y X, +a, ) x; =Y x,y,
i=1 i=l i=l

a, x| + apx, = b

an1 Xy + Ayr Xy = bz

X2

S

(a) unikatowe rozwigzanie = (b) prak rozwigzania
(©) | nieskoriczona ilog¢ rozwigzan

(d) trywialne rozwigzanie




Rodzaje metod rozwigzywania
uktadow rownan liniowych

metody bezposrednie - dajg rozwigzanie za
skonczong liczbe krokow; wykorzystuja
dekompozycje Gaussa, Choleskiego itd.
Podstawowa niedogodnos¢ stosowania metod
bezposrednich dla macierzy rzadkich to
pojawianie sie nowych niezerowych elementow
w macierzy w trakcie obliczen (ang. fill-in);
metody iteracyjne - polegajg na iteracyjnym
ulepszaniu przyblizonego rozwigzania do
momentu osiggniecia zadawalajgcej doktadnosci.



Niektore metody rozwigzywania
uktadow réwnan liniowych

r

1

: Wzory Cramera

: Uktady rownan linlowych o macierzach trojkatnych
Wybor elemeniu glownego

Bledy zaokraglen w eliminacji Gaussa _ Eliminacja Gaussa

- : metody bezposrednie
Wskaznik uwarunkowania

= Rozktad macierzy A na czynniki tréjkatne
Eliminacja Gausa-Jordana

Metoda Jakobiego
Metoda Gausa-Seidela

Zbieznosc metod iteracyjnych  _ metody fleracyjne

Metoda SOR (nadrelaksacji)Successive
Overrelaxation (SOR)

Uktady rownan liniowych



Definicje

Macierz jest prostokgtnym uktadem elementow

Macierz kwadratowa Macierz diagonalna Macierz jednostkowa
—a“ an al,,_ "a“ O 0 0 ] l 0 0 O—
g— | % 9z dyy, D= 0 ayp 0 0 [ — 01 0 O
.................. O 0 a33 0 0 0 1 0
| 9n1 Ap2 Apn 8 0 0 0 Asa | 0 0 0 1
Macierz tréjkatna U Macierz trojkatna L
ay @ Az Ay ap 0 0 0
U= 0 ap ay ay L — ayy Qi 0 0
o 0 o O ay ayp ay 0
Q44
| Q41 Q42 Q43 Qaq




Definicje (cd.)

Trojdiagonalna macierz T jest macierzg kwadratowg, w ktérej wszystkie elementy nie na
gtownej przekatnej i dwoch przekatnych otaczajgcych gtéwng przekatng sg rowne zeru.

a 4an 0 0 0

ay ap a3 0 0

T=10 a; a3 a3y 0
0 0 ay ay ass
0 0 0 dsq4 dss

Macierz wstegowa lub pasmowa — kwadratowa macierz, ktorej wszystkie elementy sg zerowe
poza diagonalg i wstegg wokodt nie;.




Definicje (cd.)

Macierz transponowana (przestawiona) macierzy A to macierz, ktéra powstaje z danej poprzez
zamiane jej wierszy na kolumny i kolumn na wiersze.

Dla macierzy A = (ay;)
T T
A" = (ay)” = (a;)
Macierz rzadka — macierz, w ktoérej wiekszos¢ elementdéw ma wartosc zero.

00 00
5 8 0 0
00 3 0
0 6 0 0

Macierz dominujgca to macierz, ktérej wartosci bezwzgledne elementow na gtdwnej przekatnej
sg wieksze od sumy wartosci bezwzglednych pozostatych elementéw w wierszach

n
la;;l > Y layl (i=1,...,n)
10 2 0 —1] J=l#
{8 2 2
3 -2 —14 1
0 -1 4 6]




Definicje (cd.)

Rzad macierzy - maksymalna liczba liniowo niezaleznych wektoréw tworzgcych kolumny danej

macierzy.
Liniowa niezaleznos¢ — wtasnosc algebraiczna rodziny wektorow mowiaca, ze zaden z nich nie

moze by¢ zapisany jako kombinacja liniowa skonczenie wielu innych wektorow ze zbioru.

Wyznacznik macierzy (Metoda Laplace'a)

Jesli macierz jest stopnia n=1 (macierz jednoelementowa) to jej wyznacznik detA=a, gdzie a jest
wartoscig elementu macierzy.
Jesli macierz ma stopien n>1 to jej wyznacznik jest obliczany wedfug nastepujgcego wzoru:

a1 a9 Ain n
a1 az2 a
det A = T = E a;;-detA;;
e e e U 71=1
ani an2 Ann

gdzie
i- jest ustalone, jest to numer wiersza wzgledem ktérego rozwijamy dany wyznacznik

A;; - to dopetnienie algebraiczne elementu a;; ( czyli wyznac;r_lik powstaty przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny w macierzy A pomnozony przez (-1)™)



Algebra macierzy

A+B= a ;i |+ b_’. — a_.-|-b.’. = C ; =C

A—B: a.’. — b.’. = a—b, — C.’. :C

aB=[a, b, ]=[c,]=Cc, =Sab,

k=1
(1=12,...,n,]=12,...,1)
tacznoé¢ A+(B+C)=(A+B)+C A+B=B+A  Pprzemiennos¢
A(BC)=(AB)C AB = BA




Algebra macierzy (cd.)

Odwracanie macierzy Potegowanie macierzy

dla kwadratowej macierzy

AA = A TA=T A" =AAA.. . A,
det(A) # 0 r razy
rank(A) = n AP A1 — AP+
Rzgd macierzy (rank) — maksymalna liczba

liniowo niezaleznych wektoréow tworzgcych Wielomian macierzy
kolumny danej macierzy.

Faktoryzacja macierzy P(A) — (l’{)I + OflA 4+
reprezentacja macierzy

jako iloczyn dwéch macierzy . CJ{QAQ 4+ ...+ lekAk
A = BC

A=LU



Normy wektora i macierzy
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Transformacja kwadratu
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Wtasciwosci norm macierzy

" AB " 99 " A " " B " Dla kwadratowych macierzy
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Operacje na macierzach w Matlabie

Do generacji niektorych specjalnych macierzy shuza funkcje:

zeros(n) generuje macierz zerowg o wymiarach n x n

zeros(n,m) generuje macierz zerowa o wymiarach n x m

ones(n) generuje macierz wypelniona jedynkami o wymiarach
nxn

ones(n,m) generuje macierz wypetniong jedynkami o wymiarach
nx m

eye(n) generuje macierz o wymiarach n x n wypehiong zera-
mi, w ktorej na glownej przekatnej sa jedynki

eye(n,m) generuje macierz wypelniong zerami w ktorej na glownej
przekatnej sg jedynki o wymiarach n x m

magic(n) generuje macierz o wymiarach n x n o wlasnosciach
kwadratu magicznego

pascal(n) generuje macierz o wymiarach n x n ktorej elementy

sg liczbami dodatnimi catkowitymi bedacymi wspol-
czynnikami w trojkacie Pascala

poissrnd(k,n,m)  generuje macierz o wymiarach nx m liczb losowych
z rozktadu Poissona z parametrem k

rand(n) generuje macierz o wymiarach nxn wypelniona
liczbami pseudolosowymi o rozkladzie jednostajnym
rand(n,m) generuje macierz o wymiarach nxm wypelniona
liczbami pseudolosowymi o rozkladzie jednostajnym
randn(n) generuje macierz o wymiarach nxn wypelniong
liczbami pseudolosowymi o rozkladzie normalnym
randn(n,m) generuje macierz o wymiarach nx m wypelniona

liczbami pseudolosowymi o rozkladzie normalnym
linspace(x1,x2,n) generuje wektor od x1 do x2 podzielony na n rownych
czescl



Operacje na macierzach w Matlabie

Tablica 3.1. Operacje macierzowe i tablicowe

Dzialanie Zapis (Objasnienia
Zmiana znaku -A znak wszystkich elementéw macie-
rZy Zmieniany jest na przeciwny.
Dodawanie A+B dodawane sg skalary albo odpowia-
dajace sobie elementy macierzy,
macierze muszg mie¢ te same
rozmiary.
Odeymowanie A-B jw. ale dotyezy odejmowania,
Mnozenie tablicowe A.*B jw. ale dotyczy mnozenia.
Dziclenie tablicowe A./B jw. ale dotyvezy dzielenia.
Potegowanie tablicowe A.™n jw. ale dotyczy potegowania.
Mnozenie macierzowe A*B macierz B musi miec tyle kolumn ile
wierszy ma macierz A, wynik spel-
el
nia zaleznos¢ C, = Z A, B,
i=l1
gdzie nA — liczba kolumn macierzy A.
Dzielenie macierzowe A/B odpowiada wyrazeniu B*A ™.
Drielenie lewostronne A\B odpowiada rozwigzaniu réwnania
macierzy macierzowego A¥x = B, gdzie x to
wynik tej operacii.
Potggowanie  macierzo- | A™n n jest liczba catkowita, wykonywa-
we ne jest koleine n mnozen macierzy
A przez nig samg. A jest rowno-
wazne odwrotnosci macierzy A.
Transpozycja A* zamiana wierszy na kolumny.
Mnozenie skalarne wek- | dot(A,B) Produkt skalarny wektorow
tordw (tylko trojelementowych)
Mnozenie wektorowe cross(A,B) | Produkt wektorowy wektorow

wektorow

(tylko trojelementowych)




Operacje na macierzach w Matlabie

det(A) wyznacznik macierzy A

norm(A) normy wektora i macierzy A

cond(A) wskaznik uwarunkowania macierzy

rcond(A) estymator odwrotnosct uwarunkowania macierzy
rank(A) rzad macierzy A

size(A) rozmiar macierzy A

length(A) dhugos$¢ macierzy A

exist('nazwa') ustala, czy zmienna o danej nazwie istnigje jesli tak to
zwraca 1, jeshi nie to 0

isempty(A) sprawdza, czy macierz A jest macierza pusty jesh tak to
zwraca 1, jesh nie to 0

issparse(A) sprawdza, czy macierz A jest macierza rzadka jesh tak to
zwraca 1, jesli nie to ()

isstr(A) sprawdza, czy elementy macierzy A sa lancuchami tek-
stowymi jesl tak to zwraca 1, jeshi nie to 0

isglobal(A) sprawdza, czy zmienna A jest zmienna globalna jesh tak
to zwraca |, jesli nie to ()

any (A} sprawdza, ktory element macierzy A jest niezerowy jesli
tak to zwraca 1, jesh nie to 0

all(A) sprawdza, ktory element macierzy A jest zerowy jesli tak
to zwraca |, jesli nie to ()

find(A) sprawdza 1 zwraca numery indeksow niezerowych ele-

mentow macierzy A



ai; a2 ... G1-1ibyiaigr - .. am
— 1 a2t A2 ... Qpk-1ib2iaoks1 ... a2
det(A)| ¢ P '
Apl An2 ... Gnk—1 bﬂ ga”k‘l'l .+« Opp Gabriel Cramer (ur. 31 lipca
) 1704 w Genewie, zm. 4
det(Aj) stycznia 1752) — szwajcarski
X == — matematyk i fizyk, uczen
J det(A) Ax=b Johanna Bernoulliego
X= . . .
(opublikowat jego dzieta),
: . . , . f i tet
Al - wyznacznik z macierzy, ktéra powstaje z Z;On:z;umwersy SHw

macierzy A, przez zastgpienie kolumny
wspofczynnikow niewiadomej x; przez llo$¢ operacji mnozenia i dodawania

kolumne wyrazéow wolnych B
IN=(@-Dn+ D]

n=10 N = 360,000,000
n =100, N = 10"’

det(A)z0



80)61 - 20x2 - ZOX3 =20
""20.1‘1 + 40.1:2 - 20x3 =20
—20x, — 20x, + 130x; = 20

. det(A’) 180,000
L™ "det(A) ~ 300,000

300,000
*2 = 300,000

. _ 120,000
37300.000

= 1.00

= 0.40

Przyktad

80 —20 —20
—20 40 —20
—20 —20 130

wyznaczniki

det(A) = = 300,000

20 —20 —20
20 40 —20
20 —20 130

det(A?) = 300,000

det(A') = = 180,000

— 0.60 det(A%) = 120,000

\/’



A3 =

80. -20. 20.
-20. 40. 20.
A = Al = A = -20. -20. 20.
80. -20. -20. 20. -20. -20. 80. 20. -20.
-20. 40. -20. 20. 40. -20. -20. 20. -20.
-20. -20. 130.00001 20. -20. 130.00001 -20. 20. 130.00001

det(A) det(Al) det(A2)
ans = ans = ans =
300000.03 180000.01 30?00.02

7 180000.015625 300000.03125
x1= .5999999642
float ——) I .0000000000
x3= .3999999464
x1= .5999999733
double — X2= .9999999667

>
L

.39999995600

det(A3)
ans =

120000.

J

120000

|EEE-754




#tinclude <math.h>
#tinclude <stdio.h>
#include <stdlib.h>»

int main(int argc, char **argv) {
float Al1,A2,A3,A,x1,x2,x3;
A=300000.03;
Al=180000.01;
A2=300000.02;
A3=120000.00;

x1=A1/A; 8.5999999642
x2=A2/A; 1.0606000000
x3=A3/A;

©.3999999464

©.5999999642
1.06006000000
8.3999999464

printf("x1=%15.1ef \n",x1);
printf("x2=%15.1ef \n",x2);
printf("x3=%15.10f \n",x3);
float B1,B2,B3,B,yl,y2,y3;
B=300000.03125;
B1=180000.015625;
B2=300000.03125;
B3=120000.00;
y1=B1/B;

y2=B2/B;

y3=B3/B;
printf("yl=%15.16f \n",y1);
printf("y2=%15.1ef \n",y2);
printf("y3=%15.1ef \n",y3);

return EXIT SUCCESS;



Przyktad

X1='10:10; 15
bl=4, ol
b2=7; o
y1=1/3.*(b1-2.*x1); Al
%x2 dla 1 rownania 211 + 310 = by
y2=1/4.*(b2- 5
T+ 41y = .
5.*%x1);%x2 dla 2 1+ 422 2
rownania B s+ 4 32 o 2/4 & 5 1
1/b; 3 1 . io iktniei

hold on: ! 7100 4 7( ! 2) dla kazdego wektora b.
plot(x1,y2,'r"); 102 b, 1

Lo = —— = ——(—=bby + 2b

’ 715 b 7(=5b1 +2b2)

urll.m
det(A) = —7 Definiuje kat



211 + 319 = by
4, + 629 = by

det(A) =0

x1=-10:10;
bl=4;
b2=7;

Przyktad (cd.)

221 + 319 = by
O0xq1 + Oxzp = by — 2b4

y1=1/3.*(b1-2.*x1); %x2 dla 1 rownania
y2=1/6.*(b2-4.¥x1);%x2 dla 2 rownania

plot(x1,y1);
hold on;
plot(x1,y2,'r');

url2.m

4

T T

b=[48" |

r r
6 8 10

Nieskoriczenie wiele rozwigzan

-~ b=[T"

Brak rozwigzan



Wskaznik uwarunkowania macierzy

Wskaznik uwarunkowania macierzy A w rdwnaniu AX - b

jest charakterystyczng wtasnoscig macierzy informujgcg o tym jakie wzmocnhienie
bedzie miata zmiana normy macierzy A na norme rozwiqgzania X.

Wskaznik uwarunkowania macierzy definiuje sie bardziej precyzyjnie jako maksymalny stosunek
btedu wzglednego wektora rozwigzania x do btedu wzglednegob: b = b + e

Zatdzmy, ze e jest btedem b. Stad btad w rozwigzaniu Atb wynosi Ate. Stad stosunek
relatywnego btedu rozwigzania do relatywnego btedu w b wynosi:

A Te[[/TA 0

X, (X x->b, f(x)->A"1x — .

X, 1(X) - le]l/1[B]
e ()= £ (X)) (X))

W = = —
5.] —%)/ X 1
Maksymalna wartosé

cond(A4) = [|A]| - A7

x, f (X) Notacja:




A=[110;100 1001]
A=
1 10
100 1001
>> cond(A)
ans =
1.0121e+06

>>b=[11 1101]'
b=
11
1101
>>e=[0.01 0]'
e=
0.0100
0
>>al=AN-1*b
al=
1.0000
1.0000
>>a2=AN-1*e
a2 =
10.0100
-1.0000

>>norm(a2)/norm(e)*norm(b)/norm(al)

ans =
7.8322e+05

{

{

Przyktad

u—+ 10v =11

100u + 1001v = 1101

u+10v =11 +0.01

100u + 1001y = 1101 —

bll

)

A ell
TILe2
it | llel

| A1

[u,v]=

} = IIldX {—

[u,v]= {1;1}.

{11,01; 0,00}




Odwracanie macierzy za pomoca
reguty Cramera

A An -0 Ag

A1 1 Arg Az o Apo
det(A) | : L

Ain A -+ Ann

A; to dopetnienia algebraiczne kolejnych elementow macierzy A



Obliczenie macierzy odwrotnej jak
rozwigzanie rownania A1*A=|

A*A=|

/

b, b} (a &) (10 -
b, b)\la, a ) (0 1 A:(34
ba, +ba, =1 (ba +ba,=1(*a,) [baa,+baa,=a,
ba,+b,a,=0 |ba,+b,a, =0(*a,) |ba,a,+baa, =0
b b,a,=0
5% 048 bl(a1a4_a2a3):
b,a, +b,a, =1

_ det(A,)
Y det(A)




0 1 2 Przykfad A An o An
A= |=2 3 —1 A1 1 A Az -+ Apg
4 0 1 det(A) :
) B _Aln AZn Ann_
3 —1 -2 —1 -2 3
All — |0 1‘ — 37 Al? — ‘ 4 ll — _27 Al-?) — | 4 O‘ = —12
det(A) = CLHAH + &12A12 -+ G,13A13 =0-3 +1- (—2) + 2 - (—12) = —26
1 2 0 2 0 1
Az =1y 1|__1’ Az =y 1‘__8’ A23__‘4 0|_4’
I 2 0 2 0 1
A31_‘3 _1‘ __71 A32__|_2 _1‘ __47 A33_‘_2 3| = 2
p |3 LT —3% % %
At=——o -2 8 —4|=]| &+ £ 2
» [_12 . 2] [ B 5 ——]



Obliczanie wskaznika uwarunkowania
macierzy za pomocg metody Cramera

1 2
A"(34

cond; (A) = ||Al|; - [|[A™]l,



Odpowiedz

A= ( 1 2
“\3 4 Det(A,,)=-(1)11*4=4
Det(A)=1%4-2%3=-2 Det(A,,)=-(1)1*2*3=-3

Det(A,,)=-(1)21%2=-2

Det(A,,)=-(1)2*2*1=1

. fdet(A;;) det(A;,) |7
A= det(A,,) det(A,,) ) / det(A)

cond; (A) = |A|l; - || A7} Al = max Y [a]




Odpowiedz

-> A=[1 2;3 4]
1. 2. ->cond(A,1)
3. 4 ans =
-> AA_l
ans = 21.
-2. 1.
1.5 -0.5 m
-->norm(A,1) ”AHl = mf’xz |a1',j| -->6*3.5
ans // i=1 ans =
6.
-->norm(A~-1,1) 21.
ans =

3.5



Interpretacja geometryczna

Znieksztatcenie przestrzeni AX2>Y

Stosunek maksymalnego rozciggniecia do maksymalnej kompresji

41147 = (max 125D - (g ||A:c||)“1

=#0 ||| =20 ||z|]

2 0
A, = [0 0'5] , condg(Ay) =14

0.87 0.5

= [—0.5 0.87

] , condz(A;) =1



/nieksztatcenie przestrzeni (c.d.)

A3 = [ el 0.43] 5 COIldz(A3) =

Ortogonalne kolumny



S

condMatrixOS.m

g

L=linspace(0,2*pi,100);

X=cos(L);

Y=sin(L);

plot(X,Y);

hold on;

A=[1 2;2 3.999];

%A=[1 2;3 5.99999];

A=[10 2;0.30 0.40];

cond(A,1)

B=A*[X; Y];

plot(B(1,:),B(2,:));
maxB=max(max(B));
%axis([XMIN XMAX YMIN YMAX]);
axis([-maxB maxB -maxB maxB ]);



WHtasciwosci wskaznika
uwarunkowania macierzy

cond(4) > 1
cond(I) =1

cond(yA) = cond(A)

D = diag(d;), cond(D) = (max |d;|)/(min |d;|)




2 —1 1]
A=|1 0 1 Al =
_3 —1 4_
>>A=[2-11;101;3-14]
A =
. 2 -1 1
“A'Hl =6 1 0 1
3 -1 4
AN-1
0.5000 1.5000 -0.5000
_0.5000 2.5000 -0.5000
_0.5000 -0.5000 0.5000
cond; (A) = ||All; - [|[A™"]]
condo(A) = ||A

Przyktad

05 15 —05]
~-0.5 25 —0.5
| -0.5 —-0.5 0.5]

|A~1], = 4.5
IA™ |0 = 3.5
, =6-4.5 =27

loo - | A7 ||oo = 8- 3.5 = 28



Btedy reprezentacji

C s Sc | 41| Caxa]| --- € | €1 | €2 | --- €,
rd(x)=s-m, -2 e
znak znak cechy d-f bitéw cechy t bitow mantysy
w -
m=>e,-2" (e,=Le,=0Ilubldlai>1)
i=1
t -
i —t
m=>e,-2" +e -2
=1
Btad bezwzgledny reprezentacji ‘9/0: rd (X) — X
Btad wzgledny reprezentacji € g = rd (X) —X < 2
X

el 2™ rd (x) = x- (1+ &)




Maszynowy epsilon

IEEE 754 Converter (JavaScript), V0.22

Sign Exponent Mantissa
Value: +1 50 1.0
Encoded as: 0 127 0
Binary: [ @EaEauaaeaua 000000 oooooooo oo
Decimal representation | 1.0 |
+1
Value actually stored in float: |1 |

Error due to conversion: |

Binary Representation |{I"I]111111101}0{!001}0{!001}0{!091}01}0&00 | -
Hexadecimal Representation |{rx3f8[]{rﬂ[]1] |

IEEE 754 Converter (JavaScript), V0.22

Sign Exponent Mantissa
Value: +1 20 1.0000001192092896
Encoded as: 0 127 1
Binary: L EgEaaaean 0ol e
Decimal representation | 1.00000011921 |
+1
Value actually stored in float: | 1.00000011920928955078125 |
Error due to conversion: |

Binary Representation |{I"I}111111101}0&001}00001}0{#0&1}01]0&01 | -
Hexadecimal Representation | 0x3f&00001 |




Przykfad
e P St P A el R PV RS

Zatozmy dodatkowo, ze mamy do czynienia z maszyng, ktéra przechowuje liczby rzeczywiste
uzywajgc 24 bitowej mantysy, wtedy epsilon maszynowy wynosi

e =27*=0.119209. 107 °

https://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html

>> 21*0.119209*10/\_6 sign Exponent Mantissa
a ns = El. O 2 o000 000000 g &\ O0og |:|| 000000 M
2'5034e_06 aaaaaaaaaaaa y stored in float - 1.00000011920928856078125 |
Po pomnozeniu tych wartosci mozemy oszacowac do ilu miejsc po przecinku otrzymany wynik
bedzie istotny: 1
~ . —t
X —x<—-10

Obliczajagc m, mozemy wnioskowa¢, ze w tym przypadku doktfadnos¢ wyniesie 6 miejsc po
przecinku



Przyktad (cd.)

Ax=Dhb

1 2 4 1 B
A= [2 3_5‘99] b= [';_ggg] cond(A) = 35988

B=[4 7.99]'

>> AN-1*B

ans =
-15.9999999999938
9.99999999999691

>> A=[1 2 ;2 3.999]
A=
1.0000 2.0000
2.0000 3.9990
>> B=[4 7.999]'

B =
4.0000 B=[47.9]'
7.9990 >> AN-1*B

>> AN-1*B ans =

ans = -195.999999999942
2 99.9999999999708

1

35988*0.119209*10"-6 = 0.0043<1/2*10-4

>> AN-1*B
ans =

4

0



Przyktad(cd)

A=[12 ;2 3.99]

cond(A)
ans =
2492.00959871794

3.79999999999993

B=14 7.5%] 0.100000000000036
B=[4 7.99] 2 1
3=14 7.9 -16.0000000000004

10.0000000000002



Ocena wskaznika uwarunkowania
macierzy na podstawie rownania Az=y

cond(A) = [[A] - ||4;1—1|]




Przyktad

4 _ [0:913 0.659
~ 10457 0.330

z =[-7780, 10780]T Az =y mmm) y=[0, 1.5]7

A7 ~ I12ll1 . 1,938 x 10¢
vl

Oszacowane Al

cond; (A) = || A]|, - [|JA™||; &~ 1.370 x 1.238 x 10* = 1.696 x 10*



Ax = b

Ocena btedow

Ag = b+ Ab

(A + E)& = b+ Ab




Ocena btedu rozwigzania uktadu
rownan liniowych

Ax = b Am:£~d

(A2 = b+ Ab| memmm) [AAz = Ab

/ Ax = A-1AD

Btad w funkcji 6]l = ||Ax|| < ||A]l - |||l

v |

Xi
2 25
4 10
6 32
8 40
60

Il = joll/1] Al

n n
n+a fo = Zyi
i=1 i=1
aﬂzxr +a12x!-2 = inyr
i=l i=1 i=1

|Az|| = AT Ab|| < AT - | Ab)




Ocena btedu rozwigzania uktadu
rownan liniowych (cd)

Az| = ||AT Ab|| < |ATH - |AY]

bl = [[Az| < [|A[ - (||

Azl lA]
2ol < pay vy
el _ o (1A
) = ATy

Faktor wzmocnienia btedu wzglednego



Ocena btedu rozwigzania uktadu
rownan liniowych (c.d.)

Btad w argumentach

|Az|]
(]

| E
1A

< cond(A)~—

i=1
n n 2 n
aﬂzxr +a12xi =Zx1yr
i=1 i=1 i=1




Ocena btedu rozwigzania uktadu
rownan liniowych (c.d.)

Btagd w argumentach

oraz funkgji AjC\ — B

i=l
n n 2 n
aﬂzxr +a12xi =Zx1yr
i=1 i=1 i=1




Dowod

(A+E))?=b-|—Ab (A+E)(x+Ax)=b+Ab,
! AX+ AAX+ EX+ EAX=b+ ADb

AX — b, AX:b
X = X+ AX AAX + Ex+EAx= AD,
AAX + EX = AD,

Ax~ A" (Ab—Ex)

Jax] < | A7 - (Jlab] =[] [x])



Dowadd (cd)
A7

HXH (HAbH_HEHHXH)
x=A"D Ix|| < HA‘1H- b|

<o -1

x| ol A

X|

Mq:ond(A)(M_Ej

x|




Wartosc rezydualna (resztkowa)

r=b- Ax
Az =& —z|| = |[AT (A2 = b)|| = || - A7 | < |ATH| - iz

az] _

Ir]
Sl VYN

1|



Wizualizacja uwarunkowania uktadu
rownan liniowych

Rf)zwiq,za.ni.e uktadu dwoch Jest to punkt przeciecia dwdch prostych
rownan liniowych wyznaczonych przez dane wspotczynniki i

wyrazy prawej strony

a, X, +apx, = by

an1 Xy + Arr Xy = bz




Wizualizacja uwarunkowania uktadu
rownan liniowych (cd)

Rozwigzanie uktadu dwédch
rownan liniowych

zaburzymy prawg strone takiego uktadu
apx; +apx, = b,

dnX) + Ay Xy = b2

Obszar, gdzie mogg znalez¢ sie
rozwigzania zaburzonego ukfadu

o N\
//\




Wizualizacja uwarunkowania uktadu
rownan liniowych (cd)

L o . zaburzymy prawg strone
Proste, choC wcigz przecinajg sie doktadnie w

jednym punkcie, sg prawie rownolegte

e Obszar, gdzie mogg znalez€ sie
rozwigzania zaburzonego ukfadu

Gdy zamiast prawej strony, zaburzymy wyrazy macierzy uktadu, moze nawet okazac sie, ze
dostaniemy uktad réwnan sprzecznych

W

Tym razem obszar niepewnosci, gdzie moga
by¢ rozwigzania naszego zaburzonego ukfadu,
jest gigantyczny




>> A=[12.9;1 3];

c=cond(A);

b=[4.0 6.0]";

x=AN-1*Db;

disp([c x']);
194.094847879729

>> A=[12.9;1 3];

c=cond(A);

b=[4.1 6.0]";

X=AN-1*b;

disp([c x']);
194.094847879729

>> A=[1 2.9;1 3];

c=cond(A);

b=[4.15.9]";

X=AN-1*b;

disp([c x']);
194.094847879729

Przyktad

-51

-48.1

18

Eps=0.119209*10"-6



Macierz Hilberta

)

£3.5255N
VN

:o(

cond(Hy)




Macierz Hilberta

Hpy = (hi;) v

1,7=1

H = hilb( n)

1. 0.5
0.5 0.3333333

1

hi; =

i+j—1

cond(hilb(5)) ans = 4.7661e+05

cond(hilb(10)) ans = 1.6025e+13
cond(hilb(15)) ans = 3.7689e+17
cond(hilb(20)) ans = 7.1209e+19

W condt)

S U1 A W N

19.28147
524.05678
15513.739
476607.25
14951059



Przyktad

H = hilb(20);
cond(H) = 2.1065e+18
H*inv(H)

1.0000 -0.0000 -0.0003 0.0044 0.0212 -0.2436 0.4383 -0.6683 -0.4409 0.6464 -0.9986 -0.4477 8.3067
0.4314 1.0000 -0.0002 0.0003 0.0528 -0.0284 0.9397 0.6603 -0.1158 1.3085 -0.5132 0.2835 0.5888
0.7987 -0.8048 0.9997 -0.0041 0.1027 0.1222 0.5629 -0.1333 0.5837 1.0126 -0.9596 0.1601 -0.3606
1.0486 -1.6648 0.4041 0.9885 0.0958 -0.1427 1.3149 0.2797 -0.1724 0.8018 -0.1066 0.3468 5.6058
1.2164 -2.4406 1.0946 -0.1853 1.1204 -0.1147 1.2598 -0.9847 0.2424 -0.0230 0.5197 0.8731 3.8277
1.3286 -3.1054 1.9447 -0.5911 0.1962 0.8550 1.2190 -1.0755 0.2927 1.1158 0.2254 0.9657 3.0420
1.4027 -3.6617 2.8529 -1.1814 0.3594 -0.2091 2.4910 -0.4949 0.6416 0.4732 0.2943 -0.5944 4.9283
1.4501 -4.1206 3.7522 -1.8860 0.5367 0.0995 0.2101 1.4302 -1.0067 1.5837 -1.5936 3.3039 -0.4865
1.4784 -4.4954 4.6045 -2.6478 0.8130 0.1115 0.0798 0.1202 1.1006 0.0361 -0.2599 3.4626 -0.4334
1.4930 -4.7986 5.3893 -3.4322 1.1685 -0.0259 0.4050 -0.0399 1.2269 0.7081 0.0601 0.9479 3.7747
1.4975 -5.0417 6.0972 -4.1834 1.4561 0.0771 0.5520 0.5281 -0.6765 -0.0921 0.7289 3.0746 -0.6345
1.4946 -5.2346 6.7274 -4.9048 1.7749 -0.0877 0.2437 0.2317 -0.2408 0.4926 -0.4823 1.3380 0.1269
1.4863 -5.3854 7.2827 -5.5776 2.1172 -0.0469 0.6250 -0.6250 0.3750 0.4063 0.1250 -0.2500 3.5000
1.4740 -5.5013 7.7675 -6.1883 2.4591 -0.2935 1.0419 -0.5056 0.8891 0.4459 0.1519 -2.2266 4.4263
1.4587 -5.5879 8.1875 -6.7353 2.6649 0.0763 -0.5718 0.7748 -0.3322 -0.2596 0.1983 1.3305 -3.3098
1.4413 -5.6503 8.5498 -7.2342 2.8995 0.1174 -0.3016 0.6791 -0.1797 -0.2424 -0.0763 2.7332 -1.0450
1.4224 -5.6923 8.8599 -7.6797 3.1250 -0.2500 -1.0000 0 0.2500 0 0 0 0

1.4025 -5.7173 9.1240 -8.0781 3.3125 0.2500 0 -2.0000 -0.2500 0 -0.5000 4.0000 -2.0000
1.3818 -5.7282 9.3447 -8.4297 3.5000 0 0 0 0.5000 0 0.5000 2.0000 0

1.3608 -5.7273 9.5308 -8.7422 3.5625 -0.7500 -1.5000 0 0.7500 0 0 6.0000 0



Przyktad

>> n=6;x=hilb(n)*-1*[11111 1]

X =

-6.00000000042746 >>n=6;x=hilb(n)*-1*[11111 1.1]°
210.000000012747

-1680.00000008801 X =

5040.00000023213

-6300.00000025821 -283.200000012066
2772.00000010268 8526.0000003624

-59892.0000025162
160272.000006648
-180936.000007413
72626.4000029423



Macierz osobliwa

Macierz A jest osobliwa, jesli
e nie posiada macierzy odwrotnej, tj. nie istnieje M taka, ze
AM = MA =1
o det(A) = 0’
e r(A) < n, tj. maksymalna liczba liczba liniowo niezaleznych wierszy
lub kolumn jest mniejsza niz n

r(A) =n <= det(A) #0

o Az = o dla jakiegé z # 0, 0 =[0...0]"
Jedli macierz A jest nieosobliwa, to istnieje A7! i & = A~1b dla
dowolnego wektora b; r(A) = r(A|b) = n.
Jesli det(A) = 0, to uktad réwnan moze nie mieé rozwiazan (ukfad

sprzeczny) lub mie¢ wiele rozwigzan (jesli x jest rozwigzaniem, to @ + vz
tez jest rozwigzaniem dla dowolnego skalara 7).
°Dla n = 1, det(A) = ay;. Dlan > 1, det(A) = 37 (—1)"""a;, det(A;,), gdzie A;, powstaje z A po wykresleniu

i-tego wiersza i n-tej kolumny.




Przyktad 1: det(A) # 0

211 + 317 = by
51+ 41y = by
11b; 3 1
L1 =— —7 bz 4 = —7(4b1—3b2)
12 by 1
vy =~ 8 W= = (=S + 20y

det(A) = —7: rozwiazanie istnieje dla kazdego wektora b.

Proste
2 1+ 21+
2 3 1 3 2 A 1 1

przecinaja sie w jednym punkcie.



Przyktad 2: det(A) =0

211 + 31y = by 211 + 327 = by
<
41 + 627 = by O0x1 + 02y = by — 2D

Jedli b = [47]", to sprzecznoéé, bo 0 # —1. Brak rozwigzan!

Jedlib=1[48]" tox =[y (4—2v)/3]'. Nieskorczenie wiele rozwiazan.



Uk’rady rownan liniowych o macierzach

35 tréjkatnych
_ull u12 uln_ Um — b
U 0 u, u,, -
for j =ntol
0 0 .. u,| if u;; = 0 then stop
zj = bj/uj;
fori=1toj—-1
Ztozonos¢ algorytmu - n? bi = b; — Uij Ty
end
|N =(n—1)n+ 1)!| end

n
Ty = bn/unn, Tr; = (51 - Z Uz‘jﬂ}j) /uﬁ, t=n-—1,..., 1.

j=i+1



Uktady rownan liniowych o macierzach
L_Ei o o } tréjkatnych (cd.)

1 43z

Lx=b for j=1ton
] ) if £;; = 0 then stop
l, 0 ... O T = j/fjj
| — by b . 0 fori=j+1t0n
bi = bz - gzj.’ﬂj
IV PO I end
end

i—1
Iy, = bl/fll, Ir; = (b,, - Zf,;j.’l?j) /fﬁ, 1=2,..., n.
1=1



forj=1ton
if Bjj = (0 then St()p
zj = bj/t;;
fori=j+1ton
end

end

o O =

2
—4
0

2
—6
-1

Przyktad




Eliminacja Gaussa

Uktad rownan liniowych mozna
przeksztatci¢c w uktad rownowazny
dodajgc do dowolnego rownania
kombinacje liniowg innych rownan.

Jesli det(A) # 0, to mozna przeksztatcic
macierz uktadu w macierz trojkatna
gorna.

ur. 30 kwietnia 1777 w
Brunszwiku, zm. 23
lutego 1855 w
Getyndze) — niemiecki
matematyk, fizyk,
astronom i geodeta.




Przyktad

xy = [20 — (—20)x, — (—20)x5]/80 == 80x, — 20x, — 20x; = 20

== _20x, + 40x, — 20x, =
xy = [25 — (—=25)x3]/35 x; + 40x, — 20x; = 20
¢mm—20x) — 20x; + 130x3 = 20

80x; — 20x, — 20x; = 20
35x) — 25x3 = 25

750, _— 300
7.1'3_7




Macierz eliminujaca

a=[a; ay]’

If ai 7& 0, then |: 1

—ao/a
IDEA 2/ 1
a ‘-;/: 0 A A
07 ay | {Ilq
)} Hager [ =0
\ a, 0|
m; = a;/ax

M, tworzy wektor a z wyzerowanymi elementami k+1,...,n




1
IO?J NQJ 'E),Y

Przyktad

: 80x1 e 20){'2 - 20x3 = 20
-—20;.,-1 + 40x, + 20%; = 20

“‘20’51 + 20362 + 1130x; = 20




Macierz eliminujgca (cd)

M, = I—-\me}f

€ =(000.. 1\..0 0 0)" - k-ta kolumna macierzy jednostkowej

m=0,.. .\0,mk+1,...,mn]T

\
M =1I+mef = L,

Dla Mj,j >k

MijzI—mef—teff—l—meT efzf—mef-—te?



Przyktad

_ _
o O -

O 1 O

0
0
0

0
m
m

| —|m, |(100)=1-—

M, =

_ _
o O -

o «+ O

0 0
0 0

0
m
m

3_

m

| +| m, ((100)=1+

M, ™

O 1 O
o~ ™
g E

O O
O «H O

(9] o
— £ £




Przyktad

2
-1

-05 1

LiLy; =

vy NN <H O OO
: : 0
-~ T O - O
i 246_,_ _
I—l L o ]
= Oee
I oo — |
- " I
-2 el R 4
s B
o3 - O O
g -
| I I
I B
.200_ I "
1 ]
I O O -
r 1 OO
244
m..HI_ L I S
~ _ |
* o O i
< 010\_ I
—
i N _1
o | M
Il I |
S S, —
S ~

0

1

—2

1 05 1

My M,



Eliminacja Gaussa

NiechA; = A, by = b.
Eliminacje Gaussa wykonuje sie w n — 1 krokach:

1: M1A1$ — Mlbl, AQZE - bg
ki MAgx = Mb, Ap1® = by

n-1: M'J’L—]_A?l.—]_m — Mn—lbn—lv A-n,m — bﬂ

Wynikowy uktad réwnan o macierzy trojkatnej gornej rozwigzuje sie
poprzez podstawianie wstecz

A,x HUx = b,




Zadanie

Przeksztatci¢ uktad réwnan liniowych 2 rzedu w uktad rownowazny za
pomocg algorytmu eliminacji Gaussa i macierzy eliminujgcych

a, x| + apx, = b,

ay Xy + aypx, = b,

1: MlAl.’.B — Mlbl, A2$ = bg
ki MpArx = M by, Apj1e = b

n-1: M'IL—]_A'IL—]_m — Mﬂ—lbn—lv A-'n,m — bﬂ

1 0 0 9' _ .
M =g —mgsr 1o 0
0 —7:nnO 1



|

a,, j 3,
a'21

Ay |

M,A = A,

g

\

Ay

_a21 + a21

\_Y_)

0

Rozwigzanie

(1

M, = 3y
&y
MlBlzBZ

Ay,

Ay,
———-d;, ta,

A

0)

1

J

M,B, =

—ﬁbﬁb
\ i 2




Rozwigzanie (metoda 2)

T
k

M, =1—-me
M, =1 —-me
e =( O)T

m=[0 m,] mzz%
1

1

|

1 0
01

j_

1

a1 X, + apx, = b,

ar1 X -+ Ay Xy = bz




Wybor elementu gtdwnego

Pierwszy krok: Sprowadzi¢ macierz (A, b) do macierzy (A’,b’):

[~ b 7] _G’fll G‘IIZ (1”1:-1, ta)J'l
aji Aln 1 0 ! / bl
_ )1 (g2 on U2
(A,b) = . (AL = .
n] Ann  bn : / , /
i B B 0 Ap2 Ay bn_
tak, aby uklady Ax = b i A’x = b’ mialy te same rozwiazania.
Jedli a1; # 0, to wystarczy wyliczyd
@il @il . .
(L;j = a;j —ayj—, b =b;—b , 1=2,...,n, j=1,...,n.
ary a1

W praktyce tzw. wybér elementu gtéwnego fo maksymalnym module:

e w kolumnie — konieczna zamiana odpowiednich wierszy

e w calej macierzy — konieczna zamiana odpowiednich wierszy i kolumn

Rozwigzanie pozostaje niezmienione z dokladnoscia do permutacji zmiennych.

Kolejne kroki: To samo co w pierwszym dla macierzy (A’,b’) z poprzedniego

kroku, bez pierwszego wiersza i pierwszej kolumny.



Algorytm Eliminacji Gaussa

fork=1ton—1 ,emutaca

if arr = 0 then|stop
- fori=k+1ton

m ) Mik = Gik/akk

- end

-for j=k+1ton
fori=k+1ton

m - Qi = Qi3 — Myikak;
end

- end

end




function y=Mk(A,k);
%maceirz M do eleminacji Gaussa
[Nw Nk]=size(A);
if Nw ~= Nk
error(‘'macierz nie jest kwardatowa');
end;
if (k<1)+(k>Nk)
error(‘numer kolumny poza zakresem');
end;
a=A(:,k);
M=eye(Nw,NKk);
for i=k+1:Nw
mi=a(i)/a(k);
M(i,k)=-mi;
end;
y=M;



Przyktad

1+ 2z + 223 = 3,
4.’1)1 +4$2+2$3 = 6,
4:131 + 6.’132 -+ 41173 = 10,
1 2 2] [z ]
Az =14 4 2 To | =
__4 6 4_ _$3J




Przyktad (cd.)

~4 -6

0

2

4

4

-4 1 0

r
1 B1_ 340*4
<f
=T
ol I
| <
IM M OO
—
(- L
s
-
o O o~
.d._. o -~ O
© “T7
4 L
]
|
! Nw)
— M_.I__
-
<f
_

M A




Przyktad (cd.)

1 0 olf1 2 2 1 2 2]
MyMiA=1|0 1 0]]|0 -4 -6 0 —4 -6
0 -05 1] |0 -2 -—4] 0 0 -1

M,M,A*x=M,M,B

1 0 0] 3 3
MoMb=|0 1 o0||-6|=|-6
0 -05 1| |-2]| || 1

Inna metoda

M = I—-me}
— T T Ty T T T
Mij = J — mek — tEJ + me, tej = J — mek — tEJ




Ux =

-

Przyktad (cd.)

I

= Mb

I



Rozktad macierzy A na czynniki
trojkatne

43

Skoro M, . M{A=U

wiec mamy /

A=M;'.. M ' U=L,.. L, .U=LU




= LU

M = I —-me;j

M

= I +me;

—~4 -6

0
0

-

Przyktad

lsz

0

4 05 1

4

6

4




Wybor elementow gtownych

W kazdym kroku element gtéwny musi by¢ rézny od zera

Wybér elementow gtdéwnych nie jest potrzebny, jesli

* macierz A ma dominujaca gtowng przekatng

* macierz A symetryczna i dodatnio okreélona A’ = AixTAx >0

Jesli wspotczynniki uktadu rdwnan rdznig sie od siebie o wiele rzedéw wielkosci, to uktad taki

trzeba przed eliminacjg poddac normalizacji, tj. kazde rédwnanie j musi zostac
przeskalowane czynnikiem

1/max;|a;l,i=1,..n.



Przyktad macierzy symetrycznej i
dodatnio okreslone;

X"PX =[2a—b —a+2b—c —b+2la b c|"
= [2a® — ab — ab + 2b*> — bc — bc + 2¢* |,

X=[a b ¢

P(x) = 2a* — 2ab+2b*> — 2bc +2c¢* = a®> + (a —b)* + (b—c¢)* + ¢

Dla macierzy symetrycznej i dodatnio okreslonej

0 i T T L T oA 00
(@) @i ; < aijiajjdakazdegoi # j, i,j=1,...,n
(b) max{|a; j|} = max{ai1,..... @n n}

Twierdzenie Gerszgorina



Permutacja macierzy

A =
1 2 3
4 5 6
/7 8 9
0O 0 1
1 0 O
p- 0 1 0
O 0 1
1 0 O >> P*A
0O 1 O 7 8 9
1 2 3
>> A*P 4 5 6
2 3 1
5 6 4
8 9 7
PAn
1. 0. O n —wymiar P
P*A — zmieniamy wiersze 0. 1. 0
0. 0. 1

A*P — zmieniamy kolumny



Zadanie

1. Dla macierzy A znalez¢ macierz permutacji P

A = B=

=
N
w

~
o ¢
©

S
Ul
o))

"U "U
~
(00]
Vo)

~N
(00]
(o]
©
~N
(00]

=
N
w

B
h
o)
o)
o
&

2. Sprawdzi¢ dziatanie permutacji P, P*P, P*P*P na macierz A



Odpowiedz

B=P*A

© o m
1N 00 N

< N~

M O o
~N 0 0

— < N

o - o
- O O

= =

C=A*P

~N 0 o0
— < N~

M O N

N O N
~N 0 0

— < N~



Permutacja

MA=U M=M, P, ;---M P,
. \ Y J \ Y
L =M~ nie jest trojkatna dolna

J

Alternatywa

P=F, P
PA = LU
Ax = b
Ly = Pb

Ur =1y



Algorytm eliminacji z permutacja

fork=1ton—1
— Find index p such that
lapk| Z |aik| for k S 1 S n

if p # k then
m N interchange rows k and p

if Akk = 0 then
_ continue with next k
fori=k+1ton
m Mk = Qik[Akk
~ end
forj=k+1ton

m fori=k+1ton
Qi = Qij — MikQij

end
- end
end




A:E?ﬂ
0 1 0]
P=1|1 0 0
0 0 1
1
M, = | -0.25
-1

M1P1A$ —

P*A — zmieniamy wiersze

A*P —zmieniamy kolumny

e R

Przyktad

o) RS A
> DN DO

PlA-'B

.’SCl-I

I

SN

-

1 0
0 1

-3 — -

T
2
I3

= N o

I
e

= M, P, b



4 4
M P,Ax= [0 1 15 zo| = | 1.5
0 2 2 T3 _4
7 ) )
(1 0 0 4 4 2]
Pg-—— 0 0 1 P2M1P1A.’B= 0 2 2
0 1 0 0 1 1.5
1 0 0
M;=1|0 1 0
0 —05 1]
(4 4 2] [z
M,P,M\P,Ax = [0 2 L2
0 0 05] |x3

Przyktad (cd.)
21 [z (6

= M1 P, b

S o

1.5

= Po M, P, b

= My P, M, P, b



L=M""
0] [ 1
0] 1025
1| 1

S N

> B BN

Przyktad (cd.)

I

O - O
—_ O O

o

1 0 0 1
0O 0 1 0
01 0] [0
0.25 0.5 1]
1 0 0
1 1 0

L -

(025 05 1]
1 0 0
1 1

(MyP,M,P,)"' = Pl L P} L, =

0-

Nie jest tréjkatng dolng

LU




Przyktad (cd.)

Alternatywa

0
0

0
1

0
1

0
0

1025 0.5 1




Eliminacja Gausa-Jordana

OQD‘..

Wilhelm Jordan (1 March 1842,
Ellwangen, Wirttemberg — 17
April 1899, Hanover) was a
German geodesist who conducted
surveys in Germany and Africa and
founded the German geodesy

journal.
X — b(")
Cel | ;
X2 =b§n)
Xy = b
1 0 0 0 aj
: : Cel
0 1 0o -+ 0
M. a = 0 -+ —mgsr 1 -0 a:frl =
. : . . ) A,x=Ux =0b,
0 —Mp 0 1 L an



Eliminacja Gausa-Jordana (cd.)

Uktad rownan postaci AV x = pV, tzn.
aVx; + al)x, + ... + allx, = b

afdxi + aPx, + ... + adx, = bV

oooooooooooooooooooooooooooooooooo

allx, +al)x, + ...+ aWx, =H"

nn

przeksztalcamy nastgpujaco. Pierwsze rownanie dzielimy obustronnie przez

a\}), a nastepnie od i-tego wiersza, i = 2, 3, ..., n, odejmujemy wiersz pierwszy

pomnozony przez a',’, otrzymujac uklad A(z)x = b¥, tzn.



Eliminacja Gausa-Jordana (cd.)
*+agx +in ey, =

aQx; + ... + a®x, = b

...............................

Naste;pnle drugle rownanie dzielimy obustronnie przez a{?'i od i-tego wiersza,

i =133, 4, ..., n, odejmujemy wiersz drugi pomnozony przez a?’, otrzymujac
ukiad A(3)x = b(3), tzn.



Eliminacja Gausa-Jordana (cd.)

X1+ ayx; + ... + ax, = p®

X+ agxs + ... + aPlx, = b

3 3 3
513))('3 + c o + agm)xn — bl(l )

Po (n — 1) eliminacjach otrzymujemy uktad postaci

X1 == bgn)

X2 —_— bgn)

oooooooooooooooooo




Przeksztatceniami elementarnymi na wierszach macierzy
nazywamy nastepujgce dziatania:

1 mnozenie wszystkich elementéw dowolnego
wiersza przez liczbe ¢ # 0;

2 zamiana miejscami (przestawienie) dwadch
dowolnych wierszy macierzy;

dodawanie do wszystkich elementéw dowolnego
3 Wwiersza odpowiednich elementow innego wiersza
pomnozonych przez dowolng liczbg ¢ # 0.



Przyktad

AX=Db
T y z w .
i} o + drugi wiersz
2 2 —1 1 7 j} It
-1 1 2 3| |3
3 —1 4 -1 31
1 4 -2 2| |2

(1 3 1 47107
—1 1 2 3 3
3 -1 4 —1|1|31| / + wierszpierwszy

1 4 -2 22|/ — 3 wierszpierwszy

|/ — wierszpierwszy



= o o =

o o o -

Przyktad (cd.)

/ — 3-wiersz czwarty

/ — 3-drugi wiersz

/ + 10 - drugi wiersz

[/ — drugi wiersz



o o o =

o o o =

o o = oo

o O = o

Przyktad (cd.)

—35
12
121
—15

—35
12

—35 ]
13
—117

—15

[ —101
37
371

—45

[ 101
37
11

/ + 8- czwarty wiersz

[ (—15)

/ + 35-wiersztrzeci

— 12 - wiersztrzeci

|/ — wiersztrzeci



Przyktad (cd.)

o o O =

= O O

o o = o

= o = O

oS = o o

= - o o

—1407 [ 284
49 —95
—3 11

4 || -8

—1407 [ 2847 / + 140 - wiersz czwarty
49 —95 | / — 49 - wiersz czwarty
—3 11 | / + 3-wierszczwarty

1 —2




Przyktad (cd.)

I 1
= o wsy ™

I 1
oo o o
o R e T N =
o oo o

-a o O
L I

= ™ o

o I
X n




Obliczenie odwrotnej macierzy za
pomocg macierzy jednostkowej
(Metoda bezwyznacznikowa )

operacje elementarne
[A“n] na \VILI‘S}ZHCI'I [ln IA_1]
>A=[1210;3401]
A=
1 2 1 O
3 4 0 1
>> rref(A)

ans =

1.0000 0 -2.0000 1.0000
0O 1.0000 1.5000 -0.5000



Przyktad

* Obliczy¢ macierz odwrotng |[A |I] = [I|A™']

1 0 0 0]
01 0 0

00 1 0

0 0 0 1

(2 1 1 1]

2 1 3 0
11 2 1]

5 2 2 1

(2 1 1 1

:

5 2 2 1
2 1 3 0
11 2 1




Przyktad (cd.)

|/ — czwartywiersz

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2 1 1 1

1

2
2 1 3 0
1 1 2 1

Ty}

/ — b - pierwszy wiersz

/ —2 - pierwszy wiersz

—1

1 0 0

-1 0

1 0

2

|/ — pierwszy wiersz

|/ — trzeci wiersz

1 0 0 -1
—a 1 0
-2 0 1
-1 0 0

2
2

-1 0

1 0




o o o =

o o o =

o o o =

oo = o

oo = o

—_ = O

Przyktad (cd.)

[ = R o s |

0 0
1 -1
0 1
0
0
1 -1
-1 2
-1 1
0 0
1 -1
1 0
-1 1

/ — drugi wiersz

/ — drugi wiersz

/ — 2 czwarty wiersz

| + trzeci wiersz

/ — 2-trzeci wiersz

|/ — trzeci wiersz



o o 9O =

e [ e T B = B e B =

= b O b

=l - o = o o

e

= e~

o W ba =

Przyktad (cd.)

= I = =

—_ O =

| + czwarty wiersz
/ — 3 - czwarty wiersz

/ + czwarty wiersz




mat inv2.m

function b = mat_inuvz(a)
% Find dimensions of input matrix
[r.c] = size(a):

% If input matrix is not square, stop function
ifr "= ¢

disp('Only Square Matrices, please')

b= []:

return
end

% Target identity matrix to be transformed into the output
% inverse matrix
b = eye(r);

%The following code actually performs the matrix inversion by working
% on each element of the input
fFor j =1 :r
for i = j : r
if a(i,j) "= @

for kK =1 :r
s = a(j.k): a(j.k) = a(i,k); a(i.k) = s;
s = b(j.k): b{j.k) = b{i,k); b(i,K) = s;
end
t = 1/a(j.j):
for kK =1 :r
a(j.k) = t *a(j.k)
b(j.k) = t % b(j,Kk)
end
for L = 1 r
if L™= j
t = -a(L.j)
for k =1 :r
a(L.k) = a(L.k) + t = a(j.k);
b(L.k) = b(L.k) + t = b(j.k);:
end
end
end
end
break
end
% Display warning if a row full of zeros is found
if a(i.j) ==
disp( 'Warning: Singular Matrix')
b = "error’;
return
end

end

% Show the evolution of the input matrix, so that we can
% confirm that it became an identity matrix.

a

>> mat_inv2 (R)

1.1538
0.7692
-0.9231

-0.3846
0.0769
0.3077

0.1538
-0.2308
0.0769



Rozktad LU

Eliminacja Gaussa: rozktad LU

Tw. Niech A bedzie macierzg n x n. Niech Aj; oznacza macierz
utworzona z elementéw poczatkowych £ wierszy i kolumn macierzy A.

Jesli|det( Ar) # 0, dla k = 1,...n| to istnieje|jedyny rozktad A = LU

na czynniki tréjkatne takie, ze macierz L = [m;;| jest macierza tréjkatng
dolnazm;; =1,2=1,...n, a macierz U jest macierza trojkatna gorna.

Rownos¢ A = LU oznacza

lr‘ - - - -
Qij = ;El Miplyi, T =min(z,7), ,7=1...,n

2

Jedli m;; = 1, to jest to uktad n? réwnan na n? niewiadomych bedacych

elementami macierzy L i U.



Schematy zwarte

e Gléwnie dla celu obliczen recznych — mniej wynikéw posrednich.
e Eliminacja Gaussa w k-tym kroku wyznacza k-ta kolumne L i k-ty wiersz R.
¢ A = LR jest réwnowazne ukltadowi n* réwnan z n(n + 1) niewiadomymi:

l'l]]l'l 7, _j

Ajj = E LipTp;-

W k-tym kroku:

=1

p=1



Metoda Doolittle’a




Uktad rownan. Metoda Doolittle’a
Ax=Db0b

A=LU i =1

I.JUX — b

L7'LUx =1Ux=Ux=L""b
Ux=L""b
Zdefiniujemy wektor b! p— thb

Lb =LL 'b=1Ib=b



Uktad rownan. Metoda Doolittle’a (cd.)

Krok 1. Niewiadomy jest wektor b’ ]'_J'b‘lr — b

i—1
b‘:’:bf_zli,kb;c (522733'-'3’1)
k=1 .

Krok 2. Niewiadomy jest wektor x U }
x=D>b

Xp=b; — X e /u; (i=n—1n-2,...,1)
k=il ’

Ztozonos$é — n2



Przyktad

80x; — 20x, — 20x; = 20
~20x; 4+ 40x, — 20x; = 20
—20x; — 20x, + 130x; = 20

80x1 — 20.]72 — 2OX3 = 20
Oxl -+ 353(2 — 25.74:3 — 25
Oxl + 0)(72 + 750/7.7(.'3 —— 300/7



Przyktad (cd.)

=20 40 -20]20
| —20 =20 130120

80 —20 -20|20
Ry —(

(80 —20 —2020
0 35 —25|25

T80 —20  —2020
0 35 —25|25
0 0 750/7]300/7

- 80
U=| 0
0

Eliminacja i obliczenie Li U

—20/80)R,
R, — (—20/80)R,

| 0 25 125|25]R3-(—25f35)R2

L

1
—1/4

- —1/4

x; = [20 — (=20)(1.00) — (—20)(0.40)]/80

= (.60

X, = [25 — (=25)(0.4)]/35 = 1.00

X3 = 300/750 = 0.40

20 20
35 =25
0 750/7

0
1
—5/7

o O




Przyktad (cd.)

b’ =120 2
) n =120 20201y
1 0 07[¥ 20
~1/4 1 0|8 |=]20
—1/4 —5/7 1| B[ |20
b, =20
b, =20 — (—1/4)(20) = 25
b, =20 — (—1/4)(20) — (—=5/7)(25) = 300/7
Ux =D

xI =10.60 1.00 0.40]



Przyktad (cd.)

b =[20 10 20]

Lb' =b
R 0 0T[5 [207]5 =20
—1/4 1 0|y |=]10|8,=15
174 =577 1|1 B | [ 20 ]k =250/7
T80 —20 -207[x] [ 20 Jx =172
0 35 =25{|x|=| 15 |x=2/3
0 0 75077 || x| [ 25077 xy =173




Wyznaczanie macierzy odwrotnej

A=

bl =1

80
—20

- —20

1 0
~1/4 1
—1/4

bl =[0 1
bl =[0 0

0 0]

—20
40
—20

0
0

—5/7 1

0]
1]

-

—20
—20
130

U

- 80
0

0

~20 =20
35 =25
0 750/7

X — 1 kolumna macierzy odwrotnej do A
X — 2 kolumna macierzy odwrotnej do A

X — 3 kolumna macierzy odwrotnej do A




Wyznaczanie macierzy odwrotnej (cd.)

Lb’} — bl

1
—1/4
| —1/4

Ux = b

"80 —20

0 35

0

0
1

—5/7

—20

—25

0 750/7

0
0
]

/

!

!

—->~X1

1/4
| 3/7_

T 2/125
1/100

| 1/250



Wyznaczanie macierzy odwrotnej (cd.)

2/125 1/100 1/250
A'=[x;, x, x3]=1{1/100 1/30 1/150
| 17250 1/150 7/750
C0.016000 0.010000  0.004000
0.01000  0.033333 0.006667
0.004000 0.006667 0.009333 _




