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Reprezentacja liczb 

• Reprezentacja stałopozycyjna  
13, -145.23 

 
 

 
• Reprezentacja zmiennopozycyjna 
 mantysa i cecha,  
liczba = mantysa∗10cecha 

18.5=0.185∗102=1.85∗101=185∗10-1 

 

 
Cecha wskazuje miejsce kropki w zapisie liczbowym  

Reprezentacja stałopozycyjna operuje na ustalonej liczbie 
cyfr ułamkowych – wszystkie liczby rzeczywiste skraca się do t 
cyfr ułamkowych.  

Reprezentację zmiennopozycyjną liczby x oznaczamy 

 rd(x) –rounding decimals  



• Wady reprezentacji stałoprzecinkowej (Fixed Point Notation): 

 

 

 

•    10-cyfrowy format:      XXXXX.XXXXX 

Reprezentacja stałoprzecinkowa 

47567.31A 
0.000075244B 

0.000075244

00000.00007

B  



47567.31000A 

W przypadku liczb stałoprzecinkowych wystąpi duży błąd przy bardzo 

małych wartościach oraz bardzo dużych wartościach (w odniesieniu do 

powyższego formatu). 



Reprezentacja stałoprzecinkowa (cd.) 

Kody stałopozycyjne mają ustalone miejsce rozdziału części 
całkowitej i ułamkowej, czyli miejsce przecinka, co oznacza, że 
dokładność reprezentacji jest stała.  

Aby mówić o arytmetyce stałoprzecinkowej trzeba wiedzieć, w jaki 
sposób zapisywane są liczby dodatnie i ujemne. Dla reprezentacji liczb 
dodatnich i ujemnych najpowszechniej stosowane są trzy kody: 
• kod znak – moduł (ZM)  
• kod uzupełnienia do jednego (U1)  
• kod uzupełnienia do dwóch (U2)  



Reprezentacja stałoprzecinkowa (cd.) 

 



System ZM 



System U1 

Liczba przeciwna zawsze powstaje w kodzie U1 
przez negację wszystkich bitów 

Jeśli liczba jest dodatnia, to najstarszy bit 
znakowy posiada wartość 0. Pozostałe bity 
służą do zapisu liczby w naturalnym kodzie 
binarnym: 

Jeśli liczba jest ujemna, to najstarszy bit 
znakowy ma wartość 1. Pozostałe bity 
są negacjami bitów modułu wartości liczby: 



System U2 
W tym systemie wartość 0 ma tylko jedną reprezentację 0000, a liczb ujemnych jest o 1 
więcej niż dodatnich (-8 .. -1, 1 .. 7). 

Najstarszy bit określa znak liczby. Jeśli jest równy 0, liczba jest 
dodatnia i resztę zapisu możemy potraktować jak liczbę w 
naturalnym kodzie dwójkowym. 

Jeśli bit znaku ustawiony jest na 1, to liczba ma wartość ujemną. Bit 
znaku ma wagę (-2n-1), gdzie n oznacza liczbę bitów w wybranym 
formacie U2. Reszta bitów jest zwykłą liczbą w naturalnym kodzie 
dwójkowym. Wagę bitu znakowego i wartość pozostałych bitów 
sumujemy otrzymując wartość liczby U2: 

 Postać ujemna liczby U2 nie jest już tak czytelna dla nas jak w 
przypadku kodów ZM (tylko zmiana bitu znaku) i U1 (negacja 
wszystkich bitów). 



Typy danych w języku C++ 

https://eduinf.waw.pl/inf/alg/006_bin/0027.php 



Zapis zmiennopozycyjny 

Z zapisem zmiennoprzecinkowym można spotkać się w 
przypadkach, gdzie przy jego pomocy przedstawia się 
albo bardzo duże wartości, albo bardzo małe. Zapis ten 
nazywa się często notacją naukową, np.: 

 

Gwiazda Proxima Centauri znajduje się w odległości 
9460800000000 [km], czyli 9,4608 x 1012. 

Masa elektronu wynosi me = 
0,00000000000000000000000000091095 [g], 
czyli  9,1095 x 10-28 [g]  

 



Podstawa matematyczna 



Reprezentacja binarna 

( ) 2c

trd x sm 

1

2
t

i

t i

i

m e 





 

rounding decimals  

Zaokrąglanie ułamków dziesiętnych 

0 0 0 0 1 0 1 

d=6,t=3 

Rd(x)=(e-1*2-1+e-2*2-2+e-3*2-3)*20 

Rd(x)=(1*2-1+0*2-2+1*2-3)*20 

Rd(x)=5/8=0.625 

Przykład 



Błędy reprezentacji 

( ) 2c

trd x sm 

( )rd x x  

Błąd bezwzględny reprezentacji 

( )
2 trd x x

r
x


 

Błąd względny reprezentacji binarnej 

( ) (1 )rd x x r  

 1

1

2 1; 0lub1 dla 1i

i i

i

m e e e i




  



    

0 0 0 0 1 0 1 

d=6,t=3 

Rd(x)=(1*2-1+0*2-2+1*2-3)*20 

Rd(x)=5/8=0.625 
Rd(y)=(1*2-1+0*2-2+0*2-3)*20 

Rd(y)=1/2=0.5 
Rd(z)=(1*2-1+1*2-2+0*2-3)*20 

Rd(z)=3/4=0.75 

Przykład 

 1

x x

r
x

rx

x x x rx x r









 





     



Przykład 

3

0.025

0.025
0.0417 2 0.125

0.6

0.6

0.625

x

x

r







   





32 0.125

0.625

0.625 0

0.

.075

075

r

rx

x

x







 

 

 

0.625 0.5 0.75 

0.7 0.575 
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0.1
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0.025<1/2*10^-1 – jedna cyfra poprawna 



Cechy reprezentacji 

Liczba cyfr mantysy decyduje o dokładności zmiennopozycyjnego przedstawiania liczb, a 
liczba cyfr cechy określa zakres reprezentowalnych liczb 

maxmin
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d t
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0 0 0 0 1 0 1 

d=6,t=3 

Rd(x)=(e-1*2-1+e-2*2-2+e-3*2-3)*20 

Rd(x)=(1*2-1+0*2-2+1*2-3)*20 

Rd(x)=5/8=0.625 

Przykład 



Postać znormalizowana liczby 

UeL

d

tid

ddd
dx

i

e

t

t





















10

1,...,1,10

...

0

1

1

2

21
0








10

2

8

16

Standardy 

! 



Przykład 

3,1,1,2  tUL

11 2
0 2 1

0

...

0 1, 1,..., 1

0 1
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dd d
x d
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 



Przykład (cd) 

3,1,1,2  tUL

d={0,1} 
d0=1 
X=(d0+d1/2+d2/4)*2^{-1,0,1} 

UeL

d

tid

ddd
dx

i

e

t

t






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
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



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


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1,...,1,10

...

0

1

1

2

21
0








1 0 0 2^-1 
1 0 0 2^0 
1 0 0 2^1 

1 0 1 2^-1 
1 0 1 2^0 
1 0 1 2^1 

1 1 0 2^-1 
1 1 0 2^0 
1 1 0 2^1 

1 1 1 2^-1 
1 1 1 2^0 
1 1 1 2^1 

3*8=12 wartości  
liczb dodatnich 



Przykład(cd) 
d={0,1} 
d0=1 
X=(d0+d1/2+d2/4)*2^{-1,0,1} 

1 0 0 2^-1 
1 0 0 2^0 
1 0 0 2^1 

1 0 1 2^-1 
1 0 1 2^0 
1 0 1 2^1 

1 1 0 2^-1 
1 1 0 2^0 
1 1 0 2^1 

1 1 1 2^-1 
1 1 1 2^0 
1 1 1 2^1 

3*8=12 wartości liczb dodatnich 

X=1*2^-1=0.5 
X=1*2^0=1 
X=1*2^1=2 

1 0 0 2^-1 
1 0 0 2^0 
1 0 0 2^1 

1 0 1 2^-1 
1 0 1 2^0 
1 0 1 2^1 

X=(1+1/4)*2^-1=0.625 
X=(1+1/4)*2^0=1.25 
X=(1+1/4)*2^1=2.5 

0.125 

0.25 

0.5 

krok 



Cechy liczb zmiennopozycyjnych  

Ilość możliwych wartości     1112 1   LUt

Najmniejsza wartość 
Underflow level 

LUFL 

Największa wartość 
Overflow level 

 tUOFL    11

2^2*(1-1/8)=3.5 

2^-1=0.5 

2*1*2^2*(1+1+1)=24 

3,1,1,2  tUL



Zaokrąglenia 

obcięcie 
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Zaokrąglenie do najbliższej 
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Epsilon maszynowy  

Obcięcie 

Zaokrąglenie do najbliższej 

t 1

t 1

2

1


11 

2^(1-3)=1/4=0.25 

11  
Epsilon maszynowy jest wartością określającą precyzję obliczeń numerycznych 
wykonywanych na liczbach zmiennoprzecinkowych.  

Im mniejsza wartość epsilona maszynowego, tym większa jest względna precyzja 
obliczeń.  

float macheps(void) 
{ float e = 1.0f; 
 while (1.0f + e / 2.0f > 1.0f) 
  e /= 2.0f; 
 return e;} 



Zero maszynowe, nadmiar i niedomiar 

Jeśli |x|> MAX, to 
mówimy o nadmiarze 
(mogą być przerywane 
obliczenia). 
Jeśli |x| < MIN, to rd(x) 
= 0 i mówimy o 
niedomiarze. Błąd tej 
reprezentacji jest równy 
100%. 



Przykład 

t 1

2

1
 >> 1/2*b^(1-t)=  0.015625 



Przykład 

 



Przykład (cd) 

 



Własności arytmetyki 
zmiennoprzecinkowej (fl arytmetyka) 

Arytmetyka zmiennoprzecinkowa nie jest łączna. To znaczy, że dla x, y i z mogą zachodzić 
różności: 

Nie jest też rozdzielna, czyli może zachodzić różność: 

Innymi słowy, kolejność wykonywania operacji wpływa na końcowy wynik. 
Przy obliczeniach zmiennoprzecinkowych występują też: 
• zaokrąglenia 
• nieprawidłowe operacje 
• przepełnienie 
• niedomiar 



 



Załóżmy że chcemy dodać lub odjąć dwie dodatnie liczby zmiennoprzecinkowe: 

Jeśli liczby mają różne wykładniki, to podczas dodawania mantysa liczby o mniejszym 
wykładniku musi zostać zdenormalizowana 

Arytmetyka zmiennopozycyjna 

Dodawanie i odejmowanie 

Mnożenie i dzielenie  12 102103

 12 102103



Błędy operacji elementarnych 

Wynik działań zmiennopozycyjnych można traktować jako wynik dokładnych 
działań wykonanych na zaburzonych danych wejściowych. 

( ) (1 )rd x x   



Błędy operacji elementarnych (cd) 

Reprezentację zmiennopozycyjną liczby x oznaczamy rd(x) 
Wartość wyrażenia w arytmetyce zmiennopozycyjnej  fl(wyrażenie) 

Układ dwójkowy (d – ilość bitów reprezentacji liczby) 



Przykład 



Sposób A 

Sposób B 

 Dodawanie z siedmiocyfrowymi mantysami  



Przykład 

mantysa jest reprezentowana na d bitach  

błędy reprezentacji wynoszą 



Sposób 1 

 



Sposób 2 



Przykład  

MNII\programOS\bledy\w1OS1.c 



Algorytm numerycznie stabilny i 
poprawny  

Niestabilność numeryczna powstaje wówczas, kiedy mały błąd numeryczny w trakcie 
dalszych obliczeń powiększa się (np. przemnaża się) i powoduje duży błąd wyniku.  



Algorytm 1 



Algorytm 1(cd) 

 



Algorytm 2 

 



Algorytm 2 (cd) 

 



Stabilność a poprawność 

Algorytm stabilny gwarantuje otrzymanie wyniku akceptowanego z 
poziomem błędu tego samego rzędu, co optymalny poziom błędu.   
Rozwiązanie obliczone algorytmem numerycznie poprawnym jest 
nieco zaburzonym rozwiązaniem zadania o nieco zaburzonych 
danych, tzn. jeśli dane są obarczone błędem, to i wynik jest 
obarczony porównywalnym błędem.   

Maksymalny przewidywalny błąd wynikły wyłącznie z przeniesienia błędu reprezentacji danych 
na wynik obliczeń nazywamy optymalnym poziomem błędu danego zadania w arytmetyce t-
cyfrowej.  

Stabilność jest minimalną własnością, jakiej wymagamy od algorytmu, poprawność - 
maksymalną własnością jakiej możemy oczekiwać od zastosowanego algorytmu  



Standard IEEE-754 

https://pl.wikipedia.org/wiki/IEEE_754 

Reprezentacja zmiennoprzecinkowa IEEE-754 single 

-127! 



Przykład 



Przykład 
Przekształcamy liczbę dziesiętną do postaci dwójkowej: 

Otrzymaną liczbę normalizujemy:  

pomijamy wiodącą jedynkę w mantysie 01011 

obliczamy wykładnik 2 + 127 = 129 → 10000001 



Zapis 10-tnej liczby 

12.375 

0.375 x 2 = 0.750 = 0 + 0.750 => b−1 = 0,  
 
0.750 x 2 = 1.500 = 1 + 0.500 => b−2 = 1 
 
0.500 x 2 = 1.000 = 1 + 0.000 => b−3 = 1,  

(0.375)10 (0.011)2 

(12.375)10 = (12)10 + (0.375)10 = (1100)2 + (0.011)2 = (1100.011)2 

127 = 0111 1111  130 = 1000 0010 

https://www.rapidtables.com/convert/number/decimal-to-binary.html?x=12.375 



Przykłady 



Zadania 

110 

0.2510 

0.37510 



Odpowiedzi 

127 = 0111 1111  0 = 000...0 

127+(−2)= 125 = 0111 1101  0 = 000...0 

127+(−2)= 125 = 0111 1101 1 = 10000..0 

0-01111111-00000000000000000000000 = 3f800000H 

 0-01111101-00000000000000000000000 = 3e800000H 

0-01111101-10000000000000000000000 = 3ec00000H 



Z 2-go do 10-tnej 

41c8 000016 = 0100 0001 1100 1000 0000 0000 0000 00002 

Sign bit: 0 
 
Exponent: 1000 00112 = 8316 = 131 
 
Significand: 100 1000 0000 0000 0000 00002 = 48000016 

131 − 127 = 4 

bit 23 = 0.5 
bit 22 = 0.25 
bit 21 = 0.125 
bit 20 = 0.0625 
bit 19 = 0.03125 
.. 
bit 0 = 0.00000011920928955078125 

        23      20 
1 + 0.5 + 0.0625 = 1.5625 

1.5625 × 24 = 25 

41c8 0000 = 25 



Przykłady 
3f80 0000 = 0 01111111 00000000000000000000000 = 1 
c000 0000 = 1 10000000 00000000000000000000000 = −2 

7f7f ffff = 0 11111110 11111111111111111111111 = (1 − 2−24) × 2128 ≈ 3.402823466 × 1038  
(max finite positive value in single precision) 
 
0080 0000 = 0 00000001 00000000000000000000000 = 2−126 ≈ 1.175494351 × 10−38 (min 
normalized positive value in single precision) 

0000 0000 = 0 00000000 00000000000000000000000 = 0 
8000 0000 = 1 00000000 00000000000000000000000 = −0 

7f80 0000 = 0 11111111 00000000000000000000000 = infinity 
ff80 0000 = 1 11111111 00000000000000000000000 = −infinity 

3eaa aaab = 0 01111101 01010101010101010101011 ≈ 1/3 



Online Konwerter 

https://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html 



Cechy standardu 

a=123456792 



Standard IEEE-754. Reprezentacja 
bitowa 

 



Przykład 



Przykłady 

 

prefiks 0x wskazuje, że liczba jest napisana w kodzie szesnastkowym 



Reprezentacja liczb specjalnych 

Not a Number 



Standard IEEE-754. Wartości specjalne 

 



Standard IEEE-754. Operacje specjalne 

 



Implementacje  w C++ 



Niedokładności 

Wiele dziwnych na pierwszy rzut oka wyników bierze się stąd, że obliczenia zmiennopozycyjne 
wykonywane są w bazie B = 2, natomiast na zewnątrz liczby reprezentowane są najczęściej w 
bazie B = 10. Dlatego pisząc w kodzie programu np. x=0.01 intuicyjnie oczekujemy, że liczba 
0,01 będzie reprezentowana dokładnie, a tak niestety nie jest. Aby się o tym przekonać, 
rozważmy następujący program:  

Ponieważ liczba 0, 01 nie ma dokładniej 
reprezentacji w standardzie IEEE, przybliżana 
jest najbliższą liczbą maszynową (czyli taką, 
która daje się przedstawić dokładnie). Dlatego 
równość nie jest spełniona. 



Niedokładności (c.d.) 

 Po wykonaniu tego programu znowu okaże się, 
wbrew oczekiwaniom, że wartości zmiennych z 
i z1 nie są równe. Podobnie, jak w poprzednim 
przykładzie, przyczyną jest to, że y = 1.0/7.0 nie 
ma dokładniej reprezentacji w standardzie 
IEEE. 



Niedokładności (c.d.) 

Liczba 1000, 0 ma dokładną reprezentację 
zmiennopozycyjną, natomiast 1000, 2 daje się 
przedstawić tylko w przybliżeniu. Dlatego 
komputerowy wynik powyższego działania 
będzie się różnił trochę od wartości dokładnej 
0, 2:  



Rozszerzona precyzja 
Rodzina procesorów Intela należy do systemów o rozszerzonej precyzji (ang. extended-based 
systems) , które wewnętrznie zapisują liczby z dokładnością większą, niż wymaga tego używany 
typ danych. Pozwala to na ogół liczyć dokładniej niż na architekturach pozbawionych tej 
właściwości (np. większość procesorów RISC), czasami prowadzi jednak do pewnych 
niepożądanych efektów ubocznych: 

Iloraz a/b liczony jest w rozszerzonej precyzji. 
Wynik zostaje przekształcony do pojedynczej 
precyzji i zapamiętany w zmiennej c. Jeżeli przy 
tym przekształceniu następuje utrata 
dokładności, z będzie raczej różne od zera:  



Porównywanie liczb 
zmiennopozycyjnych 

OS2.c 
# include  "stdio.h" 
int main () 
{ 
float x =3.0/7.0; 
if ( x ==3.0/7.0) 
printf( " Równe :)\ n " ); 
else 
printf( " Nierówne :(\ n ") ; 
} 

Powodem takiego zachowania programu jest 
znowu rozszerzona precyzja, z jaką liczby 
przechowywane są w wewnętrznych rejestrach 
i jej utrata przy konwersji na typ używany w 
programie. Dlatego należy unikać 
bezpośrednich porównań liczb 
zmiennoprzecinkowych, a jeżeli algorytm 
wymaga od nas takiego porównywania, 
bezpieczniej jest traktować liczby jako równe, 
jeżeli moduł ich różnicy jest mniejszy od małej, 
z góry zadanej wartości:  



Denormalizacja 

>> x =10^10; y = x ; z =1/ x ; 
>> x+z-y 
 
ans =     0 
 
>> x-y+z 
 
ans =   1.0000e-10 

Chociaż oba wyrażenia są matematycznie 
równoważne, dają numerycznie różne wyniki. 
Przyczyną jest znowu skończona ilość bitów w 
mantysie. Jeżeli dodajemy do siebie dwie liczby 
o różnych wykładnikach, muszą one zostać 
sprowadzone do wspólnej cechy. Na ogół 
odbywa się to przez denormalizację mniejszej 
z liczb.  
 
Jeżeli rzędy tych liczb różnią się od siebie o 
więcej niż 52 bity, wówczas w procesie 
denormalizacji mniejsza liczba zostanie 
zastąpiona zerem.  
 
Tak jest w pierwszym z powyższych wyrażeń. 



Przykład. Utrata cyfr znaczących 

= 



Przykład 
                                    #include "stdio.h" 
                   int 
  main(int argc, char *argv[]) 
  {     
   float a, b, f; 
   a=123456789; 
   b=123456788;      
   f=a-b;  
          printf("Result: %f\n", f); 
        return 0; 
 
  } 

123456789 =4CEB79A3hex(ieee)=123456792(dec) 

123456788 =4CEB79A2hex(ieee)=123456784(dec)  

http://www.h-schmidt.net/FloatConverter/IEEE754.html 



The first 2398 decimal digits of  π 



Zadania 

Obliczyć wartość dziesiętną liczb zmiennoprzecinkowych : 

11000001110110000000000000000000(IEEE 754) 

01000001010100000000000000000000(IEEE 754) 

Obliczyć wartość dziesiętną liczby w systemie U2: 

1001U2 



Odpowiedź 

 

1 10000011 10110000000000000000000 
z cecha                   bity ułamkowe mantysy 
z = 1 - liczba jest ujemna 
c = 10000011(BIAS=127) = 131 - 127 = 4 
m = 01,10110000000000000000000(U1) = 1+11/16=27/16 
 
L(IEEE 754) = (-1)z*m*2c = 
 (-1)1 × (1+11/16) × 24 = - 27/16 × 24= -27(10) 
 
11000001110110000000000000000000(IEEE 754) = -27(10). 

11000001110110000000000000000000(IEEE 754) 



13 

 

01000001010100000000000000000000(IEEE 754) 


