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Dlaczego s metody numeryczne?

Metody numeryczne sg niezwykle poteznym narzedziem
rozwigzywania problemow modelowania natury.

Mozna korzystac z komercyjnych programoéw komputerowych, ktore
majg biblioteki metod numerycznych. Trzeba zna¢ podstawowe
zasady metod numerycznych, aby by¢ lepszym uzytkownikiem
takich programow.

Niestety, sg problemy, ktore nie mogg byC rozwigzane poprzez
istniejgce programy komercyjne; wtedy trzeba napisa¢ swoéj wtasny
program odpowiedniej metody numerycznej.

Metody numeryczne stanowig dobrg okazje do wzmocnienia
zrozumienia natury badanego zjawiska.

Te metody sg potrzebne w codziennej praktyce inzyniera lub
naukowca
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Kiedy i na jakiej wysokosci otwierac

S spadochron?

| | | - Fd - przycigganie ziemskie - powodujgce state przyspieszenie

| ‘ ’ wynoszgce 9,81 m/s?, a w konsekwencji ruch pionowy ku ziemi,

| - Fu -sita oporu powietrza - skierowana przeciwnie do kierunku ruchu,

zmniejszajgca wptyw przyspieszenia na predkosc.

F dv_ mg-—cv
a=— dt m

Srednia utrata wysokosci po okreslonym czasie:

|:D =mg 1sek.-5m; 2sek.-20m; 3 sek.-45m; 4 sek.-75 m
5sek.-110 m; 6 sek.-147 m; 7 sek.-193 m; 8 sek.-240 m
9 sek. - 288 m; 10 sek. - 340m

Wartos¢ predkosci granicznej waha sie w zaleznosci od pozycji opadajgcego skoczka,
ale do obliczen przyjmuje sie srednig predkosé, ktéra wynosi 50 m/s (180 km/h).



Rozwigzanie analityczne

dv._mg-cv

dt m

V(t) _ (1 e—(C/m)t)

s simout

|—> (m*g-c*ul'm ” »

o=

—>

o =

500

\MNI\programOS\bledy\spadochron1.slx



Rozwigzanie numeryczne

dv.mg-cv_ ¢

dt m m

dv_ AV v(t,)-v(t)

dt ~ Attt
V(ti+1) _V(ti) =g —CV(ti)
ti, — m

v, m/s

V() =Vv(t) +[9 - %V(ti N, -1)




Program obliczen

vsim=[simout.Time simout.Data]
plot(vsim(:,1),vsim(:,2),".")
g=9.81;%m/s"2

m=68.1;%kg

c=12.5;%kg/s

v=[];

t=0;

h=1;

hold on;
vhew=0;

for i=1:h:10;

v=[v; (i-1)*h vhew];
vhnew=vnew+(g-c/m*vnew)*h;
end;
plot(v(:,1),v(:,2),'*r');
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Dynamika liczebnosci populacji

dN N
E_TN(l_E)’

gdzie:
N —liczebnosé populacji,
t —czas,
7 — wspotczynnik tempa wzrostu

K — pojemnose srodowiska.

E = {ﬂ- - by}$:—

dy

d_t = (C‘T - d)y?
gdzie:

¥(t) — populacja, czyli liczba ofiar (ang. prey, np. zajgce),
y(t) — liczba drapiezcow (ang. predators, np. rysie),
t — rozwg) tych dwdéch populac) w czasie,
state (a,b,c,d = 0, dodatnie parametry) oznaczaja:
¢ 3 — czestosc narodzin ofiar lub wspétczynnik przyrostu ofiar,
# b — czestos¢ umierania ofiar na skutek drapieznictwa,
s ¢ — czestosc narodzin drapieznikdow lub wspdiczynnik przyrostu drapieznikdw,

* d — czestosc umierania drapieznikdow lub wspdtczynnik ubywania drapieznikow,




; :-1\\ Predator
re ¥ i [
an anima Fthat is :‘ y V. Rabbit is food J:E ::;I?nadl tl:I?st
killad and eaten L Source for wolf :
) other animals
by predators. forits food

Hypothesis
1. Assume that the system can support an unlimited amount of rabbit, so

that in the absence of predation, the prey population grows
exponentially.

2. In the absence of predation, the predator population dies off
exponentially (no food supply).

3. Then the growth rate of the rabbit is diminished in a way that is
proportional to the number of interactions between them and the wolf

x'=ax —bxy =(a—by)x
=

Likelihood of
species meeting

v'=—cy+ dﬁ?= (—c +dx)y

= Ify =0,x" = ax, = exponential growth s fx=0,a—-by=0=y=a/b=0
= Ifx =0,y = —cy,= exponential growth s fy=0,—ct+tdx=0=x=cfd=0
»  Steady-state: (x, v) = (0,0) » Steady-state: (x, v) = (¢/d. a/b0)



Chaos deterministyczny

Odwzorowanie logistyczne — funkcja odwzorowujaca przedziat jednostkowy w siebie: f : [0,1] — [0, 1] dana przepisem:

x=0.3;

out=[];

for i=1:300
out=[out;i,x];
x=2.4%x*(1-x);

end;

x=0.30000000001;

outl=[];

for i=1:300
outl=[outl;i,x];
x=2.4%x*(1-x);

end;

plot(out(:,1),out(:,2));

hold on;

plot(outl(:,1),outl(:,2),'r");

x — kxz(1 — z)|przy warunku na wartosci parametru 0 < k < 4.

Chaos deterministyczny — wtasnosc¢ rownan
lub uktadoéw rownan, polegajgca na duzej
wrazliwosci rozwigzan na dowolnie mate
zaburzenie parametrow. Dotyczy to zwykle
nieliniowych réwnan rézniczkowych i
réznicowych, opisujgcych uktady dynamiczne.
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Reprezentacja liczb

W jezyku C wyrdzniamy nastepujgce typy zmiennych (
wg wielkosci ) :

* 4 podstawowe :

— char - jednobajtowe liczby catkowite, stuzy do
przechowywania znakow;

— int- typ catkowity, o dtugosci domysinej dla danej
architektury komputera;

— float - typ zmiennopozycyjny (zwany rowniez
zmiennoprzecinkowym), reprezentujacy liczby rzeczywiste
(4 bajty); Sg doktadnie opisane w IEEE 754.

— double - typ zmiennopozycyjny podwdjnej precyzji (8
bajtow);

FLOAT 3.4 * (10°38) to 3.4 * (10*38)


https://pl.wikipedia.org/wiki/en:IEEE_754
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Przyktad

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int main()

float a,b,c,d,e,f,g;

a=123456789;
b=a+1;
c=a+2;
d=a+3;
g=a+4j;
f=a+5;
B=a+6j

printf(“Result:
printf(“Result:
printf(“Result:
printf(“Result:
printf{“Result:
printf(“Result:
printf{“Result:

return a;

=T an oo

The float type can represent values ranging
from approximately 1.5 x 10* to 3.4 x 1038,
with a precision — the limit of digits — of
seven. Float can contain up to seven digits

in total, not just following the decimal point —
so, for example, 321.1234567 cannot be stored
in float because it has 10 digits. If greater
precision—more digits—is necessary, the
double type is used.

E\n", a);
&#\n", b);
E\n", c);
#A\n", d);
&Fwn", e);
#A\n", T);
g %F\n", g);

w1l0S2.c



Przyktad (cd)

B ChUsers\KlIS-05\OneDrnive\saszasokoloviNauka

123456792,
123456792,
123456792,
123456792,
123450560.
123456560 .
123456860,

a=123456789 ; mm)
b=a+1;
C=a+2;
d=a+3;
e=a+4j;
f=a+5;
g=a+bj
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pwited with return v

 to continue




Jix)

Podstawowe problemy obliczeniowe

Korzen rownania

Uktad rownan

Aproksymacja

Interpolacja

Jix) Interpolation

Catkowanie

flx) 1= J° flx) dx

B

Numeric_Chapra.pdf

Rownania rézniczkowe zwyczajne

'\'

A

Rownania rozniczkowe czgstkowe
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Metody numeryczne a btedy

Przez zadanie numeryczne rozumiemy jasny i jednoznaczny opis
powigzania funkcjonalnego miedzy danymi wejsciowymi (zmienne
niezalezne) i danymi wyjsciowymi (szukanymi wynikami). Algorytm
dla danego zadania numerycznego jest z definicji petnym opisem
poprawnie okreslonych operacji przeksztatcajgcych dopuszczalne
dane wejsciowe na dane wyjsciowe.

,O0peracje” oznaczajg tu dziatania arytmetyczne i logiczne. Dla
danego zadania numerycznego mozna rozwazac wiele roznych
algorytmow. Algorytmy te mogg dawac wyniki o bardzo rdznej
doktadnosci (w AiSD — ztozonos¢)

Dane wejsciowe Zadanie Dane wyjsciowe

numeryczne

Algorytm 1 Algorytm 2 Algorytm N



Btedy obliczen

W teorii metod numerycznych zasadniczg role odgrywa zrozumienie ograniczen danej
metody, co jest Scisle zwigzane z okresleniem btedu obliczeniowego.

Btedy modelu - uproszczenie modelu matematycznego (przyjecie zatozen
upraszczajgcych),

Btedy danych wejsciowych (gdy wykorzystujemy dane zaokraglone, pochodzace
np. z wczesSniejszych obliczen lub gdy dane wejsciowe sg wynikiem pomiarow
wielkosci fizycznych obarczonych btedami pomiarowymi),

Btedy aproksymacji — np. pochodnej za pomocg ilorazu roznicowego, obliczanie
wartosci catki oznaczonej jako granicy sum przyblizajgcych jg podziatow itp.).
Btedy zaokraglen (zwigzane z odpowiednig reprezentacjg liczby),

Btedy obciecia (gdy proces obliczania granicy jest przerywany przed osiggnieciem
wartosci granicznej - np. ograniczenie szeregu nieskonczonego do skonczonej
liczby sktadnikow,



Miary btedow

* Btad bezwzgledny
A=a—a

Btad bezwzgledny informuje, o ile rézni sie dokfadna wartos¢ - a

wartos¢ zmierzona od dokfadne;j Przyblizona .
(zmierzona) wartos¢ - | d

y Bfad W28|Qd ny Nieokreslonos¢ a niedoktadnosé

JAN
a

Czasami btad wzgledny wyrazamy w
procentach

o =—-100%0




Przyktad

a =10000m

a =9999m

A=a—a=1m

o =1/10000*100% = 0.01%

a =5cm

a=4cm
A=a—a=1cm

o =1/5*100% = 20%
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Kazde doswiadczenie fizyczne wymaga przeprowadzenia oszacowania btedu, ktorym jest
obarczony wynik tzn. podania z jakg doktadnoscig dana wielkos¢ zostata wyznaczona.

Ogolnie rozrozniamy:

- btedy grube wynikte z nieuwagi i z pomytek eksperymentatora ( np. przy odczycie lub w

zapisie wyniku). Czesto sg jednorazowe i bardzo duze.
- btedy systematyczne wynikte ze ztego (mato doktadnego) ustawienia samego
eksperymentu

* nie uwzglednienie pewnych poprawek np. sity wyporu powietrza przy doktadnym

wazeniu),
* wad urzqdzen pomiarowych (przyktadem moze by¢ waga dZzwigniowa z

przesunietym punktem zawieszenia, czasomierz wskazéwkowy ze srodkiem skali nie

pokrywajgcym sie z osig wskazéwek czy zle wyskalowane przyrzady),

» Zze stanu zewnetrznych warunkow pomiaru (np. zbyt wysoka temperatura w

pomieszczeniu) jak i z btedu eksperymentatora (np. znany bfgd paralaksy).

- btedy przypadkowe wynikte z niedoktadnosci odczytu, fluktuacji warunkéw pomiaru, z

nieokreslenia samej mierzonej wielkosci fizycznej itp.

Nie mozna wykonac bezbtednego wyznaczenia wielkosci fizycznej tzw. pomiaru
absolutnie doktadnego



Probabilistyczna teoria btedow Gaussa

Z jednego pomiaru nie mozemy wnioskowac o jego doktadnosci. Do tego konieczna jest
ich seria. Wartosci rzeczywistej nie znamy.

Z serii pomiardw wartoscig najbardziej zblizong do wartosci rzeczywistej jest
Srednia arytmetyczna

Jest to podstawowe twierdzenie teorii btedéw tzw. pierwszy postulat Gaussa.

Wynika ono z faktu rdwnosci prawdopodobienstw jak zawyzenia wielkosci mierzonej tak
i jej zanizenia.

Tym samym wartoé¢ érednia X jest jedynie blisko potozona wielkosci rzeczywistej Xy, ale
nie rowna jej.

Rownos¢ i = XR moglibysmy napisac tylko dla serii nieskoinczenie dtugiej pomiaréw



Rozktad Gaussa

Wyniki pomiaréw w serii rozktadajg sie wokot wartosci sredniej w tzw. krzywg Gaussa

-

1 _.
—— ¢
C 2T

Odchylenie standardowe okresla rozmycie rozktadu wokdt wartosci sredniej

P(X) =

Aby sie o tym przekonad nalezy zakres pomiarowy podzieli¢ na przedziaty o rownej
szerokosci AX i obliczy¢ ile pomiardw z serii zmiescito sie w kazdym z nich

Zauwazmy, ze na krzywej Gaussa mozna wyrodzni¢ obszary o
przeciwnie skierowanej krzywiznie. W okolicy maksimum
krzywa jest wypukta, a daleko poza maksimum staje sie krzywg
wklesta.

Oczywiscie obszary takie sg oddzielone punktami przegiecia.




Przedziat <X-0o, X+ o>

Poniewaz rozktad Gaussa opisuje zjawisko probabilistyczne, a wiec mozna okresli¢
jedynie prawdopodobienstwo, ze dowolny wynik pomiaru X, (i=1,2,3....N) znajdzie sie w
aktualnie interesujgcym nas przedziale wartosci < X, , X, >.

W przedziale <X - o, X + 0> miesci sie 68,26% wynikow z serii

W przedziale X -2 o, X+ 2 0 miesci sie 95,45%
1004 wynikoéw z serii.
W przedziale X - 3 o, X+ 3 0 miesci sie 99,73%
wynikoéw z serii.

Dla tego im wieksze jest odchylenie standardowe,
tym szersza jest krzywa i bardziej sptaszczona
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-— ]dx = 0.683971
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0.4
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sigma=1/sqrt(2*pi)=0.3989;




Sredni btad kwadratowy

Odchylenie standardowe w teorii btedéw nazywa sie srednim btedem kwadratowym i
oblicza sie go z wyrazenia:

> (XX
(N-1)

Wystepujgcy w tym wyrazeniu czynnik N — 1 mozna uzasadnic w ten sposob, ze poniewaz
czesc informacji zawartej w serii je X1,X2,X3, ....... XN zostata wykorzystana do okreslenia
wartosci sredniej X, usrednianie zwigzane z odchyleniem standardowym nastepuje z
mniejszq liczbg punktow swobody i stqd podzielenie przez N — 1 zamiast przez N.

Najczesciej wyznaczany jest jednak jako optymalny Sredni btagd kwadratowy o,
a z niego Sredni btad kwadratowy wartosci Sredniej: N
> (X, = X)"

= mm) -
*UN Gy =

N (N - 1)
Btad sredni kwadratowy jest najwazniejszym i najczesciej stosowanym wskaznikiem
doktadnosci pomiaru.




Przedziaty ufnosci i poziomy ufnosci

caly zakres X

////

b)

X-c X E+ O

poziom ufnosci — 0.683

(X-c.X+0o)

Prawdopodobienstwo, ze dany pomiar z serii
pomiarowej znajdzie sie w przedziale X -0, X +0
wynosi 0,683.

W interpretacji graficznej prawdopodobienstwu temu
odpowiada pole pod krzywg Gaussa odciete tym
przedziatem przy zatozeniu, ze pole pod catg krzywa
rowna sie jeden (rys. ab).

W eksperymencie oczywiscie chcielibysmy, zeby
* bfad wyniku (przedziat ufnosci)

byt jak najmniejszy przy mozliwie duzym
prawdopodobienstwie (poziomie ufnosci).

P =0.68Analizujac ksztatt krzywej dzwonowej dochodzimy do

whniosku, ze optymalnosc¢ przedziatu X -0, X +0 wynika
z faktu, ze jest on wyznaczony przez punkty przegiecia
krzywe;.

przedziat ufnosci



Przedziaty ufnosci i poziomy ufnosci
(cd)

Gdybysmy chcieli sztucznie zmniejszy¢ ten
przedziat ufnoscido X -d, X +d (rys. c), to
znacznie stracimy na poziomie ufnosci (o pole

(X-0,6/4c,X +0,6740)
p=0,5

pod krzywg Gaussa odciete przedziatami X —o
X-d,X+d X +o, ktore jest duze, bo na tych
odcinkach krzywa dzwonowa jest wypukta).

Gdybysmy z kolei chcieli sztucznie podniesc

poziom ufnosci (rys. d), to jest to mozliwe tylko
przez znaczne poszerzenie tego przedziatu
ufnoscido X - c, X + ¢, gdyz pola pod krzywag w
przedziatach oddalonych od sredniej X dalej niz
0 0 wnoszg juz maty wktad do poziomu
ufnosci (krzywa jest tu wklesta).




Poziom (wspotczynnik) ufnosci

n pomiarow
— S — S
PiX-t —=<m< X+t —,=1-«

Jn Jn

s - odchylenie standardowe z préby )|

Lo ,-

-, - wartosc odczytana z tablic rozktadu t-Studenta

- wspotczynnik ufnosci, 0-1

o
m - wartos¢ zmierzona

X1 X0 N[, r:l"2j| N(0,1)
Xz—%ixﬁ ' X —p

1 Tl N
8§ = —— 3 (X; - X)? .
1 — 1 < p
i=1 NG Jest rozktadem Studenta

1. Poziom ufnosci— mowi o tym, jak bardzo mozemy ,zaufac” naszym wynikom, wiec jest to duza wartosd
(uwzgledniajgc fakt, ze jest z przedziatu (0,1), wiec przez stowo duza rozumiemy bliskg do wartosci 1). Jest
to 1-a.

2. Poziom istotnosci — mdwi nam o tym na jok duzg pomytke sobie pozwalamy (na ile procent mozemy sie
mylic). Jest to a.




n=4, 90%

Tabela r‘ozk’radu T

75 % (|80 % ||85 % |90 % ||95 % ||97.5 % |99 % ||99.5 % ||99.75 % ||99.9 % ||99.95 %
1.000([1.376//1.963(|3.078/6.314([12.71 ||31.82||63.66 [127.3 ||3183 (6366
0.816/[1.061|[1.386|1.886||2.920(|4.303 ||6.965|/9.925 |[14.09 ||22.33 ||31.60
0.765|/0.978((1.250|[1.638||2.353||3.182 ||4.541||5.841 ||7.453 |[10.21 [12.92
0.741|[0.941|[1.1901 533 ||]2.132||2.776 ||3.747||4604 ||5.598 ||7.173 ||8.610
0.727|(0.920|(1.156|1.476|[2.015||2.571 ||3.365|/4.032 ||[4.773 ||5.893 ||6.869
0.718/(0.906|(1.134||1.440|[1.943||2.447 |[3.143||3.707 ||[4.317 ||5.208 ||5.959
0.7111|0.896|[1.119||1.415 1.895'1'% 2.998((3.499 |[4.029 ||4.785 ||5.408
0.40
0.35¢
0.30f
P(T<1.533)=0.9 (catka rozkfadu) S
P(T<-1533)=P(T>1533)=1-09=01 X0.20
P(-1.533<T<1.533)=1-2*O.1=O.8 0.15¢
0.10f
0.05}
0.00

4 53 2 -1 0 1|2 3
X




Przyktad

Xs=3.6666 sigma=0.8924

x=[2344333];

Wspotczynnik ufnosci:

P:0975 =1-0,05 = «=0,05

P )?—tai<m<)?+t0[i =l-«

Jn Jn

3.6666-2.365*0.8924/sqrt(7) = 2.8689
P(2.8689,4.4643)=0.975

3.6666+2.365*0.8924/sqrt(7) = 4.4643



Btedy danych

Cyfry utamkowe to wszystkie cyfry po kropce dziesietnej w ufamku.

Cyfry istotne to cyfry jakie pozostang po pominieciu zer na poczgtku.
Przyktad

Liczba 0,00245 ma piec cyfr utamkowych i trzy istotne.
Liczba 12,12 ma dwie cyfry utamkowe i cztery istotne.

Cyfry znaczace — cyfry rozwiniecia dziesietnego mierzonej wielkosci fizycznej, poczgwszy od
pierwszej cyfry niezerowej az do ostatniej cyfry, ktorej wartos¢ nie zmienia sie wewnatrz
przyjetego przedziatu ufnosci e.

Przyymyymy, Zze zapis| x =X +& |oznacza, ze

X — x| < g . Wartosc

£ :max‘x—ﬂ nazywamy maksymalnym bledem bezwzglednym lub

bledem granicznym.

_ 1 , —
Jeshi |3€—x‘£5-10'I to mowimy, ze X ma [ poprawnych cyfr

ulamkowych. Cyfry istotne wystepujace az do pozycy t-tej po kropce
nazywamy cyframi znaczgcymi.



BLtEDY POMIAROWE A ZAOKRAGLANIE
WYNIKOW

W ogdlnym przypadku wynik pomiaru przedstawiany jest w postaci:

Xp=XytAX

Gdzie:

Xg - wartosc¢ rzeczywista wielkosci mierzonej

Xy, - wartos¢ uzyskana w wyniku pomiaru

A X - niepewnosc lub btagd pomiaru

Powyzszy zapis oznacza, ze:

- najlepszym przyblizeniem wartosci mierzonej jest wg eksperymentatora liczba X,

- z rozsgdnym prawdopodobieristwem szukana wartosc¢ znajduje sie pomiedzy

Xy — DX i Xy, + AX

Btad pomiaru A X jest wartoscig oszacowana.

Obliczone wartosci X,, i A X podajemy zaokraglone tzn. przyblizamy wartosci otrzymane z
obliczen zgodnie z powszechnie przyjetymi zasadami zaokraglen.

Cyfry pewne. Jezeli btgd spowodowany przyblizeniem liczby dziesietnej jest mniejszy od jednosci
na ostatnim miejscu dziesietnym to méwimy, ze wszystkie jej cyfry sg pewne. Przyblizenie
dziesietne podaje sie wtedy z zachowaniem tylko cyfr pewnych np.125 * 103

lub 1,25 * 10°.



Zaokraglenie liczb

Jezeli cyfra na t+1-szej pozycji jest mniejsza niz 5 to wynik bez zmian,
gdy jest wieksza od 5 to t-t3 cyfre zwiekszamy o 1.
Natomiast w przypadku gdy t+1-sza cyfra rowna sie 5 to gdy t-ta cyfra
jest parzysta to bez zmian a jezeli nieparzysta to zwiekszamy o 1.

0.312

Jezeli cyfra 2 jest poprawna, to btagd bezwzgledny musi wynosi¢ +/-0.0005

Czyli
0312+/-0.0005={0.31150.31116 0.3117 ... 0.3125}

Umieszczenie cyfry na najmniej znaczgcym miejscu oznacza, ze btagd bezwzgledny
wyznaczonej liczby jest mniejszy lub rowny potowie rzedu tego miejsca.

0.34567 zaokraglamy do 0.3457
0.34565 zaokragglamy do 0.3456
0.34575 zaokraglamy do 0.3458



Przyktad

r=%+¢ s:max‘x—ﬂ |3E"—x‘£%-1(}l'I

0.00147 — 5 cyfr utamkowych, 3 cyfry istotne,

12.34 — 2 cyfry ulamkowe, 4 cyfry istotne,

0.001234 +0.000004 — 5 cyfr poprawnych, 3 cyfry znaczace, 0.000004 <1/2 %107
0.001234 + 0.000006 — 4 cyfry poprawne, 2 cyfry znaczace.

>>(0.000004 < 1/2 *107-5 1
>>(0.000006 < 1/2 *107~-5 0
>>(0.000006 < 1/2 *107-4 1

Cyfry znaczace — cyfry rozwiniecia dziesietnego mierzonej wielkosci fizycznej, poczagwszy od
pierwszej cyfry niezerowej az do ostatniej cyfry, ktorej wartos¢ nie zmienia sie wewnatrz
przyjetego przedziatu ufnosci e.



Cyfra 2 jest poprawna
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Cyfra 1 jest poprawna
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Cyfra 1 jest poprawna

sprzecznosc 0.312
0.31+-0.007 0.31+-0.005 t=2

2[} B \\\

15

10

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Cyfra 3 jest poprawna
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Btedy przypadkowe w pomiarach
posrednich

22-02

Zatdézmy, ze chcemy wyznaczy¢ pewng wielkos¢ fizyczng A, ale nie mozemy jej zmierzy¢
bezposrednio. Wiemy natomiast, ze jest ona zwigzana z K innymi wielkosciami fizycznymi
X1 X5 ... X, ktére mozna juz zmierzy¢ bezposrednio, nastepujaca zaleznoscia:

A:f(Xl .'JX2 ,,XK)

Po wykonaniu pomiaréw mamy wyniki i btedy pomiarowe

Wynikowa wartos¢ wielkosci A A = ‘(Xl __JX:, n""nXK )



Przenoszenie sie btedow

Podstawowymi  operacjami  arytmetycznymi  wykonywanymi przez
maszyne cyfrowg s3 |dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie.
/ tymi operacjami s3 zwigzane bfedy wynikajace z niedokfadnosci
sktadnikow/czynnikéw (operandéw) i btedéw zaokraglen.

x1/Axy, x3/Axy, ... x,/Ax, — operandy/btedy operandéw
W ogdlnym przypadku wyznaczona (obliczona) wielko$¢
y = f(x1,20,...,2,)

jest pewng funkcjg wielu niezaleznych zmiennych x;, z ktérych kazda jest
obarczona btedem Ax;.

Ze wzoru Taylora wynika, ze

y+ Ay — f(xl + A, v + Az, .. Ty + Axn)

0 Of non OPf
_ LT Az;
flzy, 22, 20) + El Oz, Ti El jgl O0x;0x;

ALEiAﬂjj + ...




Przenoszenie sie btedow (cd)

Jesli zatozy¢, ze btedy Ax; s3 mate, to

Ay~ 3 ’f)_fm;-

i—1 0x;

n E)
Ay < %190 |Ax

i=1 Jx;

Jest to ogdlny wzor dla szacowania btedéw (przenoszenia sie btedow).



Przenoszenie sie btedow (cd)

Ze wzoru wynika, ze dla sumy/réznicy dwéch wielkosci 1 i 2, obarczonych
btedami Axq i Axy otrzymujemy

Yy =1L 2

Ay = Ax; £ Axy

Poniewaz btedy mogg by¢ dodatnie badz ujemne, wiec przy szacowaniu
btedu sumy musimy wzig¢ pod uwage ich moduty, czyli btad bezwgledny
Y Wynosi

Ay < |Axq| + |Axy|



Przenoszenie sie btedow (cd)

Btad wzgledny przy dodawaniu
Ay  |Axy| + |Axs
1Y B T+ Iy

Btad wzgledny przy odejmowaniu
Ay  |Azq| + |Axs
y T — T

Jesli 1 =~ x», to btad wzgledny moze by¢ duzo wiekszy niz btedy wzgledne
obu skfadnikéw!

Przyktad: log § = loga — log b, a = 2.5000 i b = 2.4999.
il

log y = 0.39794 — 0.39792 = 0.00002,
)

Zadna cyfra wyniku nie jest poprawna, gdyz powinno by¢ 0.000017372!

Problem: Odejmowanie bliskich sobie liczb, to gtdwne Zzrédto btedéw.




Btgd maksymalny i standardowy

Dla y = =I' ; ; btad wynosi Ay = =" ; Az;.

Btad sumy zalezy liniowo od liczby sktadnikow. Jesli Az; = 0.5, to suma
10* wyrazéw bedzie obarczona btedem 5 x 103!

W praktyce nie wszystkie btedy maja taki sam znak, bo zaokraglanie
wprowadza bfedy dodatnie i ujemne, ktore sie kompensuj3.

W przypadku duzej liczby zmiennych bfad wielkosci ztfozonej szacujemy
przez podanie tzw. btedu standardowego (statystycznego).

Takie postepowanie jest uzasadnione, jesli mozemy traktowac btedy
poszczegolnych zmiennych jako zmienne losowe niezalezne o rozktadzie
normalnym.




Btgd maksymalny i statystyczny (cd)

Tw. Zatéozmy, ze btedy Ax;, ©+ = 1,...,n s3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi o wartosci oczekiwanej réwnej zeru i odchyleniach standardowych
e;. Wtedy btad standardowy dla y = f(xl, To,...,T,) jest dany wzorem

af
Lzl (85[7 )
Dla sumy n-sktadnikdéw o jednakowym btedzie € btad standardowy wynosi
fsn 2 = ey/n.

Przy powyzszych zatozeniach i n > 1 bfad sumy y ma w przyblizeniu
rozktad normalny z wartoscig oczekiwang 0 i odchyleniem standardowym
0 = €4/M | Jest opisany wzorem

p(Ay) = \/zl—m exp(—Ay*/20?)




Btagd maksymalny i statystyczny (cd)

f 1 T 1 1 r !
-35D 25D 1SD mean +1SD +2S5D +35D
Iiﬁg'%.;l
95%
99%




Obliczenie btedu kwadratowego AA

Jezeli AX, (i=1,2,...,,K) sg sSrednimi btedami kwadratowymi o ,; wartosci
srednich X, , to otrzymujemy optymalnie znaleziony Sredni btagd kwadratowy z wyrazenia

- 2 -2 = -2
OA OA OA

o; =, ||l =—|og | +|| =—|og. | +...+|| — |Oy

\O0X, ) ] [ LOX, ? | L OXy “

g

Wtedy prawdopodobienistwo znalezienia wartosci rzeczywistej A w przedziale
(A-oc5 , A+065) wynosi0,683.

Jezeli btedy AX: sg btedami granicznymi (maksymalnymi) AX; ..,
korzystnym przypadku otrzymujemy btgd maksymalny pomiaru

DA L A L DA L
( - j AXI max ( - J AXZ max ( : j AXK max
: ~ ) 5XK a

0X, o0X,
Wtedy prawdopodobienistwo znalezienia wartosci rzeczywistej AR w przedziale
<K - AKEI. , A+ AKEI> wynosi 0,999.

to w najmniej

AA . =

+

+ ...t




Przyktad

Wahadto matematyczne o dfugosci | = 100 £1 cm posiada okres wahan T = 2,00 £ 0,02 s.
Wyznaczone btedy sg srednimi btedami kwadratowymi. Nalezy obliczy¢ przyspieszenie
ziemskie.

/ Arn? | 471’ lm
I =27 |— ‘ g= —
g T? (25)°

=987 m/s”

n 12 — 12
sredni bfagd kwadratowy 2 2
przyspieszenia c = 4 T G +| — 4 T / G
ziemskiego wynosi g TZ I T3 T

2 2 2 2 "
oo fron] ] 5, =0224m/s

sgz\/[o,lm/sz]2+[0,z m/szr = J001+0,04 m/s?, g = 9_)87 + 0523 II]/S_-‘,2




Metoda najmniejszych kwadratow
Zatdéimy, ze z doswiadczenia uzyskaliSmy n par wynikéw x;, y..

Szukamy zaleznos$¢ yi — axl -+ b

Z(l’ —y.)? = minimum

5 2 . .
Z(E X, +b —y,)" = mmnmum

n .
f=) @x+b-y)
i=1




MNK

22 x (a x +l;—}’f)= 0,
i=1

Y2@x+b-y)=0
i=l

1 n n
—_ p) 7
2a ) x}+2b Y x,=2> x,y,=0
i=1 =1 =1

QEixf+2nZ;—2i:yf:O_
i=1 i=1







MNK (cd)

Odchylenie standardowe wartosci Srednich

y'=ax+b = A(x,a,b)




Przykta

a= 1.95

y'=ax+b = A(x, a,b) ———

Sa= 0.0793725393319376
Sb = 0.217370651192841

e=abs(y-g);
n=4;

Sa=sqrt(1/(n-2)*sum(e.*e)*n/(n*sum(x.*x)-sum(x)"2));

Sb=sqrt(1/(n-2)*sum(e.*e)*sum(x.*x)/(n*sum(x.*x)-
sum(x)"2));
sume2=sum(y.*y)-a*sum(x.*y)-b*sum(y);
Sy=@(x)sqrt((x.*Sa).A2+(1*Sb).72);

[X'y' g Sy(x')]

A

%mMnkOS.m
x=[12 3 4];

v=[1.11.9 2.9 4.2]+2;

plot(x,y,"*b');

A =[1x(1); 1 x(2); 1 x(3); 1 x(4)];

b=y;
|I=A\b';

%The line then has the equation

a=1(2);b=I(1);
g=a.*x+b;
hold on;
plot(x,g,".-r");

X Y
1 3.1000
2 3.9000
3 4.9000
4 6.2000

g

2.9800
4.0100
5.0400
6.0700

+/-

0.2314
0.2692
0.3224
0.3848



Btedy iteracji

n 2 3 n 2 3
e =lim/ 1+ 2| ~14 242 4+ 2 e =lim/ 1+ 2 | 14242 45
=" n 12 3 =" n no2 3
a=e" =1.64972... a=e"’ =1.64972...
a=1 a=1+05=15
0 =39.3837% 0 =9.02%
& = 3 . 0]
5. 902 33
n+1 (Y 4 769
! 1645833333 0175 |77
] 5 1648437500 00172 0158
— " —100% = 33.3% 6 1648697917 0.00142 00158




Dziatania na liczbach przyblizonych

W przypadku dodawania lub odejmowania w wyniku pozostawiamy liczbe
cyfr znaczacych rowng liczbie cyfr znaczgcych najmniej doktadnego
sktadnika operacji (najmniejszg liczbe cyfr znaczacych).

llos¢ cyfr znaczgcych w ilorazie (w iloczynie) réwna sie ilosci cyfr
znaczacych w tym jego czynniku, ktdry zawiera najmniej cyfr znaczacych.
W przypadku odwrotnosci liczby (o liczbie cyfr >2) ilos¢ cyfr znaczacych
maleje o 1.

Przy dodawaniu, odejmowaniu i mnozeniu liczby przyblizonej z udziatem
liczby doktadnej w wyniku podajemy takg ilos¢ cyfr znaczacych, jakg ma
liczba przyblizona.

W przypadku pierwiastkowania liczby przyblizonej mozna przyjac, ze liczba
cyfr pierwiastka jest rowna liczbie cyfr liczby podpierwiastkowe;j
(wskazéwka praktyczna).

W przypadku logarytmowania liczby przyblizonej liczba cyfr znaczgcych
pozostaje bez zmian

a) 32,658 + 11,23 +4,71 =48,598 = 48,6 11+0,11-0,0011= 11,1089 zapis prawidlowy 11
9,01 +21,5+ 12,456 =42,9661 zapis prawidlowy 43,0

b) 123,45-12,3456 = 1524,06; 9,32-111- 0,038 =39,31176 =39; 12,345%>=152,399;
6,221 (4 cyfry znaczace) -5,2 (2 cyfr znaczace) =32,3492 =32 (2 cyfry znaczace)

Lub 15,5 (3 cyfry znaczace) - 27,3 (3 cyfry znaczace) - 5,4 (2 cyfry znaczace) = 2285,01 = 2,300 = 2,3 - 10° (2 cyfry znaczace).



Interwal. Definicja

A=la, a]la, a3 € R ap < as
rOj x < al p HUA(X)
1
1w, (x) = <1, a, < x < a,
kO, X > d,

Punkt jezeli a] — a3



Operacje na interwatach

[:131,:]'32] = [yhyz] — [TI + Y1, T2 + yﬂ]

1, 2] — (Y1, 2] = [T1 — Y2, %2 — Y1)

[1,3]+[4,5]=1[5.8], | +[-3.2]=[-2.3]

12.5] = [0.2] =10,5], [-2,-1]—[3.4] =[-6.—4]

57



Operacje na interwatach (cd)

(@1, @] - [y1, 2] = [min{zi1y1, T1y2, T2y1, T2y2 |, max{z1 Y1, T1Y2, T2Y1, T2Y2 |]

[1.2] - [3,4] = [3.8],

[—2,-1] - [0,2] = [-4,0],

-1.2] - [-1.2] =[-2,4]

58



Operacje na interwatach (cd)

["El:r:’::!_l 1
- [1:1532] : )
Y1, Y] Y1, 2]
B 1 (1 1 1
[yl ya- - E?H] if 0 ¢ [yh'HZ]
1 _ 1
?,"I,U B _mja
< : |
Dﬂyi: - 'E?m]
1 - - .
1 yg] ’m] [ m] C [—o0, 00] if 0 € (y1,12)

[1,3]/[-1/1] nie jest zdefiniowane: [-2,4]/[1,2] =[-2.4]:
2/[1,2]1=[1,2]; [2.4]/[-2,—1] = [-4.-1].



Operacje na interwatach (cd)
potegowanie x" jest mozliwe w jednym z przypadkow

1" x>0

2° x>0 A y >0

3°0¢x, y<0 - catkowite

4° y >0 - calkowite
np. [2,3]° =[4.9]; [-1.2]° = [2,4]



Wtasnosci dziatan na interwatach

l. x+y=y+x; X-y=y-x (przemiennosc)

2. (xty)tz=x+(+tz), (x-y)-z=x-(y-z) (1acznosc)

3.x+0=0+x=x; 1-x=x-1=Xx (el. neutralny)

4 x-y=xt(p)=-rytx

5. x/y=x-y' =y x

6. (x—y)=y—x

7. x(=y)=(=x)-y=—x-y

8. (=x)-(=y)=x-y

9. x—-(yx2)=(x—y)Fz R2.x-yc(x+y)-(y+2)
13.x/yc(x-2)/(y-2)

[0.x-(ytz)cx-y£x-z 14.0e x—x

I1.(xxy)-zcx-yxty -z 15.1e x/x

61



Przyktady

AJ+[=1.0]) = [=LI] = [-2,2] = [-LI]-[0,]] +

[-L1]-[=L1]-[-1,0]

62



Przenoszenie sie btedow

Niech x, =2.31+0.02,x, =1.42+0.03

: . Arytmetyka interwatow
Obliczmy roznice:

X, —x,:233-1.39=0.94, 2.29 -1.45=0.84,
czyli:

x, —x, = 0.89 + 0.05.

(X, —&)— (X, +&)<x,—x, <X, +tg (X, —¢,).
Zatem:
X, +x, =X, +X, £(g +¢,),

gdzie:

€,,€, s3 maksymalnymi bledami bezwzglednymu.

Blad bezwzgledny sumy 1roznicy jest wige rowny: €, + €, .

e




Przenoszenie sie btedow (cd)

W przypadku obliczania iloczynu lub ilorazu przenoszenie bteddéw przedstawimy za pomoca

btedow wzglednych.
Niech r bedzie rzeczywistym bledem wzglednym, tzn.

X=x+rx=x(1+r)

Wezmy: \ r
X =x(147), %, =x,(1+n). )
Wowczas %
XX, = x,x,(L+n)(1+mn), f‘ = x,(1+7)

X, x,(1+nr) ‘
Blad wzgledny iloczynu jest zatem rowny:

(I+r)A+r)—-1=1+n+r+nrn—1=n+r,
jesli tylko || << 1, || << 1

L

1+r l+r—-1-r, r-—r
lloraz: ( 1)_1: 1 2 1

(1+r) 1+r _1+F'2

X1, -1, jesh

5

<<,



Uwarunkowanie zadania
numerycznego

Mate zaburzenia danych powinny dawa¢ mate zaburzenia
wyniku, nie znajduje potwierdzenia nawet w prostych
przypadkach. Umiejetnos¢ oceny jakosciowego wptywu
zaburzenia danych na wynik jest podstawg w obliczeniach
numerycznych. Wrazliwosc rozwigzania na dane
poczatkowe okresla tzw. uwarunkowanie zadania
numerycznego.



Wspotczynniki uwarunkowania

uwarunkowanie wzgledne: jak wzgledne zaburzenie danych
wplywa na blad wzgledny wyniku:

ARG Y =]
<cond,,(f,x):
ey UM
Najmniejszy mnoznik  cond ,(f,x)spelniajacy  powyzsza

nierownos¢  nazywamy  wspolczynnikiem  uwarunkowania
(wzglednego) zadania obliczenia f(x) dla danego x.
uwarunkowanie bezwzgledne: jak bezwzgledne zaburzenie
danych wplywa na blad bezwzgledny wyniku:

|/ ()= f (&) < cond  (f . x) [ = %]

Najymniejszy mnoznik  cond , (f,x)spelniajacy  powyzsza
nierOwnos¢  nazywamy  wspolczynnikiem  uwarunkowania
(bezwzglednego) zadania obliczenia f(x) dla danego x.



Wskaznik uwarunkowania

Mowimy, ze zadanie f(x) jest
e dobrze uwarunkowane w punkcie x, gdy cond(f.x) =1,
o Zle uwarunkowane w punkcie x, gdy cond(f,x)>>1.

e Zle postawione w punkcie x, gdy cond( f,x)=+=.

x, f(x) GO ERICOIAICY

X, f(x) Vs ((x —X)/ X|

«




5cm

X

X =4cm
A=X—X=1cm

o =1/5*100% = 20%
f (x)=7zx

X2

Przyktad

f(x)=7*5~15.708
f(X)=7*4~12.5664
w=1
2

g(x)= 7;57 ~19.6350

2

g(X)= z% ~12.5664

g(X):ﬂ-T — w=1.8
Problem jest niestabilny gdy w>>1
] [(F 60— 1) ()
5] (x —X)/ X




Wskaznik uwarunkowania(dalszy ciag)

x, T(x)
X =x+h, f(X)

f(%X)-f(x)= f(x+¢0 f(x)=h-f'(x)

N GCRICRICN
5,] Kx %)/ X
|h f(x )/f(x)::x-f(x)
h/x f(x)




Przyktad

f(x)=¢e"
W | X f’(x) _ ¥
f(x)
>> exp(1) >> exp(1.1) >> exp(4) >> exp(4.1)
ans = ans = ans = ans =

2.7183 3.0042 54.5982 60.3403



Przyktad
f (x)= cos(x)
x- f’(x)
f(x)

tan(z/2)= oo

>> c0s(1.57079)

W = =|x - tan(x)

>>(1.57079-1.57078)/1.57079
ans = 6.3662e-06
>> (cos(1.57079)-cos(1.57078))/cos(1.57079)

6.3268e-06 ans = -1.5806

ans =

>> c0s(1.57078)

ans =
w=2.4828e+05

1.6327e-05



Wsteczna analiza btedow

sciste rozwigzanie

f(x)

Sciste dane wejsciowe

X

Modyfikowane dane wejsciowe Modyfikowany problem

f(X)= f(x)

uproszczenie modelu matematycznego

X
? Odwrotne zagadnienie

Analiza btedow obliczeniowych jest zwykle bardzo ztozna. Dlatego
przeprowadza sie wsteczng analize bteddw.

Zatézmy, ze rozwigzanie ktore mamy jest Scistym rozwigzanie dla
zmodyfikowanego problemu. O ile trzeba zmodyfikowa¢ dane wejsSciowe,
zeby otrzymac taki sam wynik dla problemu oryginalnego?




Modyfikowany problem

Sciste rozwigzanie

Modyfikowane dane
wejsciowe

Wsteczny btad
>> exp(0.980829)=2.6667

Przyktad

3

n 2
f(x):eleim 142 e 2
N—>o0 n 1 21 3l
2 3
f(x):1+x+x + X
1 21t 3l
X=1
f(x)=2.718282
= 2.666667

X =log( f (x))=1log(2.666667) =0.980829
% —x=-0.019171




Wskaznik uwarunkowania dla zadan i
algorytmow

Przyktad: Nalezy wyznaczy¢ x, y oraz x + y z uktadu réownan

r+ay =1
ar+1y = 0
x =1/(1 — &?) i wskaznik uwarunkowania dla x wynosi
Az/r  2a°
Aa/a 1-—a?
Algorytm jest dobrze uwarunkowany dla o < 1lia > 1, Zledla o = 1.
Obliczanie y = —a/(1 — a?) jest zle uwarunkowane dla o? ~ 1.
Z2=r+Yy = L « L

l1-a?2 1—-a?2 1+«

jest dobrze uwarunkowane dla a ~ 1.

Zte uwarunkowanie algorytmu mozna czesto zmniejszy¢ przez
przeprowadzienie obliczen w podwyzszone] precyzji. Wskazniki
uwarunkowania algorytmu i zadania s3 od siebie wzajemnie niezalezne.



