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Miejsce teorii logiki rozmytej w 
sztucznej inteligencji 

Sztuczna inteligencja w ogólnym zamierzeniu powinna być więc pewnym odwzorowaniem 
inteligencji ludzkiej (inteligencji naturalnej). Sztuczna inteligencja to dziedzina badań naukowych 
na styku neurologii, neurofizjologii, psychologii, biopsychologii, kognitywistyki, systemiki, 
filozofii, matematyki i informatyki. 
Głównym zadaniem badań nad sztuczną inteligencją w drugim znaczeniu jest konstruowanie 
maszyn i programów komputerowych zdolnych do realizacji wybranych funkcji umysłu i ludzkich 
zmysłów niepoddających się prostej numerycznej algorytmizacji. Problemy takie bywają 
nazywane AI-trudnymi i zalicza się do nich między innymi: podejmowanie decyzji w warunkach 
braku wszystkich danych, analiza i synteza języków naturalnych, rozumowanie 
logiczne/racjonalne, automatyczne dowodzenie twierdzeń,  gry logiczne,  zarządzanie wiedzą, 
preferencjami i informacją w robotyce, systemy eksperckie i diagnostyczne. 



Historia teorii 

 

• Prehistoria 

 1920-1960 

 

• Geneza 

 1960+ 

 

• Pierze zastosowania 

 1970+ 

 

• Rozwój teorii zbiorów rozmytych jako 

naukowego paradygmatu 

 1980+ 



Prehistoria 

Jan Łukasiewicz 

Emil Leon Post  

Stephen Cole Kleene  
Zygmunt Zawirski 

Karl Schröter 



 

Notacji:  
konwencjonalna (infiksowa)   
odwrotną notacja polska (postfiksowa) 



Geneza. Lotfi A. Zadeh, 1965: 

Fuzzy Sets 

Lotfi A. Zadeh  

Zittau Fuzzy Colloquium, 
2003-2012 



Teoria logiki rozmytej 

 
• Teoria logiki rozmytej (ang. fuzzy logic) została 

opracowana przez L. Zadeha w 1965 roku.  
• Jest to logika wielowartościowa.  
• Powodem, dla którego została stworzona była 

potrzeba opisania zjawisk i pojęć, które mają 
charakter wieloznaczny i nieprecyzyjny. 
Wcześniejsze metody matematyczne oparte na 
klasycznej teorii zbiorów i logice 
dwuwartościowej nie były w stanie rozwiązać 
tego typu problemów.  



Dobór silnika do ramienia robota 
Silniki stosowane w ramionach robotów są jednym z największych 
wyzwań technologicznych współczesnej branży napędów 
elektrycznych. Nie mniejszym wyzwaniem jest ich zasilanie i 
sterowanie w układzie aplikacyjnym. 
Jedne z najciekawszych realizowanych w ostatnim czasie projektów 
konstrukcji i doboru napędów elektrycznych dotyczą silników 
dedykowanych do przegubów ramion robotów przemysłowych. 

https://controlengineering.pl/silnik-do-ramienia-robota/ 

https://www.researchgate.net/publication/334564813_A_Sensorless_and_Low-
Gain_Brushless_DC_Motor_Controller_Using_a_Simplified_Dynamic_Force_Compensator_for_Robot_Arm_Application/figures?lo=1 

Głównym ograniczeniem projektowym tego typu maszyn jest to, że 
muszą być one ostatecznie zamontowane bezpośrednio na 
obsługiwanym ramieniu, a zatem powinny być jak najmniejsze 
i najlżejsze. Dlatego też dąży się do uzyskania w nich jak 
największego momentu obrotowego, przy zachowaniu 
optymalnych rozmiarów i wagi napędu. 
Z wieloletniej już praktyki w tym zakresie wynika, że najlepszymi 
konstrukcyjnie silnikami do tego typu aplikacji są silniki typu BLDC 
(ang. Brush Less Direct-Current motor) – bezszczotkowe, prądu 
stałego, z magnesami trwałymi. Cechuje je bardzo wysoki wskaźnik 
gęstości mocy i praktycznie bezobsługowość, za wyjątkiem 
uszkodzeń mechanicznych np. łożysk. Jeżeli chodzi o kwestie 
związane z odpowiednim wysterowaniem tego typu silników muszą 
one pracować przy stosunkowo niskich napięciach stałych, dlatego 
najlepszym rozwiązaniem wydaje się wykorzystanie do tego celu 
tradycyjnego mostka trójfazowego MOSFET.   



 



Czy precyzja jest zawsze istotna? 



Zastosowanie logiki rozmytej 
Intensywny rozwój logiki rozmytej na całym świecie daje się zauważyć zwłaszcza na początku 
lat dziewięćdziesiątych. Logika rozmyta znajduje bardzo szerokie i różnorodne zastosowania 
zarówno w elektronice, systemach sterowania jak i w medycynie czy w różnych gałęziach 
przemysłu. Poniżej wymienione są niektóre aplikacje obrazujące możliwości wykorzystania 
logiki rozmytej: 
 układy sterowania rozrusznika serca  
układ sterowania samochodu  
bojler wodny  
reaktory i urządzenia chemiczne  
urządzenia chłodnicze  
urządzenia klimatyzacyjne i wentylacyjne  
urządzenia do spalania śmieci  
piec do wytopu szkła  
układ sterowania ciśnienia krwi  
urządzenia diagnostyki nowotworowej  
system ostrzegawczy chorób serca  
układ sterowania suwnicą lub dźwigiem  
stacja pomp  
przetwarzanie obrazów 
urządzenia szybkiego ładowania akumulatorów   

rozpoznawanie słów  
terapia diabetyczna, sterowanie poziomu cukru 
we krwi  
układ energetyczny  
urządzenia do obróbki metali  
sterowanie bioprocesorów  
urządzenia grzewcze  
sterowanie silników elektrycznych  
urządzenia i procesy spawalnicze  
sterowanie ruchu  
biomedycyna  
urządzenia do czyszczenia pomieszczeń  
urządzenia do odszlamiania  
urządzenia do oczyszczania wody  
układy autopilotów samolotów i okrętów  
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X 

Zbiory klasyczne 

X - uniwersum, zbiór uniwersalny, przestrzeń;  

x X – element zbioru, 

 

A - zbiór klasyczny, określony na uniwersum X. 

Funkcja charakterystyczna określa czy x X należy do A.  

 : 0,1A X   

A 

Georg Cantor, 
niemiecki 
matematyk 
(1845-1918)  



 
 
 
 
 

Przykład 

Funkcja  

charakterystyczna 

X=[0,100] - wiek 
A=„młody” = { x  X | x  20 }  

młody(x) = 1 : x  20 
0 : x > 20 

x [wiek] 

1 

0 
x=20 



Elementy teorii zbiorów 
Zbiór A należy do uniwersum X 

Zbiór A nie należy do uniwersum X 

Element x należy do zbioru A  

Element x nie należy do zbioru A  

Reprezentacja zbioru przez listę elementów 

Reprezentacja zbioru przez warunki p 

Liczba kardynalna (cardinality) – ilość elementów zbioru 



Relacje między zbiorami 

Rodzina zbiorów 

Zbiór pusty (jest jednym z podzbiorów każdego zbioru) 



Funkcja przynależności do zbioru 
(charakterystyczna funkcja) 

Moc zbioru A – ilość podzbiorów A 

P(A)={,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} 

Zbiory nieskończone 
przeliczalne, tj. takie, które są 
równoliczne ze zbiorem liczb 
naturalnych mają moc N. 
Zbiory nieprzeliczalne, np. [0,1] 
mają moc 2N 



Operacji na zbiorach klasycznych (Diagram Venna) 



Dopełnienie zbiorów 

B-A 

A           B 



Suma zbiorów 



Przecięcie zbiorów 

Nie mają wspólnych elementów 



Rozbicie zbioru 



Właściwości zbiorów klasycznych 



Właściwości zbiorów klasycznych (cd) 

 



Zbiory wypukłe 

λ[0,1] 

r,sA 

Zbiór wypukły – podzbiór pewnej przestrzeni zawierający wraz z dowolnymi dwoma jego 
punktami odcinek je łączący 



X 

Zbiory rozmyte 

X - uniwersum, zbiór uniwersalny, przestrzeń; x X 
– element zbioru, 

A - zbiór rozmyty, określony na uniwersum X. 

Funkcja przynależności określa stopień, w jakim x 
należy do A.  

: [0,1]A X 
A 

Funkcja przynależności(μ) - uogólniona postać funkcji charakterystycznej zbioru, określona 
na zbiorach rozmytych. W zbiorach klasycznych przyjmuje wartość 1, gdy element w pełni należy 
do zbioru albo 0, gdy nie należy wcale. W teorii zbiorów rozmytych element może należeć do 
zbioru w pewnym stopniu, więc funkcja przynależności może przyjmować wartości z całego 
przedziału jednostkowego [0,1]. 



Przykład 

A – Liczba ‚Dwa lub trochę więcej’ 



Zbiór klasyczny vs rozmyty 



Notacja 

 



Sposób wyznaczenia funkcji 
przynależności  przez listę elementów 

zbioru 

 1 1 2 2( ) / , ( ) / ,..., ( ) /
A A A N NA x x x x x x  

 1 1, , , NX x x x

( ) [0,1]A ix 



Przykład 
 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10X 

1/1,1/ 2,0.8 / 3,0.7 / 4,0.5 / 5
" "

0.3 / 6,0 / 7,0 / 8,0 / 9,0 /10
A liczba mała

 
   

 

>>x=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10]; 
>> mu=[1 1 0.8 0.7 0.5 0.3 0 0 0 0]; 
A=[x ;mu]‘ 
    1.0000    1.0000 
    2.0000    1.0000 
    3.0000    0.8000 
    4.0000    0.7000 
    5.0000    0.5000 
    6.0000    0.3000 
    7.0000         0 
    8.0000         0 
    9.0000         0 
   10.0000        0 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1



Zbiory rozmyte ciągłe 

Około zera 



Przykład 

Około zera (II) 

Około a 



Przykład 

„Temperatura wrzenia” ma wartość około 100 stopni 
(ciśnienie, skład chemiczny). 

T R

95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

   
2

2 100T

W T e
- -



W=„Temperatura wrzenia”  



Zbiory rozmyte typu 2 

x y 

Wartość funkcji przynależności może zawierać niepewność 

A(y) 



Relacja „uniwersum – zbiór rozmyty” 

Zbiór rozmyty A jest podzbiorem uniwersum X 



Przykład 



Elementy funkcji przynależności 

Support (baza) zbioru rozmytego A: 

supp(A) = { x  X :  A(x) > 0 } 

Core (jądro) zbioru rozmytego A: 

core(A) = { x  X :  A(x) =1 } 

a-cut  (a-cięcie, a-przekrój) zbioru rozmytego A: 

Aa = { x  X :  A(x) ≥ a } 

Wysokość = max x  A(x)  1  

Zbiór rozmyty normalny:  sup x  X  A(x) = 1  

Aa  =0.6 



Przykłady 



Właściwości a-cięcia 



Zbiór warstw a 

A= 



Zbiory rozmyte wypukłe 
Jeżeli wszystkie a-cięcia zbioru rozmytego są wypukłe, to taki zbiór rozmyty jest wypukły 



Zbiór nie wypukły 

 



Liczba rozmyta 
Jeśli zbiór rozmyty jest wypukły i znormalizowany, a jego funkcja przynależności jest 
zdefiniowana w R i ciągła odcinkowo, nazywana jest „liczbą rozmytą”. Zatem liczba 
rozmyta (zbiór rozmyty) reprezentuje przedział liczb rzeczywistych, którego granica 
jest rozmyta 

10” 



Rozmiar zbioru rozmytego 

Liczba kardynalna 
(„ilość elementów”) 

Rozmiar zbioru  



Rozmyta liczba kardynalna 

Liczba elementów na poziomie a-cięcia 



Podzbiór zbioru rozmytego 
A i B są zbiorami rozmytymi 

lub 



X 

Operacji na zbiorach rozmytych 

A A A 

X 
A 

B 



Operacje na zbiorach 
klasycznych/rozmytych 



Przykłady 

Not „adult” 



Dopełnienie rozmyte. Właściwości 



Przykłady 



Przykłady 



Przykłady 



Przykłady 
Negacja Yagera 

Ronald Robert Yager 



Podział zbiorów rozmytych 

Dla zbiorów klasycznych  jest podziałem uniwersum X 

pod warunkiem 

Dla zbiorów rozmytych jest podziałem uniwersum X 

pod warunkiem 



Podział zbiorów rozmytych (cd) 

Rozmyty podział 



Funkcje przynależności sumy zbiorów 
rozmytych 

monotoniczność 

Ciągła 



Operacji na zbiorach rozmytych. Suma 



Przykłady sum rozmytych 

lub 



Przykłady sum rozmytych 

Suma Yagera 



Przykład 

A 

B 

x 

a 
b 



Przykłady sum rozmytych 

Suma algebraiczna 

Suma ograniczona To jest suma Yagera dla w=1 



Przykłady sum rozmytych 
Drastyczna suma 

Suma Hamachera 



Funkcje przynależności przecięcia 
zbiorów rozmytych 

monotoniczność 

ciągła 



Przecięcie 



Przykłady przecięć rozmytych 

lub 



Przykłady przecięć rozmytych 

Przecięcie Yagera 



Przykład 



Przykład 

 



Przykłady przecięć rozmytych 

Iloczyn algebraiczny 

Iloczyn ograniczony 

To jest przecięcie Yagera dla w=1 



Przykłady przecięć rozmytych 

Iloczyn drastyczny 

Przecięcie Hamachera 



Przykład 



Suma rozłączna XOR 

Prosta suma rozłączna  



Przykład 



Suma rozłączna II 



Różnica zbiorów rozmytych 



Różnica zbiorów rozmytych 

Różnica ograniczona 



Odległość między zbiorami rozmytymi 

Odległość Hamminga 



Właściwości 



Względna odległość Hamminga 

Odległość symetryczna 



Odległość Euklidesowa 



Przykład 



Względna odległość Euklidesowa 



Odległość Minkowskiego 



Iloczyn kartezjański  

2 stopień zbioru 

M-ty stopień zbioru 

Iloczynem kartezjańskim zbiorów A i B nazywamy zbiór wszystkich par uporządkowanych (x,y) 
takich, że x∈A i y∈B oznaczamy A×B. 



 A 1 ( ) /A
U

u u  -  ( ) ( ) /A B
U

A B u u u   

 ( ) ( ) / , ( ) ( ) /A B A B
U U

A B A u u AB u u u       

koncentracja 

Rozciągnięcie 

 ( ) /A
U

A u u
aa  

( ) /A

U

A u ua a 

2

0.5

CON( )

( )

A A

DIL A A





Koncentracja  i rozciągnięcie 



T-norma 



Przykłady 

 



T-conorm (S-norma) 



Przykłady 



Przykłady Ti S norm 



Własności działań w klasycznej teorii zbiorów 



Własności działań w klasycznej teorii zbiorów 



Własności spełniane przez działania mnogościowe na zbiorach rozmytych 



Operacji na zbiorach rozmytych. 
Dopełnienie 
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x 

B(x)=0.6 
A(x)=0.9 

A B 

Przykład 

A(x) B(x)   

0.9 0.6 0.6 0.9 

0.9 0.6 0.54 0.96 

0.9 0.6 0.5 1 

MaxMin 

Algebraiczne 

Ograniczone 



Operacje na zbiorach rozmytych  
iloczyn 



Operacje na zbiorach rozmytych  
suma 



Typy funkcji przynależności 

x 

1 

0 a b 

Singleton: (a,1) i (b,0.6) 

(x) 



Typy funkcji przynależności 

x 

1 

0 
a b c 

(x) 

 ; , , max min , ,0
x a c x

t x a b c
b a c b

 - -  
   

- -  

Trójkątna: <a,b,c> 

 

0

; , ,

0

dla x a

x a
dla a x b

b a
t x a b c

c x
dlab x c

c b

dla x c




-
  
 -

 
-  

 -
 



Typy funkcji przynależności 
Trapezoid: <a,b,c,d> 

 

0

; , , 1

0

dla x a

x a
dla a x b

b a

Trap x a b c dlab x c

d x
dla c x d

d c

dla x d




-
  

-


  
 -
  

-
 

x 

(x) 
1 

0 a b c d 

 ; , , , max min , ,1 ,0
x a d x

Trap x a b c d
b a d c

 - -  
   

- -  



Typy funkcji przynależności 

x 

(x) 
1 

0 c 

s 

   
2 2/2

;
x a

G x a e
s- -



Gaus/Bell: N(m,s) 

  2

1
; ,

1

b
B x a b

x a

b


-





 


