KOLOKWIUM I

. Rozwiaz kongruencje a) 52z + 65 = 39 (mod 91), b) 63z = 25 (mod 35). (po 1.5 pkt)

. Podaj rozwiazanie uktadu kongruencji (3 pkt.)

2r =5 (mod 7)
3z =5 (mod 8)
52=2 (mod 9))

. Wyznacz wartosé funkcji Eulera dla liczby n = 63. Na tej podstawie okresl podzbior wartosci k € {1,2,...,¢(n)},
dla ktérych zachodzi 10¥ = 1 (mod 63). W szczegdlnosci jaka jest najmniejsza taka liczba k. Postaraj sie
przeprowadzi¢ swoje obliczenia optymalnie, to jest tak, by wykona¢ jak najmniej mnozen. (3 pkt.)

. Wyznacz wszystkie rozwigzania z'® +42%+1 =0 (mod 21) korzystajac z Chiriskiego tw. o resztach. (3 pkt.)

. Jakie sa 2 ostatnie cyfry liczby 182417 (3 pkt.)

KOLOKWIUM II

. Wyznacz NWP wielomianow u(z) =2° + 2> +2x+1 i w(z) =2%+1 w arytmetyce Zy. (3 pkt.)

. Znajdz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 227 + 2% + 22 + 23 + 22 + 1 przez u(z) = 223 + x + 2
w arytmetyce Zs. (3 pkt.)

. Wyprowad# wzér na mnoznenie elementéw az+b i cx+d w pierScieniu ilorazowym Zs[z]/(z? +z+1). (3 pkt.)
Czy ten piericien jest cialem? (1 pkt.)

. Ktore z wielomianéw u(z) = 22 + 3z + 1, v(z) = 22 + 4o + 1, w(x) = 2® + x + 2 sa rozkladalne, a ktoére
nierozkladalne w pier§cieniu Zs[x]? (3 pkt.)

. Jak dlugie musza by¢ binarne stowa kodowe, by mozna bylo przesyta¢ przy ich pomocy 40-bitowe porcje danych
z automatyczna korekta a) jednego lub b) dwoch bitow? (3 pkt.)

Wielomiany nierozkladalne nad Z.

st. 1: X, X +1

st. 20 X2+ X +1

st. 3: X3+ X +1, X3+X2%2+1

st.4: X4+ X+1, X4+X3+1, XA+ X34HX24+X+1

Wielomiany nierozkladalne nad Zg
st. 1: X, X+1, X+2
st. 2: X2+1, X?2+X+2, X?2+2X+2

st.3: X34+2X+1, X342X+2, X34+X%242 X34+X24+X+42,
X3 42X24+ X +1, X342X24+2X +2

X3+ X2 42X +1,

X3 4+2X2 41,
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ROZWIAZANIA — KOL. 1

a) 52z = 39 — 65 = —26 = 65 (mod 91). Poniewaz NWP(91,52) = 13 oraz prawa strona 65 takze dzieli si¢ przez
13, réwnanie przeksztalcamy do réwnowaznej postaci 4z =5 (mod 7). Rozwiazanie ma posta¢ z = 3 (mod 7),
a wiec podstawowe rozwiazania wyjsciowej kongruencji 52z = 65 (mod 91) to

x = 347k dla £k=0,1,2,...12]
czyli = =3,10, 17,24, ..., 87.
b) Poniewaz NWP (63, 35) = 7 oraz prawa strona kongruencji 25 jest niepodzielna przez 7, nie istnieja rozwigzania.

Rozwiazujemy poszczegolne rownania ukladu otrzymujac rénowazna postaé

x=6 (mod 7)
x=7 (mod 8)
z=4 (mod 9).

Obliczamy M =7-8-9 =504 i kolejno

M, = 72 My, = 63 M = 56
Mt = 4(mod7) My = 7(mod 8) M;' = 5(mod9)

Stad * = 6-72-4 + 7-63-7 + 4-56-5 = 5935 = 391 (mod 504).

Sprawdzamy poprawno$¢ wyniku: 391 mod 7 = 6, 391 mod 8 = 7, 391 mod 9 = 4.

Obliczamy ¢(63) = ¢(7-9) = 6 -2 -3 = 36. Poniewaz NWP(63,10) = 1, z twierdzenia Eulera wynika, ze
10%6 = 1 (mod 63). Najmniejsze 1 < k < ¢(n), dla ktérego 10¥ = 1 (mod 63), czyli rzqd liczby 10 mod 63,
musi by¢ dzielnikiem 36. Wystarczy wiec poszuka¢ odpowiedzi wérdd liczb 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, zaczynajac od
najmniejszych. Kolejno

10? = 37 (mod 63), 10® = 55 (mod 63), 10* = 46 (mod 63), 10° = 1 (mod 63).
Stad 10* = 1 (mod 63) zachodzi dla k = 6,12,18,24,30 i 36.

Zauwazmy najpierw, ze x = 0 nie jest rozwigzaniem podanego réwnania. Rozkladajac 21 = 3 - 7, zapisujemy
réwnowazny uklad 2 réwnan odpowiednio mod 3 i mod 7 i upraszczamy go:
23 4+425+1 = 0(mod 3) r = 1(mod 3)

213 4+424+1 = 0(mod 7) - z = 2(mod7).

Pierwsze z tych réwnar otrzymamy korzystajac z faktu, ze ¢(3) = 2, a wiec 22 = 1(mod 3) dla x # 0 oraz z
uproszczett modulo 3. Drugie réwnanie wynika podobnie z faktu, ze ¢(7) = 6, a wiec 2% =1 (mod 7) dla = # 0
i uproszczen mod 7.

Stosujac teraz Chinskie tw. o resztach mamy M; = 7, M = 1 (mod 3), My = 3, M; " = 5 (mod 7). Stad
2 =1-7-1+2:3.5 =37 = 16 (mod 21).
Jest to zatem jedynie rozwigzanie 22 + 42% + 1 = 0 (mod 21).

Poniewaz NWP (100, 18) = 2 # 1, rozkltadamy 100 = 22 - 52 i tozsamo$¢ z = 18%4! (mod 100) zamieniamy w
podwdjny uktad, od razu go upraszczajac mod 4 i mod 25:

r = 18%! (mod 4) . x = 0(mod4)
r = 18%! (mod 25) x = 18 (mod 25).

Pierwsze réwnanie wynika z tego ze x = 18241 = 2241. 9241 qzjeli si¢ przez 4, a drugie z zastosowania tw. Eulera:
skoro NWP(25,18) = 1 oraz ¢(25) =5 - 4 = 20, mamy 182! = (1820)12. 18! = 18 (mod 25). Rozwiazujac uklad
obliczamy M?' =25, M; ! = 1(mod 4) oraz My = 4, My ' = 19 (mod 25). Stad

x =0-25-1+ 18-4-19 = 1368 = 68 (mod 100).
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ROZWIAZANIA — KOL. II

Poniewaz 2° + 23 + 2z +1 = (z + 1)(z* + 2> + 1) oraz 254+ 1 = (2 + 1)?(2®> + 2+ 1)? w Za, ich NWP to
wielomian x 4 1.

wx)=20"+2%+ 20+ 23 +20+1 = 223 +2+2) - (2*+2) + 0 w Zs.

(ax +b)(cx +d) = (ad + be + 2ac)r + (bd + 2ac) (mod 22 + x + 1) w arytmetyce Zz. Ten pierscieri ilorazowy
nie jest cialem, poniewaz wielomian generujacy x? + x + 1 = (z + 2)? jest rozkladalny w Z3[z]. Dla przyktadu:
2x4+1)(z+2) = (4+1+4)z + (2+4) = 0z+0 w arytmetyce Zs.

Wielomian stopnia 2 moze sie rozktadaé tylko na czynniki liniowe x—a, wystarczy wiec sprawdzié¢ czy ktorekolwiek
a € Zs jest jego pierwiastkiem. Poniewaz dla u(z) = 22 4+ 3z + 1 mamy u(1) = 0, u(z) dzieli si¢ przez (z — 1) =
(r+4) (mod 5). Podobnie dla v(z) = 22 4+ 4z + 1 sprawdzamy: v(0) = 1, v(1) = 1, v(2) = 3, v(3) = 2, v(4) = 3,
a wiec ten wielomian jest nierozkladalny.

Jesli w(z) = 23 + x + 2 jest rozkladalny, jego czynniki moga mie¢ tylko stopnie 11 2. A wigc znowu wystarczy
zbadaé czy w(x) posiada cho¢ jeden pierwiastek w Z;. Poniewaz w(4) = 0, dzieli sie on przez £ —4 = z+1(mod 5).
Rzeczywiscie w(x) = (22 + 42 +2)(z + 1) (mod 5), a x2 + 4x + 2 jest juz nierozktadalny

Zgodnie z opisem zadania mamy n = 40 + p, gdzie p jest liczba bitéw pomocniczych. Musimy dobraé p tak, by
spetniona byta odpowiednia nieré6wnosé:
(40 +p)(39 + p)

= 41 —_—Y.
+p+ 9

(n—1)

a) 270 =20 > 14+ n=41+p, b) 270 =20 > 14y 5

Najmniejsze p spelniajace nieréwnos¢ a) to p = 6, natomiast b) spetniona jest dla p > 11. Zatem zabezpieczenie
40 bitéw na poziome zdolnosci korekcyjnej 1 bitu wymaga dodania 6 bitéw pomocniczych, natomiast mozliwosé
korekty 2 bitéw wymaga dodania 11 bitéw kontrolnych.



