. Przeksztal¢ podana nizej gramatyke do postaci Chomsky’ego:

S — XY|aY |bZ
X — aaY |abZ|A
Y — X

Z = ZYa|ZXZ

. Zbuduj gramatyke bezkontekstowa dla jezyka L = {a™b"c*: k#m+n, m,n, k> 0}.
WsSKAZOWKA: Rozwaz przypadki k> m+n i k<m+n.

. Czy dopelnienie jezyka L poprawnie zagniezdzonych nawiasow jest jezykiem bezkontekstowym?

WSKAZOWKA: Oznaczajac odpowiednio przez N,(a, k) i N, (a, k) liczbe otwierajacych i zamykajacych nawiasow
wérod poczatkowych k znakow stowa «, jezyk L opisany jest warunkiem: N,(«, k) > N,(«,k) dla wszystkich
k=1,2,...n—1oraz N,(a,n) = N,(a,n), gdzie n = |«|.

. Pokaz, ze L ={aPb?%c? : p,q > 0} nie jest jezykiem bezkontekstowym.

. Tasma maszyny Turinga zawiera napis a”. Jej dzialanie polega na “podzieleniu” tego slowa przez 2, czyli na
usunieciu z tasmy potowy liter a i zatrzymaniu sie w stanie akceptujacym. Jesli n jest nieparzyste, maszyna
powinna zatrzymaé sie w stanie nieakceptujacym i w tym wypadku koricowa zawarto$¢ tasmy jest nieistotna.
Narysuj deterministyczny graf przej$¢ dla tej maszyny.
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Rozwigzania

. Gramatyka po eliminacji produkcji X — A:

S — XY|aY |bZ|Y
X — aaY|abZ

Y — bwbX|bb

Z =

ZYa|ZXZ |27

Po eliminacji produkcji jednostkowej S — Y:

S — XY |aY |bZ|bbX |bb
X — aadY |abZ

Y — bbX|bb

Z — ZYa|ZXZ\|ZZ

Symbol Z nie wyprowadza napisu terminalnego, jest wiec bezuzyteczny. Usuwamy produkcje zawierajace Z:

S — XY |aY |bbX | bb
X — aaY
Y — bbX|bb

Po wprowadzeniu dodatkowych symboli nieterminalnych P, Q oraz produkcji A - ai B — b:

S — XY |AY |BP|BB
P — BX

X = AQ

Q — AY

Y — BP|BB

. Utwoérzmy najpierw gramatyke generujaca jezyk L = {a™b"c™™™ : n,m > 0}:

P — aPc|Q
Q — bQc|A

Jezyk Ly dla przypadku k > n + m opisany jest przez produkcje S — PC oraz C — c¢C'|c.
Drugi przypadek k£ < m + n, czyli jezyk Lo, generuje gramatyka

R — aRc|ABQ|AQ|BQ
A — aAla
B — bBJb

Ostatecznie produkcje S — PC|R generuja jezyk L U Lo.

. Stowa jezyka L€ charakteryzuje zaprzeczenie warunku podanego we wskazowce: N,(a,n) # N,(a,n) (jezyk Lq)
lub, jesli te liczby sg rowne, wowczas istnieje 1 < k < n takie, ze No(a, k) < N,(a, k) (jezyk Lz). Mamy wiec
L¢ = LiULs. Zbudujemy gramatyki bezkontekstowe dla obydwu tych jezykéw. Stowa w L, zawieraja przewage
nawiasoéw otwierajacych lub zamykajacych. Gramatyka dla Ly (por. jedno z zadan domowych) sktada sie wiec z
produkeji S; — S,|S, oraz

S, — (P | PS, | S.S,, S. — )P | PS.| S.S.,

gdzie P generuje slowa o rownej liczbie znakow ‘(i ‘)’: P — (P) | )P( | PP | A\

Zauwazmy, ze gramatyka dla Lo nie moze ograniczy¢ sie do produkcji z samym P: o ile bowiem P wyprowadza
wszytskie stowa z jezyka Lo, wyprowadza takze stowa spoza niego — te o poprawnie zagniezdzonych nawiasach.
Stowa w Lo charakteryzuja sie tym, ze ogladajac ich kolejne znaki napotkamy w pewnym miejscu pierwszy nawias
‘)’ nie do pary. Poprzedzajaca go cze$¢ jest wiec stowem o poprawnie zagniezdzonych nawiasach. Gdzies dalej
musi sie tez znalezé uzupelniajacy nawias ‘(’, by ostatecznie liczby N, i N, byly réwne. Innymi stowy

w € Ly & w = a)B(y, gdzie Q=>"a, P="F 1 P="r,

przy czym Q — (Q) | QQ | A. Ostatecznie jezyk Lo generowany jest przez So — Q)P (P.



4. Zalézmy, ze L jest bezkontekstowy i niech m bedzie stala z lematu o pompowaniu. Wezmy stowo « = amm’ em,
Jesli w podziale « = f[yden fragmenty podlegajace pompowaniu v i ¢ zbudowane sg wylacznie z a, b lub
¢, pompowanie w oczywisty sposéb naruszy relacje miedzy liczbg liter b oraz a i c. Jedynie przypadki ~+ = a”
i € =b° oraz symetrycznie v =10° 1 ¢ =c", r,s > 0, mogltyby prowadzi¢ do pompowania zachowujacego
strukture stow jezyka. Musi przy tym zachodzi¢ r 4+ s < m. W pierwszym przypadku pompowanie produkuje
stowa
o = qmrkrpm’ ks om , k=1,2,...

dla ktorych powinna by¢ speliona relacja m? + ks = (m + kr)m jedli az miatyby naleze¢ do L. To jest jednak
mozliwe jedynie gdy s = rm, co w polaczeniu z s < m — r prowadzi natychmiast do sprzecznosci rm < m —r,
czyli r(m + 1) < m. Drugi przypadek jest analogiczny.

aaa | bbb cce

5. Maszyna zamienia pierwszg litere a na symbol A i przesuwa glowice w prawo do kornca napisu wejsciowego.
Tam zamienia ostania litere a na symbol pusty O (przejscie do stanu S3). Nastepnie przesuwa glowice w lewo
az do napotkania symbolu A. Powraca do stanu Sy wykonujac ruch w prawo. Cykl powtarza sie dopoki na
tasmie pozostaja litery a niezamienione na A. Jesli poczatkowa liczba liter a byta parzysta, w stanie Sy pod
glowica pojawi sie symbol pusty O. Maszyna przedzie woéwczas do stanu akceptujacego Sy i poruszajac sie w
lewo pozamienia symbole A na powrdt w a. Ich liczba bedzie o potowe mniejsza od poczatkowej. Jesli jednak na
poczatku liczba a jest nieparzysyta, maszyna w kolejnym cyklu zatrzyma sie w stanie Sy z glowica ustawiong na
ostatnim symbolu A, nie mogac wykona¢ kolejnego ruchu.

a,a, P




