
1. Przeksztaª¢ podan¡ ni»ej gramatyk¦ do postaci Chomsky'ego:

S → XY | aY | bZ
X → aaY | abZ | λ
Y → bbX
Z → ZY a | ZXZ

2. Zbuduj gramatyk¦ bezkontekstow¡ dla j¦zyka L = {ambnck : k ̸= m+ n, m, n, k ≥ 0}.
Wskazówka: Rozwa» przypadki k > m+ n i k < m+ n.

3. Czy dopeªnienie j¦zyka L poprawnie zagnie»d»onych nawiasów jest j¦zykiem bezkontekstowym?
Wskazówka: Oznaczaj¡c odpowiednio przez No(α, k) i Nz(α, k) liczb¦ otwieraj¡cych i zamykaj¡cych nawiasów
w±ród pocz¡tkowych k znaków sªowa α, j¦zyk L opisany jest warunkiem: No(α, k) ≥ Nz(α, k) dla wszystkich
k = 1, 2, . . . n− 1 oraz No(α, n) = Nz(α, n), gdzie n = |α|.

4. Poka», »e L = {apbpqcq : p, q > 0} nie jest j¦zykiem bezkontekstowym.

5. Ta±ma maszyny Turinga zawiera napis an. Jej dziaªanie polega na �podzieleniu� tego sªowa przez 2, czyli na
usuni¦ciu z ta±my poªowy liter a i zatrzymaniu si¦ w stanie akceptuj¡cym. Je±li n jest nieparzyste, maszyna
powinna zatrzyma¢ si¦ w stanie nieakceptuj¡cym i w tym wypadku ko«cowa zawarto±¢ ta±my jest nieistotna.
Narysuj deterministyczny graf przej±¢ dla tej maszyny.
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Rozwi¡zania

1. Gramatyka po eliminacji produkcji X → λ:

S → XY | aY | bZ | Y
X → aaY | abZ
Y → bbX | bb
Z → ZY a | ZXZ | ZZ

Po eliminacji produkcji jednostkowej S → Y :

S → XY | aY | bZ | bbX | bb
X → aaY | abZ
Y → bbX | bb
Z → ZY a | ZXZ | ZZ

Symbol Z nie wyprowadza napisu terminalnego, jest wi¦c bezu»yteczny. Usuwamy produkcje zawieraj¡ce Z:

S → XY | aY | bbX | bb
X → aaY
Y → bbX | bb

Po wprowadzeniu dodatkowych symboli nieterminalnych P,Q oraz produkcji A → a i B → b:

S → XY |AY |BP |BB
P → BX
X → AQ
Q → AY
Y → BP |BB

2. Utwórzmy najpierw gramatyk¦ generuj¡c¡ j¦zyk L = {ambncm+n : n,m ≥ 0}:

P → aPc |Q
Q → bQc | λ

J¦zyk L1 dla przypadku k > n+m opisany jest przez produkcje S → PC oraz C → cC | c.
Drugi przypadek k < m+ n, czyli j¦zyk L2, generuje gramatyka

R → aRc |ABQ |AQ |BQ
A → aA | a
B → bB | b

Ostatecznie produkcje S → PC |R generuj¡ j¦zyk L1 ∪ L2.

3. Sªowa j¦zyka Lc charakteryzuje zaprzeczenie warunku podanego we wskazówce: No(α, n) ̸= Nz(α, n) (j¦zyk L1)
lub, je±li te liczby s¡ równe, wówczas istnieje 1 ≤ k < n takie, »e No(α, k) < Nz(α, k) (j¦zyk L2). Mamy wi¦c
Lc = L1 ∪L2. Zbudujemy gramatyki bezkontekstowe dla obydwu tych j¦zyków. Sªowa w L1 zawieraj¡ przewag¦
nawiasów otwieraj¡cych lub zamykaj¡cych. Gramatyka dla L1 (por. jedno z zada« domowych) skªada si¦ wi¦c z
produkcji S1 → So |Sz oraz

So → (P | PSo | SoSo , Sz → )P | PSz | SzSz ,

gdzie P generuje sªowa o równej liczbie znaków `(' i `)' : P → (P ) | )P ( | PP | λ.
Zauwa»my, »e gramatyka dla L2 nie mo»e ograniczy¢ si¦ do produkcji z samym P : o ile bowiem P wyprowadza
wszytskie sªowa z j¦zyka L2, wyprowadza tak»e sªowa spoza niego � te o poprawnie zagnie»dzonych nawiasach.
Sªowa w L2 charakteryzuj¡ si¦ tym, »e ogl¡daj¡c ich kolejne znaki napotkamy w pewnym miejscu pierwszy nawias
`)' nie do pary. Poprzedzaj¡ca go cz¦±¢ jest wi¦c sªowem o poprawnie zagnie»d»onych nawiasach. Gdzie± dalej
musi si¦ te» znale¹¢ uzupeªniaj¡cy nawias `(', by ostatecznie liczby No i Nz byªy równe. Innymi sªowy

ω ∈ L2 ⇔ ω = α )β ( γ , gdzie Q ⇒∗ α , P ⇒∗ β i P ⇒∗ γ ,

przy czym Q → (Q ) | QQ | λ. Ostatecznie j¦zyk L2 generowany jest przez S2 → Q )P (P .



4. Zaªó»my, »e L jest bezkontekstowy i niech m b¦dzie staª¡ z lematu o pompowaniu. We¹my sªowo α = ambm
2

cm.
Je±li w podziale α = βγδεη fragmenty podlegaj¡ce pompowaniu γ i ε zbudowane s¡ wyª¡cznie z a, b lub
c, pompowanie w oczywisty sposób naruszy relacj¦ mi¦dzy liczb¡ liter b oraz a i c. Jedynie przypadki γ = ar

i ε = bs oraz symetrycznie γ = bs i ε = cr, r, s > 0, mogªyby prowadzi¢ do pompowania zachowuj¡cego
struktur¦ sªów j¦zyka. Musi przy tym zachodzi¢ r + s ≤ m. W pierwszym przypadku pompowanie produkuje
sªowa

αk = am+krbm
2+kscm , k = 1, 2, . . .

dla których powinna by¢ speªniona relacja m2 + ks = (m+ kr)m je±li αk miaªyby nale»e¢ do L. To jest jednak
mo»liwe jedynie gdy s = rm, co w poª¡czeniu z s ≤ m− r prowadzi natychmiast do sprzeczno±ci rm ≤ m− r,
czyli r(m+ 1) ≤ m. Drugi przypadek jest analogiczny.
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5. Maszyna zamienia pierwsz¡ liter¦ a na symbol A i przesuwa gªowic¦ w prawo do ko«ca napisu wej±ciowego.
Tam zamienia ostani¡ liter¦ a na symbol pusty O (przej±cie do stanu S3). Nast¦pnie przesuwa gªowic¦ w lewo
a» do napotkania symbolu A. Powraca do stanu S0 wykonuj¡c ruch w prawo. Cykl powtarza si¦ dopóki na
ta±mie pozostaj¡ litery a niezamienione na A. Je±li pocz¡tkowa liczba liter a byªa parzysta, w stanie S0 pod
gªowic¡ pojawi si¦ symbol pusty O. Maszyna przedzie wówczas do stanu akceptuj¡cego S4 i poruszaj¡c si¦ w
lewo pozamienia symbole A na powrót w a. Ich liczba b¦dzie o poªow¦ mniejsza od pocz¡tkowej. Je±li jednak na
pocz¡tku liczba a jest nieparzysyta, maszyna w kolejnym cyklu zatrzyma si¦ w stanie S2 z gªowic¡ ustawion¡ na
ostatnim symbolu A, nie mog¡c wykona¢ kolejnego ruchu.
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