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Jezyki formalne i automaty
kolokwium 1 (5.12.2023)

. Skonstruuj graf skoriczonego automatu deterministycznego akceptujacego jezyk

L = {a™b": mn dzieli sie przez 3}.

Zbuduj wyrazenie regularne rownowazne automatowi niedeterministycznemu z Rys. 1.
Podaj opis automatu deterministycznego réwnowaznego automatowi z Rys. 2.

Napisz gramatyke regularna dla jezyka opisanego wyrazeniem (a + ab)(aa + bab)*bb + bab.
Udowodnij, ze jezyk L = {w: |w|a < |w]p < 2|w|q } nie jest regularny.

(Bonus) Narysuj graf skoniczonego automatu deterministycznego M akceptujacego te ciagi zero-jedynkowe,
w ktorych liczba jedynek na pozycjach nieparzystych jest nieparzysta, a na parzystych — parzysta (np.:
1, 1101, 11111, 011000111).

ROZWIAZANIA

. Zauwazmy, ze mn dzieli sie przez 3 jedynie gdy m lub n jest podzielne przez 3. Stan startowy automatu

akceptujacego L to a0. Stany al i a2 rejestruja liczbe m rozpoznanych liter @ mod 3. Jesli m dzieli sie
przez 3, liczba n liter b moze by¢ dowolna: takie stowa akceptowane w stanach koncowych a0 lub bn.
Jesli m nie dzieli sie przez 3, wowczas akceptujemy stowa, w ktorych liczba n liter b wynosi 0 (stany al
i a2 sa wiec koricowe) lub jest dodatnia wielokrotnoscia 3 (stan konicowy b0).

a+bb)a*a
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Redukcja stanu 1 Redukcja stanu 3

Stad odczytujemy postaé rownowaznego automatowi wyrazenia regularnego jako

(bb)*(a + bb)a*a(aba*a + ab(bb)* (a + bb)a*ayk .



3. Przejscia automatu niedeterministycznego zebrane sa w tabelce. Automat deterministyczny zbudowany
na jej podstawie przedstawiony jest na rysunku. Nowy stan poczatkowy to {0, 3}, poniewaz automat
niedeterministyczny moze rozpoczaé¢ dziatanie zmieniajaé stan z 0 na 3 przez puste przejscie.

Stan | a | b
0 1123
1 11]2,3
2 O 0
3 1123

4. Gramatyka regularna (prawostronnie liniowa)

S — aX|abX |bab
X — aaX |babX | bb

5. Zalozmy, ze L jest regularny i niech m bedzie stala z Lematu o pompowaniu. Wezmy stowo
a=a"bm.

W kazdym podziale tego stowa o = §v 4§, spelaniajacym warunki Lematu, |8y| < m, czesé¢ By zawiera
wylacznie litery a, a wiec ¥ = a” dla pewnego r > 1. Pompowanie oy = $7*§ produkuje wiec stowa
postaci

ap = aerkrbm ’

ktore dla k£ > 1 nie naleza do L. Stad L nie moze by¢ jezykiem regularnym.

Inaczej, korzystajac z tw. Myhilla-Nerode’a okreslamy jezyki

dL

Pokazemy, ze wszystkie jezyki Ly sa rozne, jest ich wiec nieskoriczenie wiele. Wezmy k # j i niech k < j.
Wtedy stowo b¥ € Ly, bo a*b* € L, ale b* ¢ L; poniewaz a’b* ¢ L. 7 drugiej strony stowo b%/ € Lj, ale
b% ¢ L;, poniewaz a*b* ¢ L wobec 25 > 2k.

6. Proste rozwiazanie posiada 8 stanow etykietowanych przez (Way), gdzie W oznacza czytana aktualnie
pozycje ciagu wejSciowego, nieparzysta W = n lub parzysta W = p, natomiast x i y oznaczaja przeczy-
tane dotad liczby jedynek odpowiednio na pozycjach nieparzystych i parzystych modulo 2. A wiec np.
n01 oznacza, ze aktualnie czytamy kolejna nieparzysta pozycje w ciagu, przy czym liczba rozpoznanych
dotad jedynek na pozycjach nieparzystych byla parzysta, a na parzystych — nieparzysta. Podobie p11
oznacza stan, w ktérym kolejna czytana pozycja ma numer parzysty, a liczby napotkanych dotad jedynek
na pozycjach nieparzystych i parzystych byty nieparzyste. Stan poczatkowy to oczywiscie n00, a stany
konicowe zgodnie z warunkami zadania to n10 i p10.




Stosujac inng metode zbudujemy 4-stanowy automat optymalny (réwnowazny automat otrzymamy takze
przez optymalizacje automatu z poprzedniego rysunku).

Zauwazmy, ze zbior wszystkich ciagow {0,1}* mozna rozlozy¢ na 4 roztaczne klasy Spp, Spn, Snp 1 Snn,
opisane w tabeli ponizej:

Indeks | Liczba 1 na pozycjach nieparzystych | Liczba 1 na pozycjach parzystych

pp parzysta parzysta
pn parzysta nieparzysta
np nieparzysta parzysta
nn nieparzysta nieparzysta

W szczegolnosci Sy, to doktadnie nasz jezyk L = L(M). Zauwazmy takze, ze dla dowolnego o € {0, 1}*
pochodna lewostronna ‘j—é jest zawsze jedna z powyzszych klas. Np.

dL
— ={p: 010 L=S5.,} = San-
Twierdzenie Myhilla-Nerode’a potwierdza wiec, ze L jest regularny, sa bowiem tylko 4 mozliwe warto$ci
tej pochodnej. Zbudujemy automat M korzystajac z konstrukcji przedstawionej w dowodzie twierdzenia
M-N (str. 70-71).

Stany odpowiadaja 4 mozliwym warto$ciom pochodnej, dlatego uzyjemy dla nich indekséw pp, np, pn i
nn jako etykiet. Stanem startowym jest stan odpowiadajacy % = L = S,,, oznaczony jako np. Stany
konicowe odpowiadaja zbiorom % zawieracym stowo A, a wiec tym, dla ktérych al = o € L. Poniewaz

A zawiera O jedynek na pozycjach nieparzystych i parzystych, nalezy ona do klasy Sy,. Zatem pp jest

jedynym stanem konicowym. Funkcje przej$cia otrzymamy analizujac szczegétowo zbiory digp , dgip RN
%' Wyniki tej analizy zawiera tabelka i graf ponizej:

Stan | 0 | 1
pp pp | pn
pn np | nn
np pn | pp
nn | nn | np




