Jezyki formalne i automaty 11-18.X11.2020

Gramatyki i jezyki bezkontekstowe Lo

Produkcje bezkontekstowe: X - w, XeV, we(AUuV)*
Produkcje kontekstowe: aXp — awp, DR

Przyklady

e L={a"b": n>0} S — aSb| A

o L ={a"": m+#n}
L=1L1ULy, gdzie Ly ={a™": m>n}, Ly={a™": m < n}.
AS|SB
aSh| A
aAla
bB |b.

e
L1141

o L={we A" |wl,=|wp} S — SS|aSb|bSa|A
S—=S8S|(S)|A

e Jezyk prostych wyrazen arytmetycznych

S = S+5|5x5|X
X = zlylz|(5)

Przeanalizowaé¢ wyprowadzenia

aaabbbbb, aaaaabbb, (()(), (00))0), x*x(y+z2), x*xy+z

Przyktady:

L={a"b": 2n <m < 3n}, L=Aw: |wls # |w|s}, L={wl:wecA}°



Jak sprawdzi¢ majac dang gramatyke czy dane stowo o € L(G)?
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Szacowanie zlozono$ci przeszukania drzewa wyprowazden

— gramatyka bez pustych i jednostkowych produkcji: X =)\ X—=Y
- X — B, || >1 zawyjatkiem X — a (produkcje nieskracajace)
— liczba wszystkich produkcji gramatyki p

Wowcezas

— liczba wezlow na k-tym pietrze drzewa wyprowadzen < p*

— wszystkie a € A* dhugosci < n znajduja sie w pietrach < 2n

— przeszukanie drzewa by sprawdzi¢ czy o € L(G) (o diugosci < n)
1+p+p2+___+p2n — O(p2n+1)

By usprawni¢ wyprowadzanie napisow, szukamy dogodnej postaci gramatyki:

— bez pustych i jednostkowych produkeji
— bez wielu réznych wyprowadzen tego samego napisu
— uporzadkowanie procesu wyprowadzania: wyprowadzenia lewostronne

Jeszcze raz jezyk prostych wyrazen arytmetycznych

S —» T|T+S
T — F|FxT
F = zfylz](9)

S=5+85=84+5S+«5=5+5«5+5=...
S=5+«S=5+5«55=54+S5S%x5+S=...
S=S5S+85=5S+5+5=5+5«x5+5=...

S = S+S5|5+5|X
X = zlylz|(5)

W drugiej gramatyce

S = T+S=>F+S=c+S=22+T+S=2x+F+«xT+S5
= s4+yxT+S=c4+ysF+S=c+yxz+S=>x+yxz+T
= r4yxz2+F=>cx+ty*xz+z2.

Definicja Mowimy ze gramatyka jest jednoznaczna, jesli dla dowolnego napisu
a € A* istnieje co najwyzej jedno wyprowadzenie lewostronne z S.

Istnieja jezyki bezkontekstowe wewnetrznie niejednoznaczne



Postaé¢ normalna gramatyki bezkontekstowej

Definicja Mowimy, ze bezkontekstowa gramatyka G jest dana w normalnej
postaci Chomsky’ego, jesl wszystkie jej produkcje majg forme

X —=>YZ lub X —a,
gdzie X, Y, Z €V oraz a € A,

Twierdzenie Kazdg gramatyke bezkontekstowg G = (A, V,S,11) takq, ze
A & L(G), mozna przeksztatcié do réwnowaznej postaci normalnej Chomsky’ego

G' = (A, V' S,II).

Przeksztalcenie gramatyki do postaci normalnej Chomsky’ego
1) Usuwamy z gramatyki produkcje puste.
2) Eliminujemy produkcje jednostkowe.
3) Usuwamy symbole i produkcje bezuzyteczne.

)

4) Jesli A € L(G), uzupeliamy G’ o dodatkows produkcje S — . Jest to jedyna
pusta podukcja dopuszczalna w G.

5) Przeksztalcenie produkeji gramatyki do postaci normalnej Chomsky’ego:

X —=YZ, X —a.

Nagrania mp4 7 przyktadami redukcji gramatyk do postaci Chomsky’ego —
p. strona przedmiotu, link z data 18.XII.20.



Algorytm Cooke’a, Youngera i Kasamiego (CYK): dla zadanej grama-
tyki bezkontekstowej G w postaci normalnej Chomsky’ego i stowa a zbadaé czy

a € L(G).

Niech o = ajay . . . ay,. Oznaczmy przez o;; = a;a,41 . . . a;. Dzialanie algorytmu
polega na stopniowym tworzeniu zbioréw symboli nieterminalnych

‘/ij = {XEVI X =7 Oél'j},

kolejno od
Vii={X €eV: X —a; jest produkcja w G}

az do zbioru

Vvln = {XGV: X:>*Oéln:&}.

Wystarczy wowczas sprawdzi¢ czy S € Vi,.

Niech X € Vi;, ¢ <j, czyli X =" 45 = a;ai41 ... a;.
Wyprowadzenie to zaczyna sie od zastosowania pewnej produkcji X — Y 7,

X = YZ =" o = aiaiq1...akak11 - .. a5,
czyli
Y =% aiai11...ar = oy oraz Z =" Qpg1...05 = Qg1
dla pewnego 1 < k < j. Stad Y € Vi 1 Z € Vi1 . Odwrotnie
X eV & Ji<k<) X=YZecll, YeVy i Z€Vi;.

Konstrukcja zbiorow V;;

Y € Vi Vit1;2 2

p e
‘/z"
X—-YZ

kolejnodla bk =4,7+1,...7 — 1. A wiec
Vi= JU{X: X>YZell orax Y€EVy, ZEVip;}

i<k<j



A v, Vs Vi ® Lo |
| Vs Vier | = | Vit @
Ws Iézz 14 2 @
OO
Y
VI,n—] V2 a) b)
W
Przyktlad. Wezmy jako przyktad gramatyke S — ()| (S5)]SS po prze-

ksztalceniu jej do postaci Chomsky’ego

S — LR|LQ|SS

Q@ — SR
L =
R = )

Tworzenie pierwszego wiersza tabelki V;; dla napisu (()())()

Tworzenie drugiego wiersza: V;j;11 to zbior tych symboli X, ktore sa lewymi
stronami produkcji X — Y Z, gdzie X € Vj;,aY € Viiq,41.




Pomocnicza tabela podgladu: TPY, Z]
naszego przyktadu

(X eV: X 5 YZ €1} Dla

S L R Q
SIS 0o Q o
Lio o S S
Rlo o 0o o
Qlo o o 0
Koricowa postaé¢ tabeli
«c )y )y )y )
L | L|R|L|R|R|L|R
O|S|O|S|O|O|S
OO || 0|0 |0
O S| OO |0
OO0 |0O0|0O
SO0
|0
S




Niech a@ = ajay .. .a, oraz niech tablica T P|Y, Z] zawiera informacje o lewych
stronach produkcji X — Y Z. Procz tego gramatyka zawiera produkcje termi-

nalne X; — a;. Pseudokod CYK

function LP(U, W){

V = empty;
for (Y € U)
for (Z € W)
V=VuTPLY,Z];
return V;

+

for (i=1,...,11) Vii = {Xi};

for (1=1,...,n-1)
for (i=1,...,n-1)
j=1+1;
V;j = empty;
for (k=i,...,j-1)

Vij = Vi U LP(Vig, Vig1j);

if (S € Vy,) print("OK");

Zlozonosé wynosi O(n?) — potréjna petla.



Automaty ze stosem

[z[u]v]w]

Definicja: Niedeterministyczny automat ze stosem (NAS) opisany jest przez
stedem obiektow

M = (A7V72727807SF77T)7
gdzie:

A jest alfabetem wejsciowym
V' jest alfabetem stosu
z eV jest wyroznionym symbolem poczgtkowym stosu
Y jest zbiorem standw automatu, o = {s0, S1,..., 54}
sg € 2 jest wyroznionym stanem startowym
Sp C X jest zbiorem standw koricowych (akceptujgcych)
7 jest relacjg przejScia, m: X X (AU{AD) xV — F(E x V*).

Relacja przejscia  mw(stan, litera, symbol stosu) = zbior par (stan, napis do stosu)

W(S%a?x) - {(Sjmfyl)a (Sjwfy?)? SR (Sjkafyk)}'

e Jesli czytana litera to a, stan automatu s; oraz znak na wierzchu stosu to
x, automat przesuwa sie w prawo do nastepnej litery, zmienia stan na jeden
z mozliwych stanoéw s;, usuwa znak x ze stosu, a w jego miejsce zapisuje
odpowiadajacy s; cigg symboli stosu «y;, by¢ moze A.

e Przejscie puste 7(s;, A, x) = (s;,7;) — bez odczytywania kolejnej litery i ruchu
glowicy czytajace;j.

o Jesli stos jest pusty (nie ma x do odczytania), automat zatrzymuje sie nie
mogac wykonaé kolejnego ruchu (stad specjalny symbol z jako poczatkowa
zawartos¢ stosu).

e Napis wejsciowy zostanie zaakceptowany, jesli po przeczytaniu ostatniej jego
litery automat znajdzie sie w jednym ze stanéow konicowych. Zawartosé stosu
w tym momencie jest nieistotna.



Przyklad: Automat akceptujacy jezyk L = {a™b": n >0}

Definicja: Automat ze stosem jest deterministyczny (DAS) jesli relacja przej-
Scia w jest czeSciowq funkcjg, a wiec posiada nastepujgee wltasnosci:
(1) dla kazdej trajki (s,a,z) € ¥ x A XV istnieje co najwyzej jedna para (s',7) €
¥ x V* taka, ze w(s,a,x) = (s',7);
(11) jesli puste przejscie (s, A\, x) jest okreslone dla pewnych s i x, wtedy 7(s, a, )
nie moze byé okreslone dla jakiejkolwiek litery a.



Twierdzenie: Klasa Ly jezykow bezkontekstowych (tj. opisywanych przez gra-
matyki bezkontekstowe) jest identyczna z klasq jezykow akceptowanych przez nie-
determiniestyczne automaty ze stosem Lyas. Jezyki klasy Lpas stanowig wlasci-
wy podzbior Lo

Lpas & Lyas = Lo

Przyklad: Jezyk niedeterministyczny
L = LiULy = {a"b": n>0} U {a"b*": n >0}.

Po przeczytaniu ostatniej litery a nadal nie wiadomo czy przetwarzane stowo

moze pochodzic z Ly czy z Lo. Decyzja automatu co do wyboru dalszej Sciezki
musi by¢ podjeta niedeterministycznie.



S1
52
S3

CLSl | bS2
aSy | bS,
aS, | bSs | A
CLSp | bSQ
aS, | bS,

L4l il

as,
a
aaS, ab$s,
5N
aaasS, aabs,
A
aaaaS, aabbS, aab

bba$, bbbS,

A

bbbbS, bbb
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Gramatyki i jezyki bezkontekstowe L,

Twierdzenie: Klasa Lo jezykow bezkontekstowych (tj. opisywanych przez gra-
matyki bezkontekstowe) jest identyczna z klasq jezykow akceptowanych przez nie-
determiniestyczne automaty ze stosem Lxas. Jezyki klasy Lpas stanowiq wta$ci-
wy podzbior Lo

Lpas & Laas = Lo.

Przyklad: L = LiULy = {a™": n>0} U {a"b**: n>0}.

Po przeczytaniu ostatniej litery a nadal nie wiadomo czy przetwarzane stowo
moze pochodzic z Ly czy z Lo. Decyzja automatu co do wyboru dalszej Sciezki
musi by¢ podjeta niedeterministycznie.

Niedeterminizm jest zrodtem nizszej efektywnosci algorytmow weryfikacji czy
a € L. W praktycznych zastosowaniach (sktadnia jezykow programowania) wy-
bieramy struktury deterministyczne.

Przyklad: Gramatyka regularna na bazie automatu deterministycznego

S() — CLSl | bSQ
Sl — CLS() | bSp
SQ — CLSp | ng | A
83 — CLSp | bS5
Sy — aS,|bS,
S
/ \
asS bS,
7N PN
aa$S, abs, baS, bbS, b
% N a/ b
aaa$, aabs, bbas, bbb,
: v/ N L o/ N
aaaaS, aabbS, aab bbbbS, bbb




Specjalna klasa gramatyk s-gramatyki (simple)

Definicja: G jest s-gramatykq, jesl wszystkie jej produkcje majg postac
X —aYy...Y,, gdzie a€ A, Y, eV, m>0,

przy czym dla kazdej pary X i a istnieje co najwyzej jedna taka produkcya.

Produkcje s-gramatyki mozna zapisa¢ w tablicy podgladu:
T X,al=Y1...Y, lub T X,al=0

Niech a = aqas . . . a,, tworzymy wyprowadzenie lewostronne zaczynajac od sym-

bolu S.
S = a1Yy... Y,

T[S,a1]=Y1...Ym

= araoly ... LpYs ... Y,

TYi,as] = Z1 ... Za
= aia90as . . .

T Z1,a3)=...

Podglad jednego kolejnego symbolu wejsciowego napisu pozwala na jednoznaczne
ustalenie kolejnej produkeji w wyprowadzeniu (lub jej braku).

abbalb abbalbabbb
S= ... = abbaUWZ:... S=..= abbaYUWZ = ..
Y >bPQR Y >bPQR

Definicja: Gramatyka bezkontekstowa G = (A, V, S, 11) jest typu LL(k), jesli

dla kazdej pary wyprowadzen lewostronnych postaci

S == Oélel = Cklﬁlwl =" 109
S =" yyXwy = &162&)2 = o103,

gdzie o; € A*, Bi,w; € (AU V), réwnosé co najwyzej k poczgtkowych liter w
Qo 1 a3 pocigga za sobg rownosé By = Ps.



Przyklady
G ={S — aSB|aB, B — b} nie jest s-gramatyka, bo obydwie produkcje dla
S rozpoczynaja sie literg a. G jest gramatyka typu LL(2):

‘ aa ab ba bb
S‘CLSB aB 0o 0

[stnieje réwniez s-gramatyka:

G ={S — (|(5)|SS} nie jest typu LL(k) dla zadnego k. Przy analizowaniu
napiséow o dlugosci przekraczajacej 2 mamy do wyboru dwie produkcje: S — (5)
oraz S — SS. Skanowany aktualnie symbol (ani & nastepnych) nie podpowiada,
ktorej z nich powinnismy uzy¢. Wezmy bowiem stowa

((..()..))  abo  ((..()..) ().

Wyprowadzenie pierwszego z nich polega na iteracyjnym uzyciu produkeji S —
(5), natomiast wyprowadzenie drugiego musi zaczynaé sie od S — SS. Decyzje
co do tego, ktorej produkcji uzy¢ w wyprowadzeniu jako pierwszej mozna pod-
jac¢ na podstawie podgladu nie mniej niz 2n poczatkowych symboli wejsciowych.
Poniewaz jednak w naszej gramatyce mozemy wyprowadzaé¢ takie napisy dla do-
wolnie duzych n, nie moze by¢ ona typu LL(k) dla jakiegokolwiek ustalonego k.

Ten sam jezyk posiada gramatyke typu LL(1): G = {S — (5)S|\}. Wypro-
wadzenie (())():

SL (995 ((9)9)5 L (095 2 (0)S S (0)(S)S 2 ()0S 2 (0)0)-

Przeanalizowa¢ samodzielnie Przyklad 4.12 str. 105 z gramatyka LL(1) dla
wyrazen arytmetycznych.



Klasy jezykéw deterministyczych




Lematy o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Na poczatek jezyki liniowe:
X —=aYp, X -—a, a, e A”

Zakladamy przy tym, ze produkcje sa nieskracajace i niejednostkowe (o, 5 nie
moga by¢ jednoczesnie puste). Niech N bedzie liczba symboli nieterminalnych
w G, V=45 = X1, X, ..., Xn}, a p maksimum dtugosci prawych stron pro-
dukcji. Wezmy stowo w € L(G) o dlugosci m > pN. Zatem jego wyprowadzenie
musi zawiera¢ co najmniej N 4+ 1 krokow

S = X1 = OélXi2771 = CE1C¥2XZ'3772771 =>...=> Q.. '&NXiN+1nN oM

= 01...QNYIN...Th = W.

Stad wniosek, ze jeden z symboli X; wystepuje w takim wyprowadzeniu co naj-
mniej 2 razy
S =% aXn =" afX;0n =" afvyon,

a wiec

X; =" BXZ(S oraz X; :>*”)/

Mamy zatem takze

X, =* BF0%  cayli wp = aBfyon € L(G) Vk > 0.

Lemat o pompowaniu dla jez. liniowych

Niech L bedzie nieskonczonym jezykiem lintowym. Istnieje wowczas stata m > 0
(zalezna jedynie od L) taka, ze dowolne stowo w € L o dtugosci co najmniej m
mozna roztozyé na czesci w = afyon w taki sposob, ze

(i) |aBon| < m,
(i) 18] > 1,

a przy tym wszystkie bez wyjgtku stowa wy = aB*y6*n dla k = 0,1,2,... sq
takze elementams L.



Przyklad. L = {w € {a,b}* : |w|, = |w|p} nie jest liniowy. Zalézmy nie
wprost, ze istnieje generujaca go liniowa gramatyka. Zgodnie z Lematem dla L
istnieje stata m wyznaczajaca dtugosé stow w, dla ktorych zawsze mozliwe jest
pompowanie wy € L.

Wezmy w = a™b*"a™. Zgodnie z lematem w = afBvdn, gdzie |aB] + [0n] < m,
a wiec musza by¢ zbudowane wytacznie z liter a, natomiast (ii) zapewnia, ze
pompowane czesci S 1 0 zawieraja co najmniej jedna litere a. Czesé centralna
stowa zbudowana z liter b ukryta jest w podciggu v i nie podlega pompowaniu.
Tak wiec liczba liter a w stowach wy wzrasta, podczas gdy liczba liter b pozostaje
niezmieniona. Tym samym pompowanie tworzy stowa spoza L. Otrzymalismy
sprzecznosé z teza lematu, a zatem zalozenie o liniowosci jezyka L musiato by¢

fatszywe.

Lemat o pompowaniu dla jezykéw L,

Niech L bedzie nieskoriczonym jezykiem bezkontekstowym. Istnieje wowczas stata
m > 0 (zalezna jedynie od L) taka, Ze dowolne stowo w € L o dlugosci co
najmmniej m mozna roztozyé na czeSct w = afyon w taki sposdb, ze

(1) [Byd| < m,
(ir) |Bo] = 1,

a przy tym wszystkie bez wyjgtku stowa wy = aB*~y6*n dla k = 0,1,2,... sq
takze elementams L.

Przyklad. L = {a"0"c": n >0}. Zalozmy, ze jest to jezyk bezkontekstowy.
Istnieje zatem stata m gwarantujaca, ze stowo w = a™0"c™ dzieki swojej dtugosci
moze by¢ podzielone na segmenty w = afv0n w sposob zgodny z (i) oraz (ii)
tak, ze zastosowana do niego operacja pompowania wy, = a3*y6*n generuje inne
stowa z L. Jednak warunek (ii) |5vd| < m dla naszego stowa oznacza, ze segment
ten moze miec tylko jedna z postaci

a’, a’b’, b, b’c lub ostatecznie ¢,

gdzie r < m lub s +t < m. Wowcezas jednak pompowanie powiela tylko jedng
lub dwie sposrod liter a, b, ¢, produkujac stowa spoza jezyka L. Stad wniosek,
ze jezyk ten nie moze by¢ bezkontekstowy.



Przyktad. L= {pp: p€{a,b}*}. Niech w=a™b"a"b™.

<m m
—_— ) X
aaaa... aaa|bbbb.... bbblaaaa... aaa|bbbb... bbb
Byd

Segment 76 ze wzgledu na ograniczong dhugosé nie wieksza niz m moze miescié
sie w obrebie co najwyzej dwoch sasiednich blokow liter a i b. W kazdym z
mozliwych potozen pompowanie niszczy symetrie stow jezyka L. Zatem nie moze
to by¢ jezyk bezkontekstowy.

Przyktad. L = {a” : n > 0}. Argument jest dokladnie taki sam jak
w przypadku jezykoéw regularnych. Niech L € Lo 1w = a" . Mozna wiec je
podzieli¢ na 5 czesci

w = aByin = ad’a’a" a’ad’, pH+qg+r+s+t=m?,
gdzie (i) ¢+7r+s<m, (ii) g+ s> 1. Na podstawie tezy lematu wszystkie

stowa
wy, = aPHlarktrst 01,2, ...

sy takze elementami L. Jednak w L nie moze by¢ ani jednego stowa o posrednie;j
dhugosci m? < 1 < (m+1)2 Ale stowo wy = a?t207+25+ — gm*+ats ma wlagnie

taka dlugosé, bo 0 < g+ s < m, a wiec ¢+ s < 2m + 1 skad:
m? < m*4qts < m*+2m+1 = (m+1)7%.

Wida¢ zatem, ze zalozenie o bezkontekstowosci L musi by¢ falszywe.



Lematy o pompowaniu — poréwnanie

<m

o B Y d N

m, m,+m, <m m,

o B Y ) n

< >
<m

Twierdzenie Parikha

Podzbior K C N" nazywamy liniowym, jesli istniejg wektoryciey, ..., e, € N,
m <mn, dla ktorych

K = {E—f— lier + ey + -+ 1,6, : ll,lg,...lmEN}.

Zbor K nazywamy semilintowym, jesle jest on sumgq mnogosciowq skonczonej
liczby zbiorow lintowych.

Zbior liniowy mozna uwazaé za wielowymiarowe uogoélnienie ciggu arytmetycz-
nego, a, = ay + nr, gdzie ¢ pemi role wyrazu poczatkowego ag, a wektory €; sa
wielowymiarowymi przyrostami odpowiadajacymi r.



Odwzorowaniem Parikha dla alfabetu A = {a1,a9,...,a,} nazywamy funkcje
U A* — N" okreslong nastepujgco:

VU(w) = (|wlas Wla, - -5 [wla, ) -

Przyktad: jesli A = {a,b, c}, wowczas ¥(aacabb) = (3,2,1) itp.

Twierdzenie: Jesli jezyk L jest bezkontekstowy, wowczas jego obrazem w od-
wzorowaniu Parikha V(L) jest zbior semiliniowy.

Zauwazmy, ze bardzo rozne jezyki moga mie¢ identyczng reprezentacje w od-
wzorowaniu Parikha jako podzbiory N". Na przyktad L = {a"0" : n > 0} i
jezyk poprawnie zagniezdzonych nawiasow przeksztalcane sa przez W w zbior
{(n,n) : n € N}. Ma zatem sens nastepujace okreslenie: méwimy, ze jezyki L i
L sa literowo (permutacyjnie) réwnowazne jesli W(L) = W(L').

Lemat: Kazdy zbior semiliniowy w N" jest obrazem pewnego jezyka reqularnego
nad n-hterowym alfabetem.

Uzasadnienie dla n = 2. Wezmy K rozpiete przez ¢ = (c1,¢2) oraz €, = (p,q)
i € = (r,s). Tworzymy na tej podstawie wyrazenie regularne

p = a“b?(a’b?)*(a"b%)*.

Latwo sprawdzic, ze W(L(p)) = K.

Jesli K jest semiliniowy, K = K; U ...U K,,, utworzmy podobnie wyrazenia
regularne p; dla K; a nastepnie potézmy p = p1 + -+ + pm. L(p) jest poszuki-
wanym jezykiem regularnym.

Whniosek: Kazdy jezyk bezkontekstowy jest permutacyjnie rownowazny z pew-
nym jezykiem regularnym.

Stad takze: Kazdy jezyk bezkontekstowy nad jednoliterowym alfabetem jest re-
qularny.

Uwaga: 'To ze obraz Parikha jest zbiorem semiliniowym nie oznacza, ze jezyk
jest bezkontekstowy, przykitad: L = {a"b"c": n > 0}.



Wyniki dotyczace domknietosci i rozstrzygalnosci dla jezykow Lo

Klasa Ly jest zamknieta ze wzgledu na sume mnogosciowq, konkatenacje i x Kle-
enego, nie jest natomiast zamknieta ze wzgledu na przekroj © dopetnienie jezykow
(a wice tez nie ze wzgledu na rdznice i rézZnice symetryczng).

I[stnieja przyktady jezykow bezkontekstowych, ktorych przekroje i dopelnienia
nadal sa bezkontekstowe. Np. bezkontekstowe sa jezyki

{a"b" 1 n >0}, (Wl we{a b} }°
dla przekroju np.
{a"b": n>m}n{ad"d": n<m} = {a"V": n>0}
Z kolei
{a"b"c™: n,m>0}N{a"b"c": n,m >0} = {a"V"c": n>0}
to przyktad, gdy przekroj wyprowadza poza klase Lo. Mozna tez pokazaé, ze

S — A|B|AB|BA
L = {ww: we{a,b}"}* A — alaAalaAblbAalbAb
B — blaBalaBblbBa|bBb

jest bezkontekstowy (gramatyka po prawej stronie). Wiemy jednak juz, ze L¢ nie
jest klasy Ls.

Oto jeden pozytywny rezultat:
Jesli L € Ly oraz R € L3, wowczas LN R jest bezkontekstowy.
Przyklady.

Pokazemy, ze L = {a"b" : n >0, n # 100} jest bezkontekstowy. Wezmy
jednoelementowy, a zatem regularny jezyk P = {a'%b1%}. Dopelnienie R = P¢
tez jest regularne. Poniewaz L = {a"b" : n > 0} N R, wnioskujemy, ze jest on
bezkontekstowy.

Pokazemy, ze jezyk L = {w : |w|a = |w|p = |w|c} nie jest bezkontekstowy.
Wymnika to natychmiast z obserwacji, ze

LN L(a*b*c’) = {a"b"c": n>0}.



Zagadnienia rozstrzygalne w L,

1. Majac dang gramatyke G i stowo w, rozstrzygnaé czy w € L(G).
(Posta¢ normalna Chomsky’ego i algorytm CYK O(n?).)

2. Majac dang gramatyke G, rozstrzygnaé czy L(G) jest pusty, skoniczony badz
nieskonczony.

3. Majac dane 2 gramatyki G i H typu LL(k), rozstrzygnac czy L(G) = L(H).

Zagadnienia nierozstrzygalne w Lo
1. Rozstrzygnac¢ czy L(G) = L(H).
Rozstrzygnac¢ czy L(G) C L(H).
Zbadac¢ czy L(G)N L(H) = o.
Zbadac¢ czy L(G) = A*.

A

Rozstrzygna¢ czy L(G) jest jezykiem regularnym (to jest, czy dla danej gra-
matyki bezkontekstowej istnieje rownowazna gramatyka regularna).



