
GRAFIKA 2D � ANALIZA FOURIEROWSKA

Miªosz Michalski

Institute of Physics

Nicolaus Copernicus University

Maj 2020

1 / 38



Plan wykªadu

Zaawansowana korekta obrazów barwnych wg kolorów

neutralnych lub karnacji

Warstwy, tryby ª¡czenia i efekty prze¹roczysto±ci

Nieinwazyjna korekta obrazu na przykªadzie operacji Burn i

Dodge

Konstrukcja �ltrów konwolucyjnych (rozmycie, wykrywanie

kraw¦dzi)

Filtry wyostrzaj¡ce � konstrukcja macierzowa i warstwowa

Analiza Fourierowska � usuwanie rastrów i korekta

obrazów poruszonych

Resampling

Formaty plików gra�cznych, metody kompresji

PostScript i PDF � techniki i narz¦dzia
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Funkcje okresowe

Sumy funkcji trygonometrycznych

f (x) = 1 (cos 0x) + 1.25 sin x + 0.33 cos x + 0.5 cos 2x
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Reprezentacja przez funkcje okresowe

f (x) = 1+1.25 sin x+0.33 cos x+0.5 cos 2x−0.2 sin 5x+0.1 cos 25x−0.07 sin 30x

[ 1.0 1.25 0.33 0.0 0.5 0.0 . . . − 0.2 0.0 . . . 0.1 0.0 . . . − 0.07 ]
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Twierdzenie o rozwijalno±ci funkcji w szereg Fouriera

Funkcja ró»niczkowalna f : [−T ,T ]→ R posiada jednostajnie

zbie»ny do niej szereg Fouriera

f (x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kωx + bk sin kωx

)
,

gdzie ω = π
T . Wspóªczynniki ak i bk wyra»aj¡ si¦ wzorami

ak =
1

T

∫ T

−T
f (x) cos kωx dx , bk =

1

T

∫ T

−T
f (x) sin kωx dx .

f (x) ←→ {a0, a1, b1, a2, b2, . . . }
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Dyskretna transformata Fouriera

n k k

{ x , x , ... x  }1 2 n

+ i

{ a  + ib  , a  + ib  , .... , a  + ib  }1 1 2 2 n n

«

Yk =
1√
N

N−1∑
n=0

xne
−2πikn/N =

1√
N

(
N−1∑
n=0

xn cos
2πkn

N
+ i

N−1∑
n=0

xn sin
2πkn

N

)
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Transformata Fouriera jako operacja zmiany bazy

n

n n n0 1 N-1e0 e1 eN-1

....

x e  + x e  + .... + x   e0 0 1 1 N-1 N-1=

1√
N

N−1∑
n=0

xne
−2πikn/N ↔ 1√

N


1 1 · · · 1

1 e−2πi/N · · · e−2πi(N−1)/N

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

1 e−2πi(N−1)/N · · · e−2πi(N−1)2/N

·


x0
x1
.
.
.

xN−1


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Transformata Fouriera jako operacja zmiany bazy

 e−2πikn/N

 =

 cos 2πkn
N

 − i

 sin 2πkn
N



f0

f4

f1

f5

f2

f6

f3

f7

x

f  = cos 2pkn
8

k = 0, 1, ..., 7kn
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Transformata Fouriera jako operacja zmiany bazy

n k k

{ x , x , ... x  }1 2 n

+ i

{ a  + ib  , a  + ib  , .... , a  + ib  }1 1 2 2 n n

«

∑
xnen ↔

∑
ak f k + i

∑
bkgk

|ak + ibk | = udziaª sygnaªu cz¦stotliwo±ci
2π

N
k w próbce x
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Transformata Fouriera 2D

sin(ax + by), cos(ax + by), e(−2πi(ax+by)

Wykresy funkcji sin(x + y) i sin(3x + y).
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Transformata Fouriera 2D

Wi¦cej skªadników � wi¦cej szczegóªów
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Transformata Fouriera 2D

X(m,n) R(k,l) F(k,l)

F

F -1

X̂ (k , l) =
1√
MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

X (m, n)e−2πi(mk/M + nl/N)

=
1√
MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

X (m, n)
(

cos 2π(. . .) − i sin 2π(. . .)
)

= R(k , l) e iΦ(k,l) , 0 ≤ k ≤ M − 1, 0 ≤ l ≤ N − 1 .
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Wªasno±ci transformat Fouriera 2D

X(m,n) R(k,l) F(k,l)

F

F -1

F−1 : X (m, n) =
1√
MN

M−1∑
k=0

N−1∑
l=0

X̂ (k , l)e2πi(km/M + ln/N)

Obraz X (m, n) zawiera MN pikselków, natomiast X̂ (k, l) ma

ich dwukrotnie wi¦cej ?!

Gdy X jest rzeczywiste, transformata Fouriera ma specy�czn¡

symetri¦ (X̂ zawiera redundantn¡ informacj¦)

X̂ (k , l) = X̂ (−k ,−l)
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Wªasno±ci transformat Fouriera 2D

Proste przeksztaªcenie obrazu X przed dziaªaniem F sprawi, »e

obrazy R i Θ b¦d¡ por¦cznie �wycentrowane� w ramce M ×N:

X (m, n) 7−→ (−1)m+nX (m, n)
F7−→ X̂ (k −M/2, l − N/2)

t.j. »e punkt (k , l) = (0, 0) zostanie przesuni¦ty do ±rodka

ramki (M/2,N/2) itd.

m

n

k

l

F
(-1)

m+n
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Wªasno±ci transformat Fouriera 2D

Za spraw¡ symetrii X̂ (k , l) = X̂ (−k ,−l) ka»dy z obrazów R i

Θ zawiera jedynie MN/2 niezale»nych pikseli.

Obrazy R(k, l) i Φ(k , l) dla jednokanaªowego obrazu

(grayscale) X (m, n) zapisywane s¡ zwykle w oddzielnych

kanaªach barwnych (R i G, B � nieu»ywany). Gdy X jest

obrazem barwnym (RGB) � potrzeba 6 kanaªów wynikowych

na przechowanie X̂ , po 2 na ka»dy kanaª wej±ciowy.

Warto±ci R i Θ s¡ pami¦tane jako liczby zmiennopozycyjne,

cz¦sto zwi¦kszonej precyzji (minimalizacja bª¦dów

numerycznych podczas przetwarzania). Dla sensownej

wizualizacji s¡ dyskretyzowane w skali logarytmicznej (ze

wzgl¦du na typowo znaczne ró»nice wielko±ci R) do 256

poziomów, przy czym dla Θ odcie« 127 oznacza warto±¢ 0.
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Filtry dolno- i górno-przepustowe

Zaciemnianie fragmentów obrazów R i Θ odpowiada zerowaniu (lub

zmniejszaniu) wybranych warto±ci R(k , l), Θ(k , l).

Eliminacja wysokich cz¦stotliwo±ci (du»e k , l) odpowiada
usuni¦ciu z oryginalnego obrazu drobnych szczegóªów, a wi¦c

jego rozmyciu

Eliminacja niskich cz¦stotliwo±ci prowadzi do wyodr¦bnienia z

obrazu drobnych szczegóªów.

16 / 38



Filtry dolno- i górno-przepustowe

Zaciemnianie fragmentów obrazów R i Θ odpowiada zerowaniu (lub

zmniejszaniu) wybranych warto±ci R(k , l), Θ(k , l).

Eliminacja wysokich cz¦stotliwo±ci (du»e k , l) odpowiada
usuni¦ciu z oryginalnego obrazu drobnych szczegóªów, a wi¦c

jego rozmyciu

Eliminacja niskich cz¦stotliwo±ci prowadzi do wyodr¦bnienia z

obrazu drobnych szczegóªów.

16 / 38



Filtry dolno- i górno-przepustowe

Zaciemnianie fragmentów obrazów R i Θ odpowiada zerowaniu (lub

zmniejszaniu) wybranych warto±ci R(k , l), Θ(k , l).

Eliminacja wysokich cz¦stotliwo±ci (du»e k , l) odpowiada
usuni¦ciu z oryginalnego obrazu drobnych szczegóªów, a wi¦c

jego rozmyciu

Eliminacja niskich cz¦stotliwo±ci prowadzi do wyodr¦bnienia z

obrazu drobnych szczegóªów.

16 / 38



Filtry dolno- i górno-przepustowe

F -1

F -1

+
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Periodyczne zakªócenia obrazu

W poligra�i stosowane s¡ rastrowe wyci¡gi póªtonowe w celu

optycznej reprezentacji wielu odcieni przy u»yciu jednej farby

drukarskiej.

Wzór rastra, podobnie jak pr¡»ki interferencyjne w obrazie TV,

uwa»amy za periodyczne zakªócenia jasno±ci obrazu. W obrazie

fourierowskim takie zakªócenia uwidaczniaj¡ si¦ jako punkty o

bardzo du»ej amplitudzie R(k, l). Usuwanie zakªóce« periodycznych

polega na eliminacji skªadników o nieproporcjonalnie wielkich,

rezonansowych amplitudach.
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Wyodr¦bnianie rastra

F

F
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Usuwanie rastra 1

F -1
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Usuwanie rastra 2

F -1
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Fenomen Gibbsa

Nieusuwalne wady trygonometrycznego przybli»enia nieci¡gªo±ci �

staªy bª¡d na poziomie 9% wielko±ci skoku
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Zjawisko Gibbsa

Efekt Gibbsa widoczny jest gªównie w okolicach kraw¦dzi obrazu.

Metody przeciwdziaªania:

�wtapianie� roboczej wersji w wi¦ksz¡ kopi¦ obrazu

domykanie �cykliczne�
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Struktura transformaty Fouriera 1

X̂ (0, 0) =
1

MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

X (m, n)e0 = E (X )

zatem R(0, 0) = E (X ), Φ(0, 0) = 0.

Biaªy obraz X (m, n) = 255,

X̂ (k, l) =
255

MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

e−2πi(mk/M + nl/N) =

{
255 k = l = 0

0 k , l 6= 0

zatem R(0, 0) = 255, R(k , l) = 0 dla pozostaªych k , l .

24 / 38



Struktura transformaty Fouriera 1

X̂ (0, 0) =
1

MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

X (m, n)e0 = E (X )

zatem R(0, 0) = E (X ), Φ(0, 0) = 0.

Biaªy obraz X (m, n) = 255,

X̂ (k, l) =
255

MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

e−2πi(mk/M + nl/N) =

{
255 k = l = 0

0 k , l 6= 0

zatem R(0, 0) = 255, R(k , l) = 0 dla pozostaªych k , l .

24 / 38



Struktura transformaty Fouriera 2

F

F -1

F -1

F -1

F -1
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Liniowo±¢ transformaty Fouriera

αX (m, n) + β Y (m, n)
F−→ α X̂ (k, l) + β Ŷ (k, l)

+ +
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Twierdzenie o splocie

Splot obrazów X i Y :

(X ∗Y ) (k , l) =
M−1∑
i=0

N−1∑
j=0

X (i , j)Y (k − i , l − j)

Twierdzenie o splocie: X ∗ Y F−→ X̂ · Ŷ
Tak»e X · Y F−→ X̂ ∗ Ŷ
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Twierdzenie o splocie 2

GIMP � znieksztaªcenie macierzowe: wspóªczynniki macierzy

traktujemy jako jasno±ci pikselków obrazu M bior¡cego udziaª w

konwolucji. Dla Gaussowskiego rozmycia obrazem macierzy

konwolucji mo»e by¢ np.

0   0   0   0   0   0  0
0   1   2   3   2   1  0
0   2   3   4   3   2  0
0   3   4   8   4   3  0
0   2   3   4   3   2  0
0   1   2   3   2   1  0
0   0   0   0   0   0  0  

1

N

Gra�czn¡ reprezentacj¦ macierzy �ltra mo»na uzyska¢ dziaªaj¡c ni¡

na obraz z pojedynczym biaªym pikselem w centrum

M ∗ δ0 = M

28 / 38



Twierdzenie o splocie 2

Transformata Fouriera funkcji Gaussa

e−
x2

2σ2
F−→ e

− ω2

2(1/σ)2

F

s s -1
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Znieksztaªcenie konwolucyjne obrazu

Przykªad � rozmycie Gaussowskie obrazu

Y = X ∗ G F−→ X̂ · Ĝ = Ŷ

Zatem

X̂ = Ŷ · 1
Ĝ

F−1

−→ X

G
^

1/G
^
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Znieksztaªcenie konwolucyjne obrazu 2

Przykªad � rozmycie Gaussowskie obrazu

Y = X ∗ G F−→ X̂ · Ĝ = Ŷ

Zatem

X̂ = Ŷ · 1
Ĝ

F−1

−→ X

G
^

1/G
^

Dekonwolucja � dzielenie w dziedzinie cz¦stotliwo±ci przez

transformat¦ �ltra
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Znieksztaªcenie konwolucyjne obrazu 3

1/G
^

 0 -1 0
-1 4 -1
 0 -1 0

F
-1
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Odpowied¹ impulsowa
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Odpowied¹ impulsowa 2

Je±li znamy odpowied¹ impulsow¡ dla systematycznego zakªócenia,

potra�my (teoretycznie) obliczy¢ transformacj¦ dekonwolucyjn¡

M ∗ δ = M
F−→ M̂

Zakªócony obraz

X ∗M = Y
F−→ Ŷ = X̂ · M̂

Dziel¡c Ŷ przez M̂ otrzymamy X̂ , st¡d przez odwrotn¡

transformat¦ niezakªócony obraz X .

Problem: dzielenie przez maªe liczby wprowadza numeryczn¡

niestabilno±¢.
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Filtracja odwrotna w obecno±ci szumu

Problemem jest tak»e obecno±¢ addytywnego szumu

Y = X ∗M + H
F−→ Ŷ = X̂ · M̂ + Ĥ

St¡d

X̂H = Ŷ · 1
M̂

= X̂ + Ĥ · 1
M̂

Zªe wªasno±ci numeryczne M̂ mog¡ w ten sposób wzmacnia¢

dziaªanie szumu. By ograniczy¢ mianownik M̂ od doªu, stosuje si¦

zmody�kowany �ltr Wienera (minimalizacja ±redniokwadratowego

bª¦du)

1

M̂
−→ M̂∗

|M̂|2 + K
, K > 0
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Filtracja Wienera

Obraz poruszony zakªócony szumem o ró»nym nat¦»eniu (kolumna 1), �ltracja
odwrotna (koumna 2), �ltracja Wienera (kolumna 3).

R.C. Goznalez, R.E. Woods, Digital Image Processing, Prentice Hall, 2002

36 / 38



Dekonwolucja poruszonych obrazów

M*d M
^ sinc x+y

sinc x
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Pakiet Focus Magic

38 / 38


