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Algorytmy z powrotami

Algorytmy z powrotami

@ Automatyczne rozwigzywanie probleméw, gdzie nie ma (prostych)
rozwiazan analitycznych.

@ Podziat na pod-zadania + metoda préb i btedéw.
@ Bardzo czesto rekurencja.

@ Niestety najczesciej ztozonos¢ eksponencjalna . ..
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Algorytmy z powrotami IS 2

Drogi skoczka szachowego

6 7

o Skoczek (kon) porusza sie zgodnie z regutami gry w szachy
@ Start z ustalonej pozycji
@ Zadanie odwiedzi¢ kazda pozycje doktadnie jeden raz

Zagadnienie mozna zamieni¢ na probe wykonania kolejnego ruchu
skoczkiem, jesli to tylko mozliwe.
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Algorytmy z powrotami IS 2

1 PrébujNastepnyRuch()

|

3 zapoczatkuj wybieranie ruchéw;

4 do {

5 wybierz nastepnego kandydata z listy ruchéw;
6 if (dopuszczalny)

7 { zapisz ruch

8 if (na szachownicy wolne pola)

9 { PrébujNastepnyRuch

10 if (nieudany) wykresl ostatni ruch

1 }

13 } while ( ruch byt nie udany && jest nastepny kandydat);
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Algorytmy z powrotami IS 2

@ Zapamietujmy w macierzy h numery krokéw wydawanych przez
skoczka

1 var h : array [1..n,1..n] of integer;

@ h[x,y] = 0 — pole nieodwiedzone
@ h[x,y] = i — pole odwiedzone w i-tym kroku

@ Musimy mie¢ mozliwos$¢ przekazywania informacji o zewnetrznych
wywotaniach. Czy ruch sie powiédt? Bedziemy to robi¢ poprzez
zmienng q (true=sukces)

@ Czy ruch jest dopuszczalny? =1 < u,v < n && h[u,v] =0,
u,v - nowa pozycja skoczka

@ Czy s3 wolne pola? = i < n?
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Algorytmy z powrotami IS 2

1 Prébuj(int i, x , y, bool& q) {
2 int u,v;
3 { zapoczatkuj wybieranie ruchéw;
do { u, v wspétrzedne nastepnego ruchu;
if (1<=u<=n) && (1<=v<=n) && (h[u,v]=0)
{ hlu,v]=i;
if (i<nxn)
{ Prébuj(i+1, u,v, q);
if (!'q) hfu,v]=0;

© © N o a i

11 else q=true;

13 } while( !q && jest nastepny kandydat);
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Algorytmy z powrotami IS 2

a[l]= 2; b[1l]=1;
a[2]= 1; b[2]= 2;
a[3]=-1; b[3]= 2;
a[4]=-2; b[4]= 1;
a[5]=—2; b[5]=-1;
a[6]=—1; b[6]=—2;
a[7]= 1; b[7]=-2;
al8]= 2; b[8]=—1,

(=] ~ [=)] (&) > w N [
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Algorytmy z powrotami IS 2

1 Prébuj(int i, x,y, bool& q) {

2 int u,v, k;

3 { k=0;

4 do { k=k+1;

5 u=x+alk]; v=y+blk];

6 if ((1<=u<=n) && (1<=v<=n) && (h[u,v]==0))
7 { hlu,v]=i;

8 if (i<nxn)

9 { Prébuj(i+1, u,v, q);

10 if (! q) h[u,v]=0;

11 } else g=true;

13 } while(! q && jest nastepny kandydat);
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Algorytmy z powrotami IS 2

1 skoczek(){

2 ...

s {
4 a[l]= 2; b[1]= 1,

5

6 for i=1ton do

7 for j=1tondo

8 h[i,j]=0;

s h[L1=1;

10 Prébuj (2,1,1, q);

11 if (q)

12 drukuj macierz h

13 else printf ('brak rozwigzania');

14}
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Wynik dla szachownicy 5x5

116 |15]10]21
141 9 20| 5 | 16
1912 |7 22|11

25118 | 3 |12 |23
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Algorytmy z powrotami IS 2

1 Prébuj—OGOLNY—SZKIC()
2
{
3 zapoczatkuj wybieranie kandydatéw;
4 do{
5 wybierz nastepnego kandydata;
6 if (dopuszczalny)
7 { zapisz go;
8 if (rozwigzanie niepetne)
9 { Prébuj—OGOLNY—-SZKIC;
10 if (préba nieudana) usun zapis
1 }
12 }

13 } while( préba nieudana && jest nastepny kandydat);

14}
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ARG WA T2 ET I Problem o$miu hetmanéw

Problem o$miu hetmanéw

@ Na szachownicy umiesci¢ 8 hetmanéw, ale tak aby zaden nie

szachowat zadnego innego.

@ Rozwiagzanie: analitycznie — NIE, rekurencja+powroty — TAK

@ Podziat problemu znéw na préby i powroty

1 2 3 4 5 6
1
2
3 H
4
5 H
6 H
7 H
8 H
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ARG WA T2 ET I Problem o$miu hetmanéw

1 Prébuj8H(int i)
2 {

3 zapoczatkuj wybieranie pozycji i—tego hetmana;
4 do {

5 dokonaj nastepnego wyboru pozycji;

6 if (bezpieczna)

7 { ustaw hetmana;

8 if (i<8)

0 { Prébuj8H(i+1);

10 if (préba nieudana) usun hetmana;

" }
12 }

13 } while(préba nieudana && jest wiecej pozycji );
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ARG WA T2 ET I Problem o$miu hetmanéw

Szach gdy:
@ w tej samej kolumnie
@ w tym samym wierszu

@ na tej samej przekatnej(!)

Reprezentacja:
1 int x[8]; { pozycja w i—tej kolumnie }
2 bool a[g];
3 { a[j] brak hetmana w j—tym wierszu }
4 bool b[15];
5 { b[k] brak hetmana na k—tej przekatnej ,/ }
6 bool c[15];
7 { c[k+7] brak hetmana na k—tej przekatnej \, }
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ARG WA T2 ET I Problem o$miu hetmanéw

Ustaw hetmana w pozycji: i-ta kolumna, j-ty wiersz:
x[i]=j; a[j]=false; b[i+j]=false; c[i—j+7]=false;
Usun hetmana z pozycji i,j:

a[j]=true; b[i+j]=true; c[i—j+7]=true;

Warunek bezpieczna pozycja i,j:

alj] && b[i+j] && c[i—j+7]
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ARG WA T2 ET I Problem o$miu hetmanéw

1 Prébuj8H(int i, bool& q) {

2 int j;

3 {j=-1,

4 do { j=j+1; q=false;

5 if (a[j] && bli+j] && c[i—j+7])

6 {x[il=i;

7 a[j]=false; b[i+j]=false; c[i—j+7]=false;
8 if (i<7)

9 { Prébuj8H(i+1, q);

10 if (!q){

11 a[j]=true; b[i+j]=true; c[i—j+7]=true;
12 }

13 } else q=true;

14 3}

15 } while( !q && (j!'=7));

16 }
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Algorytmy z powrotami Algorytmy szukania z powrotami

Przeszukiwanie ,,najpierw najlepszy” i ,wigzka"

@ Nie zawsze (wrecz b. rzadko) mozna pozwoli¢ sobie na tak doktadne
przeszukanie przestrzeni rozwiazan jak dla problemu skoczka badz 8
hetmanéw.

@ Powstaty metody, ktére co prawda nie stuza do znajdowania
doktadanych (optymalnych) rozwiazan, jak jest to konieczne w nie
ktérych problemach, ale potrafig za to znalez¢ podoptymalne
rozwigzania, co w wielu zastosowaniach wystarcza (np. gry
strategiczne).

@ Takie algorytmy korzystaja z niemal identycznej struktury algorytmu,
lecz nie prowadza eksploracji wszystkich kandydatéw lecz ich podzbiér,
ktéry jest wyznaczany odpowiednimi kryteriami zaleznymi od
problemu.

@ Jakos¢ kryteriéw okreslajacych zbiér kandydatéw ma kluczowe
znaczenie dla powodzenia algorytmu.
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Algorytmy z powrotami Algorytmy szukania z powrotami

1 Szukaj—NN()
2 {

3 zapoczatkuj wybieranie kandydatéw;

a wybierz najlepszego dopuszczalnego kandydata;
5 zapisz go;

6 if (rozwiazanie niepetne)

oA

8 Szukaj—NN;

0 if (préba nieudana) usun zapis

10 }
a}
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Algorytmy z powrotami Algorytmy szukania z powrotami

1 Szukaj—Wiazka()

: {

3 zapoczatkuj wybieranie kandydatéw;

4 wybierz podzbiér (wiazke) najlepszych kandydatéw;
5 do {

6 wez nastepnego kandydata;

7 if (dopuszczalny)

8

9

{ zapisz go;
if rozwiazanie niepetne then
10 { Szukaj—Wiazka;
11 if (préba nieudana) usun zapis
12 }
13 else zapisz rozwigzanie;

14
15 } while( ! podzbiér kandydatéw przeszukany);

16 }
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Algorytmy z powrotami Algorytmy szukania z powrotami

«, -obciecie

Inna wersja: «, 3-obciecie — gry strategiczne, poziomy obciecia dla funkgji
oceny ruchu swojego i przeciwnika.
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Algorytmy z powrotami Algorytmy szukania z powrotami

1 Szukaj—AB(i, rola)

: {

3 s = wszystkie ruchy;
4 s =s / niedopuszczalne;
s foeach (s;inS)
s

7 nowyStan = staryStan + ruch s;;
8 f; = F(nowyStan, rola)

9

1 s=s/{s:f <AB};

1 do{

12 zréb ruch + zapisz go;

13 if (rozwigzanie niepetne && i < maxGtebokos¢)
14

15 Szukaj—AB(i+1, !rola);

16 usun ruch;

17 }

18 else zapisz rozwigzanie (czeSciowe);

19} while (podzbiér kandydatéw nieprzeszukany);
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Operacje na zbiorach

Operacje na zbiorach

Member(a,S) — Czy a nalezy do S.
Insert(a,S) — S =SU{a}
Delete(a,S) — S =S5\ {a}
Union(A,B,C) — Zastap zbiory Ai B przez C.
Find(a) — Podaje nazwe zbioru do ktérego nalezy a.

Split(a,S) — Rozdziela Sna S; ={b:b<aAbe S}i
So={b:b>anbeS}.

Min(S) — Podaje warto$¢ elementu minimalnego.
) g
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Operacje na zbiorach

@ Gféwnie interesuje nas wykonywanie ciggéw instrukcji typu:
Member, Insert, Delete

@ Zastosowania: stownikowe, wiele wiele operacji jedno- i
wielo-zbiorowych (np. algorytm Kruskala znajdowania minimalnego
drzewa rozpinajacego).

@ Dlatego: gtéwnie bedzie interesowata nas ztozonos¢ nie pojedynczej
instrukcji lecz catego ciagu instrukcji o.
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Operacje na zbiorach

Haszowanie

@ Rozwazmy instrukcje: Insert, Delete, Member.

@ Niech S bedzie pewnym duzym zbiorem.
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Operacje na zbiorach Haszowanie

@ Haszowanie: umieszcza elementy zbioru S na odpowiedniej liscie w
tablicy list:

o T [ [°]
R E——n

m1 | T[]

@ Funkcja haszujaca h(a) = i wyznacza, na ktérej liscie tablicy
haszujacej A ma znalez¢ sie element a.
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Operacje na zbiorach Haszowanie

@ Wykonanie Insert(a, S) to:

— wyznaczenie h(a),

— przeszukanie A[h(a)],

— jesli ta lista nie zawiera a, nalezy na koniec listy dopisa¢ a
@ Wykonanie Delete(a, S) to:

— wyznaczenie h(a),

— przeszukanie Alh(a)],

— usuniecie a z listy A[h(a)] (jesli tylko jest na liscie).
@ Wykonanie Member(a, S) — analogicznie
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Operacje na zbiorach Haszowanie

Ztozonosé obliczeniowa:

Najgorszy przypadek: Moze sie zdarzy¢, ze dla r6znych n instrukcji Insert
funkcja haszujaca h(a) da taka sama wartos¢ i, wtedy
(niestety) wszystkie poszczegdlne elementy a znajda sie na tej
samej liscie tablicy haszujacej A[h(a)]. Oznacza to, ze
wykonanie n instrukcji Insert ma ztozonos¢ O(n?).

Czas oczekiwany haszowania: Zatozenie, ze wartosci h(a) sa jednakowo
prawdopodobne i ze wstawiamy n < m wartosci, to dla i-tego
wstawiania oczekiwana dtugos¢ listy A[h(a)] wynosi
(i—1)/m (< 1!).

Co prowadzi do ztozonosci O(n) dla n instrukcji Insert.

Ogolnie oczekiwany koszt 1 operacji: wynosi O(1 + «), gdzie o = .
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Haszowanie
Funkcja haszujaca h(a):

@ Waznym zatozeniem jest, ze h(a) da sie obliczy¢ w O(1).
@ Wybér funkcji haszujacej jest kluczowy dla pézniejszej pracy algorytmu
haszowania.

@ Ogodlnie funkcja haszujaca powinna kazdy klucz z jednakowym
prawdopodobienstwem odwzorowywa¢ w jedna zwartosci m:

1
> P(@)==  dlakazdegoj=0,...,m—1
a:h(a)=j m

Jest to warunek prostego réwnomiernego haszowania.
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Operacje na zbiorach Haszowanie

o Gdy zatozy¢, ze wartosci a s3 jednakowo prawdopodobne i
ograniczone, np. [0, N|, gdzie N > m, to jako funkgji haszujacej
mozna uzy¢ operatora modulo:

h(a) =a % m

@ Z kolei gdy klucze a beda losowymi wartosciami réwnomiernie
roztozonymi na przedziale 0 < a < 1, to funkcja haszujaca moze
przyja¢ postac:

h(a) = [am|
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Operacje na zbiorach Haszowanie

@ Haszowanie przez mnozenie:
h(a) = [m(aB % 1)|

najpierw klucz a (catkowite wartosci) mnozymy przez pewna stata

(0 < B < 1) z czego pobieramy czes¢ utamkowa, a nastepnie
mnozymy przez rozmiar tablicy A (m) i zaokraglamy do catosci. Dobre
B~ (v/5—1)/2 =0,6180339887 ...

@ Czasami nalezy skorzysta¢ z pewnych wiasnosci heurystycznych przy
doborze funkcji haszujacej — szczegélnie gdy nie znamy rozktadu P.

@ Dla podobnych napiséw f. haszujaca powinna zapewni¢ dobry rozktad
— rézne wartosci h(a) — dla podobnych napiséw, np. tablical,
tablicaX. Tu takze zastosowanie moga mie¢ funkcje modularne.
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blaseeoelc
Co gdy n = m?

Gdy liczba przechowywanych elementéw w danym zbiorze S osiggnie
wartos¢ bliska (réwna lub wieksza) dtugosci tablicy A nalezy zwiekszy¢
pojemnos¢ tablicy haszujacej:

@ Utworzy¢ nowa tablice Ay dtugosci 2m.

@ Przez powtérne haszowanie dokonujemy kopiowania elementéw
A= Al do A2

@ Usuwamy A;

Gdy z kolei dojdzie do przepetnienia A, nalezy postapi¢ analogicznie. . .

Odwrotnie postepujemy, gdy liczba elementéw w tablicy zmniejszyta sie za
bardzo.
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Operacje na zbiorach Haszowanie

Haszowanie otwarte

@ Tablica M jest zwykt3 tablicg elementéw, ktére s3 przechowywane w
zbiorze.

@ Nie ma wiec list ani innych wskaznikéw.

@ Takie zatozenia prowadza jednak do kolizji, ktére musza by¢
eliminowane. Robi sie to przez powtérne haszowanie.

M[i]=k normalna wartos¢
M[i]l=cc  puste miejsce
M[i]l=—oco miejsce puste po el. usunietym
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Operacje na zbiorach Haszowanie

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

14}

int Hashlnsert(k)

i=0;
while( i 1=m ){
j = h(ki);
if ( M[j] == oo || M[] == —o0 ){
M[j]=k;
size ++;
return j;
} else
i++;

error (" przepetnienie . tablicy /L reorganizacja" );

UWAGA: T3 i kolejne funkcje trzeba rozbudowaé o mechanizm rozszerzania
i kurczenia tablicy M. Jednak prég nie moze by¢ blisko petnej tablicy(!).
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Operacje na zbiorach

int HashSearch(k)

1

2

3 i=0;

4 while( i 1=m ) {

5 j = h(k,i);

6 if ( M[j] == o)
7 return —1;
8 if ( M[j]] ==k)
9 return j;

10 else

11 i+4+;

12 }

13}
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Operacje na zbiorach

1 int HashDelete(k)

2

3 i=0;

4 while( il=m ) {

5 j =h(ki);

6 if ( M[j] == o)
7 return —1;

8 if ( M[j] ==k){
9 M[j] = —oc;
10 size ——:

11 return j;

12 1 else i++;

13 }
1}
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Operacje na zbiorach

Funkcja haszujace dla haszowania otwartego

h(k, i) = (h1(k) + iha(k)) mod m
hi(k) =k mod m

ha(k) =1+ (k mod m')

np. mM =m-—1
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Operacje na zbiorach Drzewa przeszukiwan

Drzewa przeszukiwan binarnych dla operacji zbiorowych

@ Drzewa binarne.
n instrukcji (Insert, Delete, Member) — O(n?).
Srednio — O(nlog n).

@ Drzewa zbalansowane (drzewa czerwono—czarne, AVL) — n operacji
(Insert, Delete, Member) daja ztozonos¢ O(nlog n).
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Operacje na zbiorach Drzewa przeszukiwan

Prosto i wolno . ..

Elementy zbioru: liczby catkowite od 1 do n.
Woykorzystuje: operacje Union i Find.

Niech R bedzie tablica i R[i] = indeks zbioru.

Nazwy zbioru s3 nieistotne, przyjmujemy: R[i] € [1, n] (ekstremalnie kazdy
element nalezy do innego zbioru).
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Operacje na zbiorach Drzewa przeszukiwan

R
1|1
1=1{1,3,4,6}, 2={5}, 3={2,7} : i
a1
1+ Union(R,A,B,C) s | 2
> { o | 1
3 for (int i=1; i<=n; i++) 3
s if ((R[i]J==A) || (R[i]==B) ) o
5 R[i]:C;

Koszt jednej operacji Union to O(n), czyli ciag n operacji oznacza
ztozonos¢ O(n?).
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Operacje na zbiorach Drzewa przeszukiwan

Listy z dowigzaniami

tatwo jednak mozna usprawni¢ powyzszy algorytm:
@ Uzyjemy list z dowigzaniami — unikniemy przegladania catej tablicy.

@ Bedziemy dotacza¢ mniejszy zbiér do wiekszego — unikniemy
przegladania dtuzszego ze zbioréw.

Teraz oprécz tablicy R bedziemy mieli takze inne tablice.

LIST[A] - lista z dowigzaniami. LIST[A] wskazuje indeks pierwszego
elementu zbioru A w R.

NEXT]Ii] — daje indeks kolejnego elementu tego samego zbioru co
element R[i]. Niech j = LIST[A], wtedy NEXTj] to drugi
element zbioru A, NEXT[NEXT/j]] to trzeci, etc.

SIZE[A] — daje biezaca liczbe elementéw zbioru A.

EXTERNAL NAMEJ[A] — to zewngtrzna nazwa zbioru A (R[i] — daje
wewnetrzng nazwe).
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Riesalotesbioel
Przyktad

Mamy zbiory: 1={1,3,5,7}, 2=1{2,4,8}, 3={6}

R NEXT LIST | SIZE | EXT_NAME
[2] 3 »| 6 1 3
-3 4 2| 1 4 1
ol s .2 3 2
3] 8
s |2 7 INT _NAME
o | 1 0 ) 2
7| 2 0 R 3
8 3 0 3 1
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Operacje na zbiorach Drzewa przeszukiwan

u
{

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

16 }

nion2(l,J,K)

A=INT_NAME[I]; B=INT_NAME[J];

{ dopisujemy krétsza do dtuzszej }

if (SIZE[A]>SIZE[B]) zamieniamy rolami A i B;

e = LIST[A];

while (el=0) { przepisywanie elementéw z A do B }

R[e]=B;
last =e;
e=NEXT]e];

}

NEXT[last]=LIST[B];

LIST[B]=LIST[A];
SIZE[B]=SIZE[A]+SIZE[B];
INT_NAME[K]=B; EXT_NAME[B]=K;
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Operacje na zbiorach Drzewa przeszukiwan

Ztozonosé Union?2

Ztozonos¢ wykonania n — 1 instrukcji Union2 to O(nlog n).

Taka ztozonos¢ wynika z faktu, ze kazdy element moze by¢ przetozony
tylko do zbioru niemniej niz 2 razy wiekszego.

Co oznacza, ze kazdy element moze by¢ przenoszony co najwyzej log n
razy, daje to koszt O(log n) (dla pojedynczego elementu).

Ztozono$¢ pojedynczego Find(i) pozostaje O(1).
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Operacje na zbiorach Union-Find

Struktury drzew dla problemu Union-Find

@ Rodzina zbioréw bedzie reprezentowana przez las drzew. Jedno drzewo
= jeden zbiér.

@ Zbior A ma (tylko) korzen Ta.

@ Nazwe zbioru ma korzen drzewa.
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Operacje na zbiorach Union-Find

Union(A,B,C) mozna zrealizowa¢ poprzez:
— uczynienie korzenia T, synem Tg,
— zmiane nazwy korzenia Tg na C.

M{n

Koszt faczenia: O(1
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Operacje na zbiorach Union-Find

Find(i) mozna zrealizowa¢ poprzez:
— odszukanie wierzchotka, ktéry odpowiada i w pewnym drzewie T,
mozna uzy¢ tablicy wskaznikéw na wezty drzewa: t[i] — wsk. na i-ty

element

— przejscie z wierzchotka do korzenia, w ktérym zapisana jest nazwa drzewa
do ktérego nalezy i.

Koszt Find: O(h), gdzie h, to wysokos$¢ drzewa
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Operacje na zbiorach Union-Find

Koszt Find: jest rzedu dtugosci $ciezki z wierzchotka i do korzenia drzewa.
Rozpatrzmy ciag instrukgji:

Union(1,2,2)

Union(2,3,3)

Union(n—l,n,n)
Find(1)
Find(2)

;:ind(n)
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Operacje na zbiorach Union-Find

@ Ciag instrukcji Union powoduje powstanie
drzewa listy:
Wtedy koszt wykonania n instrukcji Find wy-
nosi:

G—D n— 1 _ n(n—1)
=0/ 2

Taki koszt wymusza, aby faczac minimalizo-
wacé wysokos¢ wynikowego drzewa poprzez
przytaczanie mniejszego drzewa pod wieksze.

Em
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Operacje na zbiorach Union-Find

Kompresja Sciezki

@ Kolejna modyfikacja polega na kompresji sciezki podczas wykonywania
funkgji Find — koszt tej funkgji jest duzo wiekszy niz Union.

@ Koszt Find(i) jest zwiazany z dtugoscia Sciezki od wierzchotka i do
korzenia r drzewa.

® i,vi,Vo,...,V, 1,r — $ciezka od i do r.

@ Kompresja Sciezki to uczynienie kazdego wierzchotka v; synem
korzenia r:
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Operacje na zbiorach Union-Find
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Operacje na zbiorach Union-Find

Implementacja moze by¢ oparta o tablice.
Inicjowanie:

COUNTIi]| =1 1 <i < n— licznos¢ zbioru, ktéremu odpowiada i-ty

wezet

NAME[i| =i 1 < i < n— nazwa zbioru i-tego el.

FATHER[i] =0 1 < i < n— czyli kazde drzewo to pojedynczy wezet.

ROOTI[i] =i 1 < i < n— id wezfa-korzenia i-tego zbioru

na poczatku wezet = korzen
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Operacje na zbiorach Union-Find

ind(i)

s T

opréznij liste LIST;
V=i;
while (FATHER[v] # 0 )
{
dodaj v do LIST,;
v=FATHER]v];

©o [ ~ (=)} o » w N =

}

{ v jest teraz korzeniem }

foreach (w € LIST)
FATHER[w]=v;

return NAME|v];

=
N [ o

-
w

H
»
-
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Operacje na zbiorach Union-Find

1+ Union(i, j k)
2 {

3 if (COUNT[ROOT]i]] > COUNT[ROOT]Ij]] )

a zamieniamy rolami i z j;

5 LARGE=ROOTI[jJ;

6 SMALL=ROOTIi];

7 FATHER[SMALL]=LARGE;

8 COUNT[LARGE]=COUNT[LARGE]+COUNT[SMALL];
0 NAME[LARGE]=k;

10 ROOT[k]=LARGE;

1}
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Operacje na zbiorach Union-Find

Ztozonosé

n instrukcji Union-Find teraz ma ztozonos¢: O(nlog* n).

log*n= G(n) =argmin F(i) > n

i| F(i)
0 1
Fo) = 1, o2
- F(i—1)
F(i) 2 i>0 3l 16
4 | 65536
5 265536
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Cller
Algorytm Tarjana

@ Mamy drzewo T i chcemy wyznacza¢ pierwszego wspélnego przodka
dla zadanych par wierzchotkéw drzewa. Czyli taki przodek p i g, ktéry
jest przodkiem obu wierzchotkéw i ma najwyzszy stopien (najgtebszy).

@ Algorytm offline: dla zadanych z géry par wierzchotkéw znalez¢
odpowiedzi.

Oznaczenia:
o r — korzen drzewa.
@ n.children — dzieci wierzchotka n.
@ P zbiér par wierzchotkéw dla ktérych szukamy wspélnych przodkéw.
°

W pierwszym kroku wykonywane jest wywotanie:
Tarjan(r)

(]

Bedziemy korzysta¢ z operacji na zbiorach roztacznych:
Find, Union, MakeSet
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Operacje na zbiorach

1 function Init (T)

2 foreachv in T
3 v. color = white;
4 end

1 function MakeSet(x)
2 x. father = 0;

3 x.count =1,

4 end
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Operacje na zbiorach Union-Find

1 function Tarjan(u)

b g
/\ /\ 2 MakeSet(u)
3 u.ancestor = u;
cdhi 4 foreach v in u.children do
‘ 5 Tarjan(v);
j 6 Union(u,v);
7 Find(u). ancestor = u;
s u.color = black;
o foreach v such that (u,v) in P do
10 if v.color == black then
1 wynik += [(u,v) —> Find(v).ancestor];
12 end

Jak optymalnie dobra¢ strukture P? Set of sets. ..
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Operacje na zbiorach Union-Find

Drzewa przedziatowe

@ Drzewo przechowuje pewne informacje o przedziatach a nie tylko
punktach /wartosciach

o Kazdy wierzchotek opisany jest wiec przez punkt i dodatkowe
informacje. Np. szeroko$¢ przedziatu, ale czesto i inne parametry jak
liczba punktéw, wartosci $rednie duzych przedziatéw/poddrzew.

Czasy operacji na drzewie: O(nlog n) (zaktada sie, ze mamy realizacje
przez drzewa binarne zréwnowazone, np. czerwono—czarne)
Przydatne w przerdznych zastosowaniach:

@ Aktywne przechowywanie ,zajetych” przedziatéw.
@ Czy punkt nalezy do ktéregos z przedziatéw?

@ Wszelkie inne dynamiczne operacje na przedziatach, jak taczenie,
usuwanie, ...

o lle jest punktéw/kluczy pomiedzy a i b?
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Grafy — problem silnie spéjnych sktadowych

@ Silnie spojng sktadowa grafu G = (V/, E) jest maksymalny zbiér
U C V taki, ze dla kazdej pary wierzchotkéw v i u istnieje $ciezka z v
douizudov.

o Czes¢ algorytmoéw grafowych wykorzystuje algorytm podziatu na silnie
spojne skfadowe. Nastepnie rozwigzuje w ramach sktadowych
podproblemy i finalnie faczy rezultaty.

@ Zobaczymy, ze mozna to zrobi¢ za pomoca dwukrotnego
przeszukiwania w giab.
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Problem silnie spéjnych sktadowych

Transpozycja grafu G(V,E) to GT(V,ET) gdzie
ET ={(u,v): (v,u) € E}.

Wazne: Ztozonoé¢ wyznaczenia GT wynosi O(V + E).

Wtasnosé: G i G sktadaja sie z tych samych silnie spsjnych sktadowych.
Jesli u i v s3 osiagalne jeden z drugiegow G toiw G'.

W celu wyznaczenia silnie spéjnych skfadowych bedziemy stosowa¢ dwa
przeszukiwania w ghab, jedno dla grafu G a drugie dla grafu G7.
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Problem silnie spéjnych sktadowych

1 procedure SilnieSpojneSktadowe( G(V, E))

2 wykonaj DFS(G) zapamietujac f[u] (czas

3 przetworzenia kazdego wierzchotka u);

wyznacz GT:

wykonaj DFS(GT(V,ET)), przy czym gtéwna petla DFS

IS

5

6 analizuje wierzchotki w kolejnosci malejacych
7 wartosci f[u];

8 wypisz wierzchotki z kazdego drzewa lasu

9 przeszukiwania w glab dla G7 jako oddzielng
10 sktadows;

11 end

NJ (KIS) Algorytmy 64 /220



Problem silnie spéjnych sktadowych

[sktadowe = drzewa z czerwonych krawedzi]

(=)

BN
o=

O D—6=0

Gskadowych
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Problem silnie spéjnych sktadowych

@ Warto zauwazy¢: jesli u i v naleza do tej samej silnie spéjnej
sktadowej (sss) i wierzchotek w lezy na Sciezce z u do v lub z v do u,
to

w musi naleze¢ do tej samej silnie spéjnej sktadowe;j.

Wiemy ze istnieje u ~> w,
mamy takze: w ~» v~ U= w ~ w.
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Problem silnie spéjnych sktadowych

@ DFS zawsze umiesci wierzchotki danej silnie spdjnej sktadowej w tym
samym drzewie przeszukiwania w gtab.

Niech r bedzie pierwszym odwiedzonym wierzchotkiem pewnej silnie
spojnej sktadowej. Wtedy pozostate wierzchotki tej SSS s3 biafe.

Z witasciwosci DFS mamy, ze kazdy wierzchotek osiagalny
z r i nieodwiedzony bedzie odwiedzony i dopisany do drzewa do
ktérego nalezy r.

Z drugiej strony wiemy, ze istnieje droga z r do kazdego wierzchotka
silnie spdjnej sktadowej. Czyli drzewo z r zbudowane przez DFS bedzie
zawiera¢ wszystkie osiggalne z r wierzchotki.
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Problem silnie spéjnych sktadowych

Praprzodek ¢(u) wierzchotka u:
o(u) =w : u~ wA f[w] jest najwicksze dla DFS(G)

f[w] — czas przetworzenia w przez DFS(G) (nie G ™I1).

Whasciwosci praprzodka:
mozliwe jest ze: ¢(u) = u.
co daje: fu] < flo(u)] (%)

u~~v= flp(u)] > flo(v)]

poniewaz {w : v ~» w} C{w:u~> w}.

Z powyzszego: f[p(u)] > fp(d(u))], a z (x) mamy
Flo(u)] < flp(o(w))],
cayli: F[o(0)] = Fo(6(0))],
a ostatecznie mamy ¢(u) = ¢(¢(u)) (poniewaz nie ma 2 wierzchotkéw
o tym samym czasie przetworzenia).

NJ (KIS) Algorytmy 68 /220



Problem silnie spéjnych sktadowych

@ W kazdym przeszukiwaniu w gtab praprzodek ¢(u) jest przodkiem w.
gdy ¢(u) = u — oczywiste.
wpp. — rozwazymy kolory ¢(u) w kroku d[ul:
1 — ¢(u) — niebieski (przetworzony)
wtedy: f[p(u)] < flu] — sprzecznos¢ z wi. praprzodka.
2 — ¢(u) — czerwony (przetwarzany), to jest przodkiem (doszlismy z

¢(u) do ul).

3 — ¢(u) — biaty (nieodwiedzony)

Ui biate.............. d(u) — flp(u)] < flu] (czyli nie jest
praprzodkiem)

u.......niebiaty(t)..biate.....¢)(u) — t—czerwony (od nieb. do biatego
nie ma krawedzi). Wtedy ¢(u) stanie si¢ potomkiem t co daje:
flo(u)] < f[t], czyli zty wybér praprzodka (sprzecznosé).
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Problem silnie spéjnych sktadowych

@ Z powyzszego i z definicji praprzodka:
ui ¢(u) leza w tej samej silnie spojnej sktadowej (istnieje Sciezka z u
do ¢(u) i odwrotnie).

@ Dwa wierzchotki u i v leza w tej samej silnie spéjnej sktadowe] <~
maja tego samego praprzodka. (!!)
=
Gdy u i v w tej samej sktadowej, to kazdy w osiagalny z u jest
osiagalny z v i odwrotnie. Czyli ¢(u) = ¢(v).
=
o(u) = ¢(v). Wiemy tez, ze u i ¢(u) naleza do tej same;j silnie spdjnej
sktadowej. To samo zachodzi dla v. Czyli ui v s3 w tej samej sss.

@ Konkluzja: Praprzodek r + wierzchotki dla ktérych r jest
praprzodkiem tworza sss!
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Problem silnie spéjnych sktadowych

@ Przeszukiwanie DFS dla G rozpoczyna sie od wierzchotka r z
najwiekszym czasem przetworzenia f[.]. Czyli r musi by¢
praprzodkiem.

Inne wierzchotki silnie spéjnej sktadowej z r, to te dla ktérych r jest
praprzodkiem!

Czyli s3 to wszystkie wierzchotki, dla ktérych r jest osiggalne i nie
jest osiagalny zaden inny w. z f[.] wiekszym od f[r] (czyli wszystkie
Vv~ ).

Czyli takie, ktére s osiagalne z r w G 7.

Po wyznaczeniu pierwszego drzewa z DFS dla G (pierwszej sss).
DFS jest kontynuowane i rozpoczyna od nieodwiedzonego jeszcze
wierzchotka r’ o maksymalnym f[.].

Jak poprzednio (nieodwiedzone) wierzchotki z ktérych r’ jest osiagalny
sktadaja sie na sss. Czyli wierzchotki nieodwiedzone osiagalne z r' w
GT skfadaja sie na kolejna sss.
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SSS, Punkty artykulacji i mosty

@ SSS vs drogi miasta — wyznaczanie krytycznych odcinkéw drég.

@ Punkt artykulacji = wierzchotek (skrzyzowanie), ktérego usuniecie
rozspéjnia graf.

@ Most = krawedz, ktérej usuniecie rozspdjnia graf.
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Problem silnie spéjnych sktadowych

Zadania

@ Analiza algorytmu.
o Jak wyznaczy¢ graf sktadowych? Podaj algorytm.
@ Jak wyznaczy¢ punkty artykulacji i mosty? Podaj algorytm.
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Problem spetnialnosci regut logicznych — SAT

L=x1P1xF2... Bp_1Xn

@ Problem SAT: Czy zadana reguta logiczna L oparta o zmienne logiczne
X1, ..., Xp jest spetnialna?

@ Czyli czy istnieje pewne przypisanie wartosci prawda lub fatsz
zmiennym x;, dla ktérego reguta L byta spetniona?

@ W ogdlnosci wyrazenie L moze sktadaé sie z réznych operatoréw
logicznych: =, VvV, A, = , XOR,V,3,...

@ Dla wiekszosci typow regut logicznych nie ma efektywnych
(wielomianowych) algorytméw. Co pozostawia testowanie 2"
mozliwych uktadéw prawda/falsz.
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Rézne formy reprezentacji regut logicznych. Np. CNF i DNF

@ CNF (conjunction normal form)

L=(p11V...VPpi)AN(P21 V...V P2x) Ao (Pr1 V..oV Prk,)

@ DNF (disjunction normal form)

L:(p11/\.../\plkl)V(pzl/\.../\pgkz)V...(pnl/\.../\pnkn)

gdzie p;; to pewna zmienna xg lub —xg.
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k-CNF i 2-CNF

@ k-CNF (conjunction normal form)
L=(p1aV...Vpik)A(p2a V...V par) Ao c(pni V..V Prk)
@ 2-CNF (conjunction normal form)

L= (p11Vp12) AN(p21Vp22)A...(Pa1V Pn2)

Dla dowolnej postaci regut logicznych problem jest NP-zupetny
Dla 3-CNF problem jest NP-zupetny
Dla 2-CNF problem ma efektywny algorytm!
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Algorytm spetnialnosci regut typu 2-CNF

@ Przejscie z 2-CNF do postaci koniunkgji implikacji
@ Analiza silnie spéjnych skfadowych
@ Ustalenie konsekwencji wynikajacych z SSS

@ Mozliwos¢ wyznaczenie wartosci zmiennych x; realizujacych
spetnialnos¢ formuty, jesli tylko to mozliwe.
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Przejscie z 2-CNF do postaci koniunkcji implikacji

(xoV—x3)=(—x = —x3)=(3 = x0)

= q|

plalp ~q = -p|-pVgq
001 1 1
0l1]1 1 1
1100 0 0
1111 1 1
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Problem spetnialnosci regut logicznych

(Xo V X2) A (Xo \Y —|X3) A (X1 \Y —'X3) A (X1 V —'X4)/\
(X2 V —|X4) VAN (Xo V —|X5) VAN (X1 \Y —|X5) VAN (X2 V —|X5)/\
(x3V x6) A (xa Vx6) A (x5 V Xp)

(it
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Problem spetnialnosci regut logicznych

1+ function Test 2CNF(CNF _rule)
2 CNF _rule —> Graf implikacji G
3 SSS = Silnie_spojne _skladowe(G)

4 foreach v in V do

5 if SSS[v] == SSS[-v] then
6 return false ;

7 return true;

s end

Zmienne nalezace do jednej SSS skfadowej musza mie¢ taka sama wartos¢!
Czyli nie moga do SSS naleze¢: xj i —xk.
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Problem spetnialnosci regut logicznych

1 function Test 2CNF(CNF _rule)

2 CNF _rule — Graf implikacji G

3 SSS = Silnie_spéjne _sktadowe(G)

4 foreach v in V do

5 if SSS[v] == SSS[-w] then return false;

6 Tworzenie grafu silnie spéjnych sktadowych

7 L = list of SSS; porzadek zgodny z drugim DFS
8 foreach c in L do

9 if all v in c bez przypisanych wartosci

10 ustawi¢ wszystkie v na false

11 ustawi¢ wartosci komplementarne —v na true
12 else

13 nieustalone wartosci v na wartos¢ dowolnej
14 ustalone] v’ z tej sktadowej ¢

15 (a komplementarne —v na ich negacje)

16 return wektor wartosci zmiennych x;

17 end

Tak wyznaczone wartosci zmiennych logicznych spetniaja regute. Nieustawione
wartosci x; mogg mie¢ dowolne wartosci.
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Cykl Eulera

Cyklem Eulera nazywamy taki cykl w grafie G(V/, E) (skierowany badz
nie), ktory przechodzi przez wszystkie krawedzie doktadnie raz i przez kazdy
wierzchotek przynajmniej raz.
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Cykl Eulera

Dla grafu spéjnego skierowanego:
Cykl Eulera istnieje wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego wierzchotka liczba
krawedzi wchodzacych i wychodzacych jest réwna.

Dla grafu spdjnego nieskierowanego:
Cykl Eulera istnieje wtedy i tylko wtedy gdy stopien kazdego wierzchotka
jest parzysty.
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Cykl Eulera

1 CyklEulera(G, u) {

2 push(STOS,u);

3 while (STOS = 0){

4 v=top(STOS);

5 if (S[v]==0)

6

7 pop(STOS);

8 LISTA < v; {wstaw v na poczatek}
9 lelse

10 {

11 w=pop(S[v]);
12 push(STOS,w);
13 }

14 }

15 return LISTA;

16 }
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Cykl Eulera

1-2-5-6-2-3-4-1

1-0-7-8-2-3-4-1-5-6-1
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Problem maksymalnego przeptywu

Problem maksymalnego przeptywu

@ Sieci przeptywowe

o Zrédfo (s) i ujscie (t)

@ Transport (przeptyw) towaru od zrédta wytwarzania do ujscia (miejsca
zuzycia).
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Problem maksymalnego przeptywu

@ Zastosowania:
s Modelowanie przeptywu cieczy w sieci kanatéw, przepustowosci drég
publicznych.
@ Przeptyw informacji w sieciach komunikacyjnych (Internet, telefonia
cyfrowa).
o Modelowanie przeptywu pradu w sieciach energetycznych.
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Problem maksymalnego przeptywu

Wierzchotki — miejscowosci (czy komputery, routery, switche, ...)

°

o Krawedzie — kanaty przeptywu (informacji, cieczy, towaru, ...)

@ Waga krawedzi definiuje maksymalna przepustowos¢ krawedzi (tacza).

@ Wierzchotki na sciezkach pomiedzy zrédtem i ujsciem sa
wykorzystywane do realizacji przeptywu.

@ Szybkos¢ wptywania do wierzchotka musi by¢ taka sama jak
wyptywania (wtasnos¢ zachowania przeptywu)!

@ Towar/Informacja nie jest przetrzymywany(-a) w wierzchotkach.

@ Maksymalny przeptyw = maksymalna predkos¢ z jaka mozna
transportowa¢ towar ze zrédta do ujscia.
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Problem maksymalnego przeptywu

Sie¢ przeptywowa to graf G(V, E), gdzie dla kazdej krawedzi (u, v)
mamy okreslone c(u, v) > 0, co odpowiada przepustowosci krawedzi.
Jesli (u,v) € E to c(u,v) =0.

Sie¢ przeptywowa ma wyréznione dwa wierzchotki: zrédto s i ujscie t.
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Problem maksymalnego przeptywu

Przeptyw sieci

Przeptyw sieci G to funkcja f : V x V — R, ktéra spetnia trzy warunki:

@ Warunek przepustowosci: dla wszystkich v i v mamy
f(u,v) < c(u,v).

Oznacza to, ze przeptyw nie moze przekraczac przepustowosci.

@ Warunek skosnej symetrycznosci: dla wszystkich u i v mamy
f(u,v) = —f(v,u).

Mamy wiec: f(u,u) = —f(u,u), czyli f(u,u) =0.
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Problem maksymalnego przeptywu

@ Warunek zachowania przeptywu: dla kazdego u € V — {s, t} mamy

Z f(u,v)=0.

vev

Warunek wymusza aby caty towar wptywajacy do u wyptywat z u
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Problem maksymalnego przeptywu

Z warunku skosnej symetrycznosci i zachowania przeptywu mamy:
Dla kazdego v € V — {s, t}

Z f(u,v)=0.
ueV

f(u, v) nazywa sie przeptywem netto z wierzchotka u do v (moze by¢
dodatni badz ujemny).
Wartos¢ przeptywu |f| definiuje sie jako

1| = Z f(s,v)
veV

faczny przeptyw netto wyptywajacy ze zrédta s. Jak potem zobaczymy
bedzie réwny catkowitemu wptywowi do t.
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Problem maksymalnego przeptywu

przeptyw / przepustowosc
12/12

11/14
UWAGA: Prezentujemy TYLKO dodatni przeptyw netto (f(u,v) > 0).
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Problem maksymalnego przeptywu

41110 4118/10 3/4|18/10 4|(5/10 2/41]10

JORIC I IIC I
a — przepustowosci G

b -8zv;dow

c —-8zvidowi3zwdow

d — po REDUKCIJI: 5z v; do v,

Czyli nie ma sensu wozenie tego samego towaru z v; do v» i z v» do vy.
e — dodatkowo 7 z v, do »;
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Problem maksymalnego przeptywu

Sieci z wieloma zrédtami i wieloma ujsciami

Problem maksymalnego przeptywu mozna takze zdefiniowa¢ dla wiecej
niz jednego zrédta i wickszej liczby ujsc.

Na szczescie problem maksymalnego przeptywu w takim przypadku jest
tak samo trudny. Co wiecej problemy sa réwnowazne.

Mozna wprowadzi¢ super-zrédta s ktére bedzie potaczone z kazdym

zrédtem s; (i =1,..., n) krawedzia o przepustowosci co. Wprowadzamy
analogicznie super-ujscie t, do ktérego wpadaja krawedzie z kazdego ujscia
t; (j =1,..., m) takze o nieskoniczonej przepustowosci.
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Problem maksymalnego przeptywu
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Problem maksymalnego przeptywu

Zmiana notacji:

V-s=V-{s}
Niech
FXY) =) flxy)
xeX yeY

Wtedy prawo zachowania przeptywu to: f(u,V)=0dlaue V —s—t.
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Problem maksymalnego przeptywu

Lemat
Zachodza nastepujace wtasnosci:

F(X,X)=0 XCV

FX,Y)=—F(Y,X) X,YCV
Niech X,Y,ZC Vi XNY =0, wtedy:

FIXUY,Z)=f(X,2Z)+f(Y,2)

F(Z,XUY)=f(Z,X)+f(Z,Y)
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Problem maksymalnego przeptywu

Mozemy pokazaé¢, ze
[l =£(V,1)

Czyli, ze taczny przeptyw jest réwny catkowitemu wptywowi do ujscia.

Ifl = f(s,V)
= f(V,V)—f(V—5s,V)
= f(V,V—5s)
= f(V,t)+f(V,V—-s5—1t)
= f(V,t)
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Metoda Forda-Fulkersona
Metoda Forda-Fulkersona

Start: ¥, f(u,v) =0

Sciezka powiekszajaca — $ciezka ze zrédta s w G do ujécia t po ktérej
mozemy przesta¢ wiekszy przeptyw.

Iteracyjnie, przeptyw jest powiekszany o mozliwosci jakie daje kazda
Sciezka powiekszajaca.

Koniec gdy nie istnieje zadna sciezka powiekszajaca z s do t.
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

1 procedure Ford—Fulkerson

> begin

3 inicjowanie f na 0

a while istnieje Sciezka powiekszajaca p do
5 powieksz przeptyw f wzdtuz p

6 return f

7 end
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Jak wyznacza¢ sciezki powiekszajace? Sieci residualne

Sie¢ residualna dla grafu G skfada sie z krawedzi, ktére dopuszczaja
wiekszy przeptyw netto.

Przepustowoscia residualna dla (u, v) nazywamy dodatkowy przeptyw w
G zdefiniowany poprzez:

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v).

np. c(u,v) =10, f(u,v) =6, to ¢cr(u,v) =4
6/10 4
s 00 @ 0——@
Czyli przepustowos¢ residualna to niewykorzystana przepustowosé¢
krawedzi w sieci grafu G.

NJ (KIS) Algorytmy 102 /220



Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Gdy przeptyw netto jest ujemny przepustowo$¢ residualna moze by¢
wigksza niz c(u, v).
np. c(u,v) =10, f(u,v) = —6, to ¢r(u,v) =16

—6/10

CO—® TO——©

NJ (KIS) Algorytmy 103 /220



Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Siecia residualng dla G = (V/, E) indukowang przez f nazywamy sie¢
Gr = (V, Ef) taka, ze

Er ={(u,v) € V x V:cr(u,v) > 0}.

Czyli sie¢ sktada sie z tych samych wierzchotkéw co G, ale krawedzie
tworza przepustowosci residualne czyli krawedzie umozliwiajace uzyskanie
dodatniego przeptywu netto.
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

12/12

15/20
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Liczba krawedzi residualnych |Ef| jest ograniczona z géry przez 2|E|.

Lemat

Mamy sie¢ G, zrédto s, ujscie t, przeptyw f dla G, sie¢ residualng Gr dla
sieci G indukowana przez f. Niech f’ oznacza przeptyw w sieci Gr wtedy
suma przeptywéw f + f’ jest przeptywem w sieci G o wartosci

[F+ £ = f] + |7

Dowdd:
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Problem maksymalnego przeptywu

1. skosna symetryczno$¢:

(f + f)u,v) = F(u,v)+f(u,v)
—f(v,u) — f'(v,u)
—(f(v,u) + f'(v,u))
—(F+ f)(v,u)
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Problem maksymalnego przeptywu

2. przepustowosc
wiemy: f'(u,v) < cr(u, v)

(f+f)(u,v) = f(u,v)+f(u,v)
< f(u,v)+ (c(u,v) — f(u,v))
= c(u,v)
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Problem maksymalnego przeptywu

3. zachowanie przeptywu
YVueV—-s—t

S(F+)uv) = ) (Flu,v) + F(u,v))

vev vev
= Y Fuv)+ ) f(u,v)
vev vev
= 0+0
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Wartos¢ przeptywu |f + f'| wynosi:

F+f] = D (F+F)(sv)

vev

= ) (f(s,v) +f'(s,v))
vev

= Zf(s,v)—i-Zf’(s,v)
veV veVv

= |f+IF
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Sciezki powiekszajace — formalnie

Dla sieci G i przeptywu f Sciezka powiekszajaca p jest kazda Sciezka z
zrédta s do ujscia t w sieci residualnej Gr.

12/12
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Problem maksymalnego przeptywu

Przepustowos¢ residualna sciezki p:

cr(p) = min{cr(u,v) : (u,v) lezy na $ciezce p}
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Lemat
Mamy sie¢ G, przeptyw f sieci G, Sciezke powiekszajaca p w sieci Gf.
Zdefiniujmy funkcje f, : V x V — R
cr(p)  jesli (u,v) jest na p
fo(u,v) =< —cr(p) jesli (v, u) jest na p
0 wp.p.
Wtedy f, jest przeptywem w sieci G¢ o wartosci |f,| = c¢(p) > 0.

Z powyzszego lematu wynika, ze dodajac przeptyw f, do f otrzymujemy
wiekszy przeptyw w G.
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Przekroje w sieciach

Mamy sie¢ G = (V, E). Przekrojem (S, T) nazywamy taki podziat V na S
iT,zese€SiteT,iT=V-5.

Wtedy przeptyw netto przez przekréj to (S, T).

A przepustowos¢ przekroju: ¢(S, T).

12/12
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Niech f bedzie przeptywem netto w G, a (S, T) przekrojem. Wtedy
przeptyw przekroju réwny jest przeptywowi sieci f(S,T)=|[f|.
Dowéd:

f(S,T) = f(S,V)-1£(S,5)
= f(5,V)
= f(s,V)+f(S—5s,V)
= f(s,V)

fl
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Skad wnioskujemy:

Wartos¢ dowolnego przeptywu f w G jest nie wieksza niz przepustowosé¢
dowolnego przekroju w G.

Dowéd:

fl = £(5.7)

= ZZf(u,v)

ueSveT

< ZZC(U, v)

ueSveT

= ¢S, T)
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G
Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym

przekroju

Dla sieci G o zrédle s i ujsciu t nastepujace trzy warunki s3 réwnowazne:
@ Przeptyw f jest maksymalny.

@ Siec residualna Gy nie zawiera Sciezek powigkszajacych.

@ Dla pewnego przekroju (S, T) w G zachodzi: |f| = ¢(S, T).

1=2
zatézmy przeciwnie: f przeptyw maksymalny, a Gr ma Sciezke
powiekszajaca. Wtedy jednak wiemy, ze f + f, bedzie przeptywem

wigkszym niz f.
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

2=3
Niech S bedzie zbiorem wierzchotkéw osiggalnych z s:

S={veV:is~vwG}.

T=V-S.

Poniewaz nie istnieje $ciezka powiekszajaca z s do t w Gr, to mamy
f(u,v) =c(u,v), gdy tylko u € Siv e T. W przeciwnym przypadku v
bytby w S. Mamy wiec: (S, T)=¢(S,T) =|f].

3=1

dla kazdego przekroju zachodzi: |f| < ¢(S, T). Czyli |[f| =¢(S,T)
oznacza, ze jest to maksymalny posréd mozliwych przeptywéw.
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

1 procedure Ford—Fulkerson(G,s,t)
2 begin

3 foreach (u,v) € E do

4 begin f(u,v)=0; f(v,u)=0; end

5

6 while istnieje $ciezka p z s do t w Gr (graf
7 residualny ) do

8 begin

9 cr(p) = min{ce(u,v) : (u,v) jest na p}
10 for kazda krawedz (u, v) na p do

11 begin f(u,v) = f(u,v) + cr(p);

12 f(v,u) = —f(u,v)

13 end

14 end

15 end
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Problem maksymalnego przeptywu Metoda Forda-Fulkersona

Gdy zatozy¢, ze przepustowos¢ bedzie wyrazana w liczbach catkowitych
to ztozonos¢ algorytmu wynosi O(E|f*|), gdzie f* jest maksymalnym
przeptywem.

Woynika to z faktu, iz znalezienie sciezki powiekszajacej w Gy jest
proporcjonalne do E (np. poprzez przeszukiwanie w gtab), a kazde
powigkszenie $ciezki moze w najgorszym razie poprawi¢ przeptyw netto o 1.
Warto uzywa¢, gdy |f*| jest nie za duze.

Zastepujac przeszukiwanie w gtab na przeszukiwanie wszerz aby znalez¢
Sciezke powiekszajaca w grafie residualnym ztozonos¢ redukuje sie do
O(VE?)
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ity CE s
Metody przedprzeptywowe

@ Aby wyobrazi¢ sobie jak dziata ta metoda lepiej mysle¢ o przeptywie
wody, ktéra moze ptynaé tylko w dot.

@ Na potrzeby algorytmu kazdy wierzchotek bedzie miat zbiornik o
nieograniczonej pojemnosci. Kazdy wierzchotek wraz z przytaczami rur
umieszczamy na specjalnej platformie, ktérej pozycja bedzie
podnoszona wraz z dziataniem algorytmu.

@ Wysokos¢ wierzchotka bedzie w istotny sposéb wptywaé na przeptyw!!!

@ Metoda przedprzeptywowa nie bedzie utrzymywata witasnosci
zachowania przeptywu. Natomiast bedzie spetniony warunek stabszy:

f(V,u) >0, ktory okresla sumaryczny wptyw do pewnego wierzchotka
u(ueV—s).
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

@ u bedzie wierzchotkiem nadmiarowym, gdy f(V,u) > 0 (nadmiar:
elu] = f(V,u)).

@ Przeptyw jest realizowany tylko do wierzchotka potozonego nizej, ale
funkcja przeptywu moze mie¢ wartosci dodatnie skierowane do
wierzchotka potozonego powyzej.

@ Wysokos¢ zrédta wynosi |V|, a ujscia 0 — to nie podlega zmianie.

@ Wysokosci pozostatych wierzchotkéw sa ustawione na poczatkowa
wartos¢ 0 i beda rosty.

@ Startujemy z realizacja catego przeptywu, wyptywajacego ze zrédta
wypetniajac maksymalnie istniejace odprowadzajace rury.

@ Woda najpierw trafia do zbiornika a nastepnie jest kierowana do
potozonych nizej wierzchotkéw.

@ Jednak problem polega na tym, ze aby woda ptyneta dalej wierzchotek
musi by¢ powyzej niewypetnionych jeszcze innych wierzchotkéw
potaczonych rurami. Tak moze nie by¢.
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

@ W takich przypadkach bedziemy podnosi¢ wysokos$¢ wierzchotka, aby
nadmiar wody mégt sptynac nizej.

@ Wysokos¢ takiego wierzchotka podnosimy o 1 wiecej niz wysokosé
najnizszego wierzchotka do ktérego prowadzi niewypetniona w catosci
rura.

Dzieki temu pewien nadmiar wody bedzie mégt sptyna¢ w dét.

@ Po powtdrzeniach tej operacji w koncu cata woda sptynie do ujscia.
Jednak nie wiecej niz to mozliwe — dzieki ograniczeniu przepustowosci
krawedzi.
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

@ Jednakze tak uzyskany przeptyw moze by¢ nielegalny poniewaz moze
pozosta¢ woda w zbiornikach wierzchotkéw, ktéra nie ma jak sptynac.

@ Taki nadmiar cofany jest do zrédta poprzez podnoszenie wysokosci
wierzchotkéw powyzej wysokosci zrédta |V|. A w algorytmie bedzie to
realizowane przez kasowanie przeptywéw nadmiarowych.

@ Po oproznieniu zbiornikéw uzyskujemy legalny i maksymalny przeptyw.
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ity CE s
Operacje PUSH i LIFT

@ Algorytm sktada sie z szeregu wykonan operacji przesytania nadmiaru
wody (PUSH) i podnoszenia wysokosci wierzchotkéw (LIFT).
@ Funkcja h: V — N jest wysokoscig w sieci G = (V/, E) ze zrédtem s i
ujsciem t, gdy:
> h(s) = |V,
@ h(t)=0,
o h(u) < h(v)+1, gdy (u,v) jest krawedzia residualng — (u, v) € E¢.
Czyli gdy h(u) > h(v) + 1, to (u, v) nie jest krawedzig w grafie
residualnym.
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

@ Operacje PUSH(u, v) mozna stosowaé <= u jest wierzchotkiem
nadmiarowym (e[u] > 0) i h(u) = h(v) + 1 (tj. jest co$ do przelania i
u jest bezposrednio nad v).

@ e[u] bedzie nadmiarem wody przechowywanym w wierzchotku u.

@ dr(u, v) przechowuje informacje o wielkosci przeptywu jaki mozna
przesta¢ z u do v.

1+ procedure PUSH(u,v)

2 df(u,v) = min(e[u], cr(u, v))
3 flu,v] = flu, v] + df(u, v)

4 flv,u]l = —flu, v]

5 e[u] = e[u] — df(u, v)

6 ; e[v] = e[v] + dr(u,v)
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

@ Warto zwréci¢ uwage, ze gdy f jest przedprzeptywem to po wykonaniu
PUSH(u, v) tez bedzie przedprzeptywem.
@ Operacja PUSH(u, v) przesyfania jest nasycajaca, gdy po jej
wykonaniu ¢¢(u, v) = 0.
@ Operacja LIFT(u) jest wykonywana gdy:
u jest nadmiarowy
@ Vv (u,v) € Er = hlu] < h[v] - tj. woda nie moze sie przelac.

1 procedure LIFT(u)
2 hlu] = 14 min(h[v] : (u,v) € Ef)
s end

@ Operacja LIFT jest stosowana tylko, gdy woda mogta by sie przela¢ z
wierzchotka u, ale nie moze.
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

1 procedure |Initialize PreFlow (G,s)
2 foreach v € V do

3 h[u]=0, e[u]=0;

a foreach (u,v) € E do

5 f[u,v]=0, f[v,u]=0;
s h[s]=|V];

7 foreach u € S[s] do
8 begin

0 f[s,ul=c[s,ul;
10 flu,s]=—clu,s];
1 e[u]=c[s,u];

12 end

13 end
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

1 procedure Generic_PreFlow PUSH(G)

2 Initialize_ PreFlow (G,s);

3 while mozna stosowaé operacje przestania
a lub podniesienia do

5 wybierz jedna z operacji i wykonaj;
s end
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

Ztozonos¢ metody przedprzeptywowej

Ograniczenie na liczbe podnoszen: < 2|V/2.

Ograniczenie na liczbe przestan nasycajacych: < 2|V/||E]
Ograniczenie na liczbe przestan nienasycajacych: < 4|V/|2(|V| + |E|)
Ostatecznie zfozonos¢ wynosi: O(V2E)
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Metody preedpraeplywowe
Od O(V2E) do O(V?3) — Podnies i przesun na poczatek

@ Aby osiagna¢ powyzsza ztozonos¢ nowy algorytm bedzie bazowat na
liscie wierzchotkéw L, co bedzie regulowato scislej kolejnoscia
wykonywanych operacji PUSH i LIFT.

@ Lista ta bedzie przegladana od poczatku w poszukiwaniu wierzchotka
nadmiarowego.

@ W nastepnym kroku nastepuje catkowite roztadowanie takiego

wierzchotka (poprzez wykonywanie operacji PUSH i LIFT az do
skutku).

o Jesli wierzchotek podczas roztadowywania ulegt podniesieniu zostaje
przeniesiony na poczatek listy L, a gtéwna petla algorytmu rozpoczyna
prace od poczatku listy L (w ponizszej implementacji tak naprawde od
drugiego wierzchotka).
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

Discharge(u) {
while (e[u]>0)

1
2
3
4 v=currentS[u];

5 if (v==NULL) // po ostatnim sasiedzie
6

7

8

9

{

LIFT(u);
} currentS [u]=head[S[u]];
10 else if (cr(u,v) > 0 && h[u]l==h[v]+1)
11 PUSH(u,v);
12 else currentS [u]=nextS|v];

13 }
14 }
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Problem maksymalnego przeptywu Metody przedprzeptywowe

1 Lift_To_Front(G,st) {

2 Initialize_PreFlow (G,s);

3 L=V—s—t;

4 foreach (ve V—s—1t)

5 currentS [u]=head[S[u]]
6 u=head[L];

7 while (u != NULL)

s {

9 oldHeight[u]=h][u];

10 Discharge(u);

11 if (h[u]>oldHeight )
12 przesuh u na poczatek L;
13 u=nextS|[u];

14 }
15}
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Algorytmy plecakowe

@ Trzy rézne problemy ,fadowania” plecaka = trzy rézne algorytmy

o Niewielka zmiana definicji problemu = wielka zmiana koncepgji
optymalnego rozwiazania, wielka réznica w ztozonosci
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Ciagty problem plecakowy

(]

Mamy plecak o pojemnosci W.

(]

Mamy dany zbiér N towaréw. Kazdy towar ma swoja cene ¢; i
wielko$¢ w;.

Kazdego towaru mozna wzia¢ dowolng ilos¢ lecz nie wiecej niz w;.

(]

tacznie nie mozna wzig¢ wiecej towaréw niz W.

(]

Wartos¢ zatadowanego plecaka ma by¢ najwieksza.

Co rozwiazuje problem?

NJ (KIS) Algorytmy 136 /220



Algorytmy plecakowe

@ Wyznaczmy wzgledng warto$¢ towaréw:

Ci
qi = —
w;i

@ Teraz wiemy co jest najbardziej wartosciowym towarem, czy to zfoto,
czy biata herbata, czy diamenty???
@ Sortujemy ciag g; od najwartosciowszego towaru.

@ Bierzemy kolejno towary, zgodnie z posortowaniem, ktére mieszcza sie
w plecaku az do petnego wypetnienia (lub braku towaréw).
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Algorytmy plecakowe

1+ PlecakCiagly (W, N, w, c) {
2 for (i=1toN)

3 qi = ci/w;

a sortowanie tablic w, ¢ i q wzgledem q (od najwigkszego)
5 X=0;

6 i=1;

7 while (x < W && i <= N ){

8 // wez tyle towaru i do plecaka ile wejdzie;

0 x 4+= min(w;, W—x)

10 i++;

a0}
12}

Ztozonos¢: O(N log N) z powodu sortowania.
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Dyskretny problem plecakowy

(]

Mamy plecak o pojemnosci W.

Mamy dany zbiér N towaréw. Kazdy towar ma swoja cene ¢; i
wielko$¢ w;.

Kazdy towar w; mozna wzia¢ lub nie wzia¢.

(]

Suma wielkosci zatadowanych towaréw nie moze przekracza¢ W.

¢ ©

Wartos¢ zatadowanego plecaka ma by¢ mozliwie najwieksza.

Co rozwiazuje problem?
Petny przeglad mozliwosci: O(2N)
Problem NP zupetny!
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Algorytmy plecakowe

Dynamiczne rozwigzanie problemu dyskretnego

@ Rozwiazanie pseudo-wielomianowe jest mozliwe dzieki pewnym
sprytnym zatozeniom. . .

@ Zatézmy, ze W jest wartoscia catkowity a takze kazde z wartosci w;
jest catkowite.
@ Wtedy mozemy inaczej spojrze¢ na catos¢ problemu:
s Co zrobi¢ mozemy gdy mamy W’ =1 i jeden towar?
o Co zrobi¢ mozemy gdy mamy W’ = 2 i jeden towar?
@ Co zrobi¢ mozemy gdy mamy W’ = 3 i jeden towar?

s Co zrobi¢ mozemy gdy mamy W’ =1 i dwa towary?
s Co zrobi¢ mozemy gdy mamy W’ = 2 i dwa towary?
s Co zrobi¢ mozemy gdy mamy W’ = 3 i dwa towary?
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Algorytmy plecakowe

Wariant I:
Zatézmy, ze kazdego towaru mozna wzigé¢ ¢ € N sztuk.

A(7) — najwigksza wartos¢ jaka mozna uzyskac za pomoca plecaka o
pojemnosci .
Mamy wtedy zalezno$¢ rekurencyjna:

AQ) = 0
A(i) = max{¢+A(i—w):w; < i}

Wyznaczenie kolejno: A(0), A(1), ..., A(W) rozwiazuje zadanie w
ztozonosci O(WN)
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Algorytmy plecakowe

1+ PlecakDynamicznyl(W, N, w, c) {

> for (i=0toW)

3 A[I] = 0;

4

s for (i=1toW)

6 for (j=1toN)

7 //czy j-ty towar miesci sie w plecaku o rozmiarze i
8 if (w[j] <=1)

0 Ali] = max(A[i], Ali—w[j]] + <[j]);

10 }
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Algorytmy plecakowe

Wariant Il:
Zatézmy, ze kazdy towar mozna wzigc¢ lub nie wzigc.

A(7,j) — najwieksza wartos¢ jaka mozna uzyska¢ za pomoca pierwszych i
towardéw i plecaka o pojemnosci j.

Mamy wtedy zaleznos$é¢ rekurencyjna:

A(0,j) = 0

A(i,0) = 0
A(i,j) = A(li—1,)) jesli w; > j
A(i,j) = max(A(i —1,j),ci+A(i—1,j—w;)) jesli w; <j

bez i zi
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Algorytmy plecakowe

1+ PlecakDynamiczny2(W, N, w, c) {

> for (i=0toN)

3 A[i ,0] = 0;

s for (j=0toW)

5 A[O,j] = 0;

j for (i=1toN)

8 for (j=0to W)

) if (wl[i] >])

10 IA[i,j] = Ali—1j];

12 } Ali,j] = max(A[i—1,j], Ali—1,j—w[i]] + c[i]);

Ztozonos¢: O(NW)
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Dyskretny problem plecakowy Il

@ Mamy plecak o pojemnosci W.

@ Mamy dany zbiér N towaréw. Kazdy towar ma swoja cene ¢; i
wielko$¢ w;.

o Kazdy towar w; mozna wzig¢ lub nie wzigé¢.

@ Suma wielkosci zatadowanych towaréw musi by¢ réwna W.

@ Wartos¢ zatadowanego plecaka ma by¢ mozliwie najwieksza.

Co rozwiazuje problem?
Petny przeglad mozliwosci: O(2N)
Problem NP zupetny!
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Jezyki formalne

o Alfabet — zbiér symboli (liter) X
np.: ¥ ={0,1}

@ ¢ — stowo puste

@ Y * — zbiér wszystkich stéw
np.: * = {,0,1,00,01,10,11,000,...} dla T j.w.

@ Jezyk to podzbiér ©* dla ustalonego zbioru symboli &
np. L={1,11,111,1111,...},
np.: L = {10,1100,111000, 11110000,...}

@ Na jezykach mozna wykonywaé: sumy, przeciecia, dopetnienie,
domkniecie Kleene'a (L)
L*={efuLul?ULl3U..., gdzie
L* to k-krotna konkatenacja L z L.
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Jezyk i Problem decyzyjny

Niech @ bedzie problemem decyzyjnym:

Q:X*—{0,1}

Wtedy mozemy zdefiniowa¢ jezyk:

L={xeX": Q(x)=1}
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Algorytm weryfikacji

definiowany jest jako algorytm o dwéch argumentach.

Pierwszy to zwykte wejscie x (ciag danych), a drugie to swiadectwo.
Algorytm weryfikuje ciag x jesli istnieje Swiadectwo y takie, ze A(x,y) =1,
czyli algorytm A weryfikuje x z pomoca $wiadectwa y.

Jezyk L weryfikowany przez algorytm A to:

L={xe€{0,1}" : istnieje y € {0,1}",takie, ze A(x,y) =1}

L sktada sie z takich stéw x, dla ktérych istnieje y, ktére uzyte przez A daje
mu mozliwosé weryfikacji przynaleznosci x do L.

Jesli jakis x € L, to nie istnieje y za pomoca ktérego A zweryfikowato by
pozytywnie x (a podsuniecie fatszywego $Swiadectwa y dla A tez konczy sie
kleska! Poniewaz A potrafi weryfikowac).
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Klasy ztozonosci

Problem cyklu Hamiltona

Cykl Hamiltona dla grafu nieskierowanego G to cykl prosty zawierajacy
wszystkie wierzchotki z V.

Problem cyklu Hamiltona to sprawdzenie czy G ma cykl Hamiltona.
Mozna zdefiniowa¢ jezyk formalny:

GCH = {(G) : G jest grafem z cyklem Hamiltona}

jako zbidr stéw—graféw, ktére posiadaja cykl Hamiltona.
Zadanie algorytmu mozna wtedy widzie¢ jako sprawdzenie czy dany graf
G nalezy do jezyka GCH, czyli czy posiada cykl Hamiltona.
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Klasy ztozonosci

Natomiast zadaniem algorytmu weryfikacji jest sprawdzenie czy dla grafu
G i pewnego $wiadectwa y, G jest grafem Hamiltonowskim. W przypadku
problemu grafu Hamiltonowskiego (zawierajacego cykl H.) swiadectwem

moze by¢ lista wierzchotkéw cyklu H. (jesli istnieje ...). Algorytm
weryfikacji wtedy ma fatwiejsze zadanie, weryfikuje tylko czy swiadectwo

jest prawdziwym cyklem dla danych, czyli grafu G. Co jest juz prostym
zadaniem (o ztozonosci O(n?)).
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Klasy ztozonosci, algorytmy weryfikacji i problemy
nierozstrzygalne

Klasy ztozonosci probleméw:

@ P — problemy, dla ktérych daje sie skonstruowaé algorytm o
ztozonosci wielomianowej (O(n*), k—const) wzgledem rozmiaru
zadania n. Problemy te nazywa sie tatwymi.

@ NP — intuicyjnie: problemy, dla ktérych nie sg znane algorytmy o
ztozonosci wielomianowej (O(n*), k—const) wzgledem rozmiaru
zadania n.

Formalnie: Problemy dla ktérych istnieje algorytm weryfikac;ji
dziatajacy w czasie wielomianowym.
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Problemy NP—zupetne i NP—trudne

@ NP-zupetne. Podzbiér probleméw NP, do ktérych daja sie redukowaé
inne problemy klasy NP w czasie wielomianowym. Redukowa¢ L; do
Ly (L1 <p Ly) oznacza przeksztatcac jeden problem w drugi w pewien
formalny i algorytmizowalny efektywnie (czas wielomianowy) sposéb.
Formalnie L jest NP—zupetny jesli:

Le NP
@ Vvens L'<pl

@ NP-trudne — problemy ktére spetniaja zatozenie 2 ale niekoniecznie

zatozenie 1.
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Klasy ztozonosci

Klasy ztozonosci cd.

@ Nie jest znana odpowiedz na pytanie: Czy P = NP?

o Wiemy, ze P C NP

o Wiemy, ze NPC C NP

@ Wiekszos¢ sadzi, ze P # NP.

@ Z innegj strony gdyby sie nawet okazato, ze P = NP, to stopien
wielomianu funkcji ztozonosci bytby i tak bardzo wielki (tak ze
algorytm bytby niepraktyczny...).
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Klasy ztozonosci

Problemy nierozstrzygalne

Problem nierozstrzygalny to taki problem dla ktérego nie tylko nie ma
szybkiego algorytmu, ale wrecz nie istnieje zaden algorytm, ktéry
rozwigzuje dany problem.

Czy ktos$ zna taki problem?
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Klasy ztozonosci

@ Problem stopu:

Odpowiedzie¢ na pytanie:
Czy dla algorytmu/programu A i danych x algorytm/program skonczy
swe dziatania.

@ Problem domina:

Majac skonczony zbiér wzoréw kafelkéw i nieograniczong iloscia kafli
kazdego wzoru odpowiedzie¢ na pytanie: Czy da sie takimi kaflami
pokry¢ dowolna powierzchnie zachowujac kolory kafli na styku
krawedzi.

Waz—domino (ptaszczyzna — rozstrzygalny, potptaszczyzna —
nierozstrzygalny, obszar ograniczony — rozstrzygalny)

@ Problem réwnowaznosci sktadniowej dwéch jezykow.
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Klasy ztozonosci

Inne problemy NP-zupetne

@ Problem spetnialnosci regut logicznych budowanych z bramek uktadéw
(AND, OR, XOR, NOT), czy takze spetnialnos¢ regut logicznych

Problem sciezki i cyklu Hamiltona
Problem komiwojazera
Problem kliki

3-kolorowania grafu

e © ¢ ¢ ¢

Problem plecakowy na petne wypetnienie okreslonej objetosci
podzbiorem towardw.
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Klasy ztozonosci

Problem komiwojazera (problem NP-zupetny) i algorytmy
aproksymacyjne

Znalez¢ cykl o najmniejszym koszcie, ktéry jest okreslony przez sume wag
krawedzi cyklu Hamiltona.
Mozna udowodni¢, ze problem jest NP—zupetny pokazujac, ze inne
problemy s3 redukowalne do znajdowania cyklu Hamiltona. To mozna
sprowadzi¢ do redukcji znajdowania cyklu Hamiltona do p. komiwojazera.

Dla probleméw NP—zupetnych czesto by rozwigza¢ je efektywnie
poszukuje sie algorytmoéw ktérych rozwigzanie nie jest optymalne lecz
przyblizone do optymalnego w pewnym stopniu. Algorytmy aproksymacyjne
to cafa gataz algorytmoéw, ktérych celem jest poszukiwanie efektywnych
algorytméw przyblizajacych rozwiazania probleméw NP—-trudnych mozliwie
jak najlepiej, i nie rzadko z pewnymi gwarancjami.

NJ (KIS) Algorytmy 157 /220



Klasy ztozonosci

Dla praktycznych probleméw, gdy wierzchotki sa punktami przestrzeni
Euklidesowej koszt krawedzi moze by¢ zdefiniowany przez zwykta odlegtosé
Euklidesowa.

Mozna skorzysta¢ z algorytmu Primy do wyznaczenia minimalnego
drzewa rozpinajacego. Wtedy algorytm moze wyglada¢ jak ponize;j.

1 TSP Prima(G,c)

2 r= wybierz wierzchotek korzen;

3 T=MST _Prima(G,r);

4 niech L bedzie lista wierzchotkéw

5 drzewa rozpinajacego T w kolejnosci preorder
6 return cykl ztozony z wierzchotkéw znajdujacych
7 sie w kolejnosci jak w L.

s end
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Klasy ztozonosci

Preorder wyswietla wierzchotki zgodnie z kolejnoscia odwiedzin danego
wierzchotka w drzewie T.

Algorytm TSP _ Prima znajduje cykl, ktéry jest niedtuzszy niz 2-krotnosé¢
optymalnej drogi komiwojazera.
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Wyszukiwanie wzorca

Wyszukiwanie wzorca

Dane: alfabet ¥, tablica T[1..n], tablica—wzorzec P[1..m], wartosci tablic

T i P s3 elementami alfabetu .

Problem: Czy P jest podciggiem T, tj. czy istnieje s takie, ze:

Tls+1.s+m| = P[l..m]

Tls+i=Pl] i=1,...,m
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Wyszukiwanie wzorca

Prosty algorytm wyszukiwania wzorca

1 procedure SzukajWzoraca(P,T) {
2 n=lenght(T);
3 m=length(P);

4 for (s=0 to n—m)
5 if (T[s+1..s+m] = P[1l..m])
6 return s;
7 return —1; {brak wzorca}
8

}

Czas dziatania wiersza 5 — ©(m). Implementacja powinna sprawdza¢ do
pierwszej réznej pary.
tacznie czas: ©((n — m+ 1)m).
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alecrpnlalio e
Algorytm Rabina-Karpa |

@ Bardzo dobrze zachowuje sie Srednio (w praktyce)
@ Cho¢ jego pesymistyczna ztozonos¢ tez wynosi O((n — m + 1)m)

@ Zatézmy, ze na alfabet X sktadaja sie cyfry 0,1,...,9 (algorytm fatwo
uogdlni¢ na dowolny alfabet).

@ Wtedy T[s + 1..s + m] mozna interpretowac jako liczbe dziesietng ts
(dla innego alfabetu moze to by¢ liczba w pewnym innym systemie).
Podobnie P[1..m] moze by¢ widziane jako liczba dziesietna p.

@ Wartosci takich liczb mozna wyznacza¢ w czasie O(m):

p = P[m] +10(P[m — 1]+ 10(P[m — 2] + ... + 10(P[2] + 10P[1])....))
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alecrpnlalio e
Algorytm Rabina-Karpa Il

@ tatwo zauwazy¢, ze na podstawie ts mozna szybko obliczy¢ tsi1:
tsp1 = 10(ts — 0™ I T[s + 1)) + T[s + m + 1]

Aby uogélni¢ wystarczy w miejsce 10 wpisa¢ podstawe d.
Np.:

ts = 1234,

m=4,

T[s+1] =5,

wtedy

tsr1 = 10(1234 — 10%) + 5 = 2345
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@ Warto zauwazy¢, ze koszt wyznaczenia p to O(m), takze koszt t; to
O(m). Cho¢ koszt wyznaczenia wszystkich t; ogranicza sie do
O(n+ m).

@ Problem gdy m jest nie (bardzo) mate, a to trzeba wkalkulowac.

@ Rozwigzaniem jest liczenie p i ts modulo g dla odpowiednio dobranej
wartosci q.

@ Po co? Jesli (p % q) # (ts % q) to nie ma szans, aby
P=T[s+1.s+ m]

o Jak wybra¢ g7
Liczba pierwsza, dla ktérej 10g miesci sie w stowie komputera.
Dlaczego tak?
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@ Co daje nowy wzor na teyi:

tsy1=(d(ts—h-T[s+1])+ T[s+ m+1]) % q,
gdzie h = d™ ! % g — odpowiada wartoé¢ jedynki na najwyzszej
pozycji (poréwnaj wzér poprzedni).
o UWAGA(!) Jednak po takich zmianach to, ze ts = p % g nie
implikuje, ze P = T[s + 1..s + m]. W takim przypadku trzeba jednak
sprawdzi¢ czy rzeczywiscie P = T[s + 1..s + m] tradycyjnie. ..
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1 SzukajWzoraca Rabin_Karp(P,T,d,q)
2 {

3 n=length(T);

a m=length(P);

h=d™ 1 % q;

p=0;

to=0;

=] ~ o o

10 for (i=1tom)

¥ p=(dp-+P[]) %
13 to=(dto+T[i]) % q;
14 1

16

17
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18 for (s=0ton—m)
19 {
20 if (p==t5 )
21 if (T[s+1..s+m] == P[1l..m])
22 return s;
23 if (s<n—m )
2 tsr1=(d(ts—h*T[s+1]) +T[s+m+1]) % q;
25
}
26 return —1; {brak wzorca}
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Ztozonosé

w.4i8-12 — O(m)
w.18 — O(m)

Razem: O((n— m+ 1n)m).

Natomiast oczekiwany czas tego algorytmu to O(n+ m).
Algorytm o wiele bardziej godny polecenial!!
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alesrinlioutealuiaieia
Algorytm Knutha—Morrisa—Pratta

@ W strone algorytmu o ztozonosci ©(n + m).
@ Funkcja prefiksowa wzorca P.

Cel: unikanie pustego/straconego szukania stosowanego w algorytmie
naiwnym.
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Szukanie minimalnego przesuniecia s’ wiekszego od s, dla ktérego:
Pll.kl=T[s+1.s+K]

s'+ k =s+ g, q jest réwne dtugosci wspdlnego prefiksu dla P i

T[s+1. s+ m.
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o Whasnie od takiego przesuniecia warto kontynuowa¢ dalsze szukanie
wzorca.
o Co wiecej pierwszych k znakéw Ty stanowi suffiks P, (Py = q

pierwszych znakéw P).
Czyli s’ =s+(q— k) to dobry skok!
Funkcje prefiksingu definiujemy poprzez:

m[q] = argmax Py 1 P,
k<q

Py O P4 oznacza, ze Py jest suffiksem Pg (dla C — prefixem).

(]

Jak wida¢ 7[q] zaleza tylko od P!
imlg] < q

(]
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i 12345678910
P[i] ababababca
pilil] 0012345601

Dla g = 8,6, 4,2 otrzymujemy:

Ps [a|bfa]bla]lbla|b]| c a

Ps [a]bJa]bJa]b] a b c a

P, la]bJa]b] a b a b c a

P> a b a b a b ¢ a

P a b a b a b a b c¢c a
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m*[q] = 7lq], w2 ot 7lq] = q9 . =0
[q] = {q.,7[q], 7"[q],. ... 7" [q]} [q] {W[Tr’_l[q]] 0

7*[8] = {8,6,4,2,0}
7*[q] — zbidr prefiksow P bedacych sufiksami P,

gl = {k : P 3 Py}
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Eq-1={k: kem'lqg—1] A Plk+1] = Plq]}
Oczywiscie: Eq—1 C 7*[q — 1]

Eq—1 zbidr takich k, ze Py 3 Pq_1 i Pyy1 3 Pg — czyli Py daje sie
rozszerzy¢ do Py 1 i jest sufiksem Pg.

~lq] = 0 Eq_1= 0
7 1+ max{k € E,1} -
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1 SzukajWzoraca  KMP(P,T) {

2 n=lenght(T);

3 m=length(P);

a m=Compute Prefix(P);

5 k=0;

6 for (g=1ton)

. while (k>0 && P[k+1]!=T[q] )
0 k=m[k];

10 if (P[k+1]==T[q] )

11 k=k+1;

12 if (k==m)

13 Output q—m; // return g-m;
14 k=7r[k];

15 }
16 }
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1 Compute_ Prefix(P) {

2 m=length(P);

3 7T[1]=0,

4 k=0;

5 for (q=2tom)

s |

; while (k>0 && P[k+1]!=P[q] )
5 k=m[k];

o if (Pk+1]==P[q] )
10 k=k+1;

11 7T[Q]=k;

12 }

13 return T,

14}
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

Automaty skonczone

@ Automaty skonczone reprezentowane s3 poprzez grafy o skonczonej
liczbie wierzchotkéw i pewnej liczbie krawedzi.

@ Wierzchotki odpowiadaja stanom automatu a krawedzie odpowiadaja
za przejScia pomiedzy stanem z ktérego prowadzi dana krawedz i
stanem do ktérego prowadzi ta krawedz. Krawedzie sa etykietowane
pojedynczymi literami badz podzbiorem liter pewnego alfabetu A.

1 @
3
N—1
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

@ Dziatanie automatu polega na przechodzeniu przez stany automatu
zgodnie ze sfowem wejsciowym (dane wejsciowe) i uktadem stanéw i
przejs¢ pomiedzy nimi (czyli krawedziami w grafie).

@ Automat zaczyna prace w stanie poczatkowym (czesto oznaczonym
przez 0).

@ Nastepnie zgodnie z pierwsza litera wyrazu nastepuje przejscie ze
stanu zerowego do takiego stanu, do ktérego prowadzi krawedz
zaetykietowana przez pierwsza litere wyrazu. Po czym kontynuowany
jest taki proces, czyli pobierana jest nastepna litera wyrazu i automat
przechodzi do takiego stanu, do ktérego da sie przejs¢ wiasnie z taka
litera alfabetu.

AN—a AN—b AN—c
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

@ Automat konczy prace, gdy przeanalizuje cate zadane stowo wejsciowe
lub zabraknie przejs¢ dla danych par stan—litera (automat przechodzi z
pewnego stanu q z litera /). Gdyby zabrakfo przejs¢ stowo wejsciowe
nie bedzie zaakceptowane.

@ Stany automatu dzielimy na stany akceptujace i nieakceptujace.

@ Zadaniem automatu jest zaakceptowanie badz nie zaakceptowanie
danego stowa wejsciowego. Mianowicie, gdy automat skonczy prace w
stanie akceptujacym oznacza to, ze stowo jest akceptowane
(rozpoznawane) przez automat skonczony. W przeciwnym wypadku
stowo nie jest akceptowane (nie jest rozpoznawane).

@ Kazdy automat skonczony rozpoznaje wyrazy, ktére naleza do
pewnego jezyka L nad alfabetem A.
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

A:{Qv/\véquNE}

Q zbidr stanéw

A alfabet (zbiér symboli)
0:QxN— Q@ funkcja przejscia

9o stan poczatkowy

FCQ zbiér stanéw akceptujacych

Q to wierzchotki grafu
9 definiuje krawedzie:
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

stowa w ktérych wystepuje a poézniej jest tez b i pézniej jest i ¢

stowa, ktére rozpoczynaja sie na a i koncza na b

O A== AG,
N—b
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

wyrazy rozpoczynajace sie od ab
: a : b @

wyrazy rozpoczynajace sie od a a nastepnie maja jedno lub wiecej b
a b @

(S

b
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

stowo ab (tylko ab!)

@/aﬂ®/"%

stowo zawierajace cho¢ jedno wystapienie ciagu ab

Q=0 ©

AN—a a
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

@ L @ stowa z jedynka
AN-1 A
1 s. z jedynka
I tylko na koncu
A—-1

@/1—> s. z jedynek
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Automaty i wyrazenia regularne

s. z jedynka na koncu
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

Automaty niedeterministyczne

W automatach niedeterministycznych (w odréznieniu od
deterministycznych) moze istnie¢ wiecej niz jedno przejscie dla pary

stan-litera.
Q— @

A

NJ (KIS)

Algorytmy 186 / 220



AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

@ Oznacza to, ze automat niedeterministyczny moze przechodzi¢
faktycznie do jednego lub wiekszej ilosci stanéw. Z ktérych znéw moze
da¢ sie przejs¢ na (facznie) pewna liczbe sposobéw, co jest
wykonywane.

@ Zakonczenie pracy automatu niedeterministycznego jest zdefiniowane
tak samo jak automatu deterministycznego.

@ Automat niedeterministyczny akceptuje wyraz jesli cho¢ jeden ze
stanéw, w ktérych automat zakonczyt prace jest stanem akceptujacy.
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

[DA] — s. z jedynka na koncu

1
1 . .
Q @ [NDA] — s. z jedynka na koncu
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AT EVAARWIEV IO TENEETD M Automaty skonczone

UWAGA: Kazdy automat niedeterministyczny mozna zamieni¢ na
deterministyczny (tj. akceptujacy stowa tego samego jezyka L).

NJ (KIS) Algorytmy 189 /220



AT EYAARWEVITENET BT M Wyrazenia regularne

Wyrazenia regularne

Wartoscig wyrazenia regularnego r jest pewien jezyk L(r).
Mowimy takze, ze jezyk L(r) sktada sie ze stéw pasujacych do wyrazenia r).

Oznaczenia:
€ — pusty ciag znakéw
() — zbiér pusty ciagéw znakéw
. — dowolny znak
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AT EYAARWEVITENET BT M Wyrazenia regularne

Operatory
suma — alb
[alklp —a, k, p

alalkot|pies — ala, kot, pies]

ztozenie/konkatenacja — ab

[ala, kot,

(Ala|Ela)ma(kota|psa) — Alamakota, Elamakota, Alamapsa, Elamapsa]
domkniecie — a*

[a* — ¢, a, aa, aa, aaa, ...

(alb)* — €, a, b, aa, ab, aaab, babab, ...]
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Automaty i wyrazenia regularne

Kolejnos¢ realizacji operatoréw
- domkniecie
- ztozenie
- suma
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iacaolcey Jos
Przyktady

011/2/3/4/5/6[7/8]9  cyfra

(alb|...|2)* wyraz zbudowany z liter

ab.* ciag znakéw rozpoczynajacych sie od ab
(alb).* ciag znakéw rozpoczynajacych sie od a lub b
Fab.* ciag znakéw zawierajacy ab

*(abJAB).* ciag znakéw zawierajacy ab lub AB

(_|a]Alb|B]...|z|Z)(_|0|1]...|9]a|A|b|B|...|z|Z)* — definicja
identyfikatora akceptowanego przez jezyki C i C++
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AT EYAARWEVITENET BT M Wyrazenia regularne

Od wyrazenia regularnego do automatu

Czyli jak samemu zaimplementowa¢ obstuge wyrazen regularnych.

@ Z wyrazenia regularnego tworzymy automat skonczony
niedeterministyczny.
Trzeba stworzy reguty zamian elementéw wyrazenia regularnego na
elementy automatu dla kazdego z operatoréw.

@ Z automatu niedeterministycznego tworzymy automat
deterministyczny.

@ Bardzo przydatne!ll Patrz Unix, egrep, emacs, awk, pearl
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Kopce

H = Make-heap()
Insert (H, x) — wstawia wezet x (z kluczem key[x]) do kopca H
Minimum (H)

Extract-Min(H) — zwraca wartos¢ wskaznika o minimalnym kluczu

e © 6 ¢ ¢

Union(H1, H2) — tworzy i zwraca nowy kopiec bedacy suma kopcéw
H1iH2

Decrease-key(H,x,k) — zmiana wartosci wezta x na k w kopcu H

@ Delete(H,x) — usuniecie wezta x z kopca H
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Kopce — ztozonosci funkgji

. Kopiec Kopiec Kopiec
Funkeja binarny* dwumianowy* Fibonacciego**
Make-heap o(1) o(1) O(1)
Insert O(log n) O(log n) O(1)
Minimum o(1) O(log n) O(1)
Extract-min ~ ©(log n) O(log n) O(log n)
Union O(n) O(log n) O(1)
Decrease-key ©(log n) O(log n) O(1)
Delete O(log n) O(log n) O(log n)

Operacje Decrease-key i Delete wymagaja jako argumentu wskaznika do
wezfa, nie tylko wartosci. W przeciwnym razie trzeba szuka¢, co jest
drozsze.

* — koszt pesymistyczny

** — koszt zamortyzowany
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Kiedy uzywa¢ kopcéw innych niz binarne?

@ Gdy liczba operacji Extract-min jest mniejsza Decrease-key.

@ Gdy potrzebne s3 operacje Union na kopcach.
Po za tymi przypadkami nie warto stosowa¢ kopcéw bardziej
wyrafinowanych niz binarne. Jednak w takich przypadkach, jak powyzej,
radykalnie przyspieszaja potrzebne operacje.
Np.:
— Prima, najkroétsze drzewo rozpinajace
— Dijkstra, najkrétsze sciezki
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Struktura kopcéw Fibonacciego

min[H]

() Jpa %) e )
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Tworzenie kopca i minimum

Fib_Make heap(H)
{

H.n = 0;

H.min = NULL;

o > w N [

}
1 Minimum(H)

2
3 return H.min;

s }
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Insert
1 FIB_HEAP INSERT(H, x){
2 x.degree = 0;
3 x.p = NULL;
4 x. child = NULL;
5 x. left = x;
6 X. right = x;
7 x.mark = FALSE;
8 concatenate the root list containing x with root list H;
0 if (H.min == NULL || x.key < H.min.key)
10 H.min = x;
11 H.n++;

12}

Dzigki konkatenacji list dwukierunkowych: O(1).
mark|[x] == true <= x stracit syna odkad sam stat si¢ dzieckiem
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Kopce Kopce Fibonacciego

Po dodaniu 21:

mr’fi[H]
S-O-O—@—0—
@@@f@
@D 33
(b)
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t gczenie kopcow

FIB_HEAP _UNION(H1, H2) {
H = MAKE_FIB_HEAP();
H.min = H1.min;
concatenate the root list of H2 with the root list of H;
if ((Hl.min == NULL) || (H2.min != NULL && H2.min < H1.min))
H.min = H2.min;
H.n = Hl.n + H2.n;
free the objects H1 and H2;
return H;

© 0 N o o~ W N =

,_.
o
-
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FIB_HEAP_EXTRACT _MIN(H){
z = H.min;
if (z !=NULL ){
foreach (child x in z){
add x to the root list of H
p[x] = NULL;
}
remove z from the root list of H;
if (z ==zright) //zjedynym elementem H
H.min = NULL;
else{
H.min = z.right;
CONSOLIDATE(H);

© [ ~ [=)] (&) > w N [

L e i~
w N = o

-
IS

}
H.n——;

=
o

16 }

17 return z;

18 }
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Kopce Kopce Fibonacciego

mini‘[HJ mm[H]
0 BO® BB o GOOPeE Q 2
@é%@ o @ @ )
@ &

0123 ¢ 123

Al 1407 Al T 1A
*w_\' W
080080 A « 00VPSSHL &

5 &
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Kopce Kopce Fibonacciego

(h)

0123

AL
- o AD w,x@l @
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1 CONSOLIDATE(H){

2 for (i =0to D(n[H])) A[i] = NULL;

3 foreach( node w in the root list of H ){

4 X = w;

5 d = x.degree;

6 while (A[d] '= NULL ){

7 y = A[d]; // Another node with the same degree as x.
8 if (x.key > y.key) exchange x and y;

) FIB_HEAP_LINK(H, y, x); // y become a child of x
10 A[d] = NULL;

11 d++;

12 3

13 Ald] =x;

14

15 H.min = NULL; // opréznienie listy korzeni

16 for (i =0 to D(n[H]))

17 if (A[i] '= NULL) {

18 add A[i] to the root list of H

19 if (H.min == NULL || A[i].key < H.min.key)
20 H.min = A[i];

21 3}

22 }
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1 FIB_HEAP _LINK(H, y, x){

2 remove y from the root list of H
3 make y a child of x

a x.degree++;

5 y.mark = FALSE;

s end
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FIB_HEAP DECREASE KEY(H, x, k){
if (k > x.key) error "new,key,jis_greater, than,current, key'

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

11}

x.key = k;

y =xp;

if (y != NULL && x.key < y.key){
CUT(H, x, y);
CASCADING _CUT(H, y);

}

if (x.key < H.min.key)
H.min = x;

12 CUT(H, x, y){

13
14
15
16

17

18}

NJ (KIS) Algorytmy

remove x from the child list of vy,
y.degree——;

add x to the root list of H;

x.p = NULL;

x.mark = FALSE;
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CASCADING _CUT(H, y){
Z=Y.p:
if (z !=NULL)
if (y.mark == FALSE)
y.mark = TRUE;
else{
CUT(H, vy, 2);
CASCADING _CUT(H, z);

}

© =] ~ o o > w N [

=
S
—~
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a-b) 46 —15  b—e)35—5

min[H] min[H]
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procedure FIB_ HEAP DELETE(H, x)
FIB_ HEAP DECREASE KEY(H, x, —0)
FIB_ HEAP EXTRACT _MIN(H)

end

» w N =
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukta Funkcje pomocnicze

Geometria obliczeniowa

1 typedef long double real;
> const real EPS = 1E-9;
s inline bool IsZero( real x)
« |
s return x >= —EPS && x <= EPS;
6
}
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukta Funkcje pomocnicze

{

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17

1B}

struct POINT

real x, vy;

bool undef;

bool paral;

POINT (real wx=0, real wy=0) :x(wx), y(wy), undef(false),
paral (false) { }

bool operator==(const POINT &b) const {
if (IsZero(x—b.x) && IsZero(y—b.y)) return true;
return false;

}

bool operator!=(const POINT &b) const {
return !((x this)==b);

bool operator <(const POINT &p) const {
return x < p.x || (IsZero(x—p.x) && y < p.y);

}
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukta Funkcje pomocnicze

1 // skalarny a-b z a-c

2 inline real skal (POINT &a, POINT &b, POINT &c)
 {

4 return (b.x—a.xx) * (c.x—a.x) + (b.y—a.y) * (c.y—a.y);
s }

6 inline real dist (POINT &a, POINT &b)

i {

s return sqrtl (skal(a, b, b));

0}

10 // a-c na a-b

11 inline real dlrzutu (POINT &a, POINT &b, POINT &c)
12 {

13 return skal(a, b, ¢)/dist(a, b);

14} // punktu c na prosta a-b

15 inline POINT rzut(POINT &a, POINT &b, POINT &c)
16

17 real f =skal(a, b, ¢) / skal(a, b, b);

18 return POINT(a.x + f % (b.x—ax), a.y + f = (b.y—a.y));

19 }
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukta Funkcje pomocnicze

inline real det(POINT &a, POINT &b, POINT &c)
{
return (b.x—a.x) * (c.y—a.y) — (b.y—a.y) * (c.x—a.x);
}
inline real det(POINT &a, POINT &b, POINT &c, POINT &d)

{
return (det(a,d,b) + det(a,b,c))/2;
}

© 0 N o o B~ W N =

inline int sgn(real x)
10 {returnx < —EPS? —1:(x >EPS?1:0);}
11

12 inline int strona(POINT &a, POINT &b, POINT &c)
13 {

14 return sgn(det(a, b, ¢));

15}
16 inline real pole(POINT &a, POINT &b, POINT &c)

17 {
18 return fabsl (det(a, b, c))/2;

19 }
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukta Funkcje pomocnicze

inline POINT przeciecie  punktow(POINT &a, POINT &b,

1

2 POINT &p, POINT &q)

 {

4 real pl = det(a,b,p,q), p2 = det(a,b,p)/2, st = p2/pl;

s POINT res_p(0,0);

6 if(IsZero(pl)) { res_p.undef=true; return res p; }

7 if(IsZero(p2x2 — pl)) { res p.paral=true; return res_p; }
s return POINT(p.x + (q.x—p.x)*st, p.y + (q.y—p.y)*st);

0}

10 // punkt przeciecia odcinkow

11 inline POINT segments_intersection(POINT &a, POINT &b, POINT &c,
12 POINT &d)

14 POINT p = przeciecie punktow(a,b,c,d);
15 if (p.paral || p.undef)

16 p.undef=true;

17 if (segment(a,b,p) '=0 || segment(c,d,p) != 0)
18 p.undef=true;

19 return p;

20 }
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukta Funkcje pomocnicze

1 // gdzie jest ¢ na lini a-b: przed, za, pomiedzy
2 inline int segment(POINT &a, POINT &b, POINT &c)
3
{
if (skal(a,b,c)<0)
return —1;
else if (skal(b,a,c)<0)
return 1;
return 0;

}

© 0w N o g @ »
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Otoczka wypukta

— Upper Hull
— Lower Hull
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukfa BI{ITIERIIRE

1 convex—hull(point[] P)

2

© 0 N o o »~ W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20}

Sort P // wzgledem x
// beda przechowywaty wierzchotki gérnej i dolnej czesci
U,L = empty lists;
for( i=1to n){
while (L contains at least two points and the sequence of
last two points of L and the point P[i] does not make
a counter—clockwise turn)
remove the last point from L;
append P[i] to L; }
for( i=ntol){
while (U contains at least two points and the sequence of
last two points of U and the point P[i] does not make
a counter—clockwise turn)
remove the last point from U;
append P[i] to U; }
Remove the last point of each list
(it is the same as the first point of the other list ).
Concatenate L and U to obtain the convex hull of P.
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Geometria obliczeniowa & otoczka wypukfa BI{ITIERIIRE

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20}

enum direction { left, right };

vector <POINT> convex hull(vector<POINT> P) {

int n = P.size(), k =0;

vector <POINT > H(2xn);

// Sort points lexicographically

sort (P.begin (), P.end());

// Build lower hull

for (int i =0; 1 <n;i++){
while (k >= 2 && strona(H[k—2], H[k—1], P[i]) != right) k——;
Hlk++] = P[il;

// Build upper hull

for (int i =n-2,t=k+1;i>=0;i——) {
while (k >= t && strona(H[k—2], H[k—1], P[i]) != right) k——;
Hlk++] = P[I;

H. resize (k);
return H;
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Drzewa sufiksowe

Drzewa sufiksowe

Link: suffix trees
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http://www.is.umk.pl/~norbert/algorytmy/suffixTrees.pdf
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