3.4.1. Wypadkowa zbieznego ukladu sil
Przestrzenny uklad sil

Sitami zbieznymi nazywamy sity, ktorych linie dziatania przecinaja sig
w jednym punkcie, nazywanym punktem zbiezno$ci (rys. 3.12a). Poniewaz sily
dziatajace na ciato sztywne mozna przesuwaé¢ wzdhuz linii ich dzialania, mozna je
uwaza¢ za sity przylozone do jednego punktu (rys. 3.12b). W konsekwencji
otrzymali§my uktad sit P, (k =1, 2, 3, ..., n) przytozonych w jednym punkcie.

Rys. 3.12. Przestrzenny zbiezny uktad sit

W punkcie 3.1.1 powiedzieliSmy, ze sily przytozone w jednym punkcie mozna
zastapi¢ jedna sita rownowazna, czyli wypadkowa. Zatem wypadkowa zbieznego
uktadu sit jest rowna sumie geometrycznej wszystkich sit, a linia jej dzialania
przechodzi przez punkt zbieznosci:

W =ZPk. (3.10)
k=1

W celu obliczenia wspotrzednych wypadkowej w punkcie zbieznosci O
(rys. 3.12b) wprowadzimy prostokatny uktad wspolrzednych x, y, z 1 wyrazimy
wszystkie sity Py oraz wypadkowa W za pomoca wspotrzednych w tym uktadzie:

P =P i+ P j+ Pk, }

W . (a)
W=W, i+ W, j+W, k.

Po podstawieniu tych wzoréw do zaleznos$ci (3.10) otrzymamy:

W, i+ W, j+ W, k=Y P i+ P j+ > Pk
k=1 k=1 k=1

Z obustronnego poréwnania wyrazow przy tych samych wersorach otrzymujemy
wzory na wspotrzedne wypadkowej:

W, :Zn:ka,Wy:Zn:Pky,WZ:Zn:sz. (3.11)
k=1 k=1 k=1



Powyzsze wzory mozna bylo napisa¢ bezposrednio na podstawie twierdzenia, ze
rzut sumy wektorow na dowolna o$ jest réwny sumie rzutow wszystkich wektoréw
na t¢ o$ (twierdzenie Charles’a).

Po wyznaczeniu wspotrzednych wypadkowej mozna wyznaczy¢ jej warto$¢
liczbowa (modut) oraz kosinusy kierunkowe ze wzorow:

W= W2+ W2+ W2,
(3.12)
cosa. =—2=, cosp=—=, cosy=—=%,
w \\Y w

gdzie a, B iy sa katami, ktore wypadkowa W tworzy odpowiednio z osiami x, y i
z.

Plaski uklad sil

Ptaskim uktadem sit zbieznych bedziemy nazywac uktad sit Py (k=1,2,...,

n), ktorych linie dziatania leza w jednej plaszczyznie i przecinaja si¢ w jednym
punkcie.
Podobnie jak w przypadku przestrzennego uktadu sit zbieznych, sity te mozna
przesuna¢ do punktu zbieznosci i traktowac jak sily przytozone do jednego punktu
(rys. 3.13a). Wypadkowa W ptlaskiego ukladu sit zbieznych bedzie leze¢ w
ptaszczyznie dziatania sit i bedzie przechodzi¢ przez punkt zbiezno$ci. Bedzie ona
réwna sumie geometryczne;j sit sktadowych:

W=>'P. (3.13)
k=1

Wypadkowa ptlaskiego uktadu sit zbieznych mozna wyznaczyé sposobem
geometrycznym i analitycznym.

Rys. 3.13. Wyznaczanie wypadkowej ptaskiego zbieznego uktadu sit za pomoca
wieloboku sit



Sposéb geometryczny polega na zbudowaniu wieloboku sit, w ktéorym
z dowolnego punktu O’ (rys. 3.13b) odktadamy rownolegle sit¢ P;, a z jej konca
rownolegle site P,, a nastgpnie kolejne sity az do P,. Wektor W taczacy poczatek
sity P, i koniec sity P, jest suma geometryczna sit sktadowych. Otrzymany wektor
W przylozony w punkcie O (rys. 3.13a) jest wypadkowa uktadu sit zbieznych.

Dla analitycznego obliczenia wypadkowej przyjmiemy w punkcie zbiezno$ci O
(rys. 3.13a) uktad wspotrzednych o osiach x iy lezacych w ptaszczyznie sit. Wtedy
wspotrzedne Py, wszystkich sit Py beda tozsamosciowo rowne zeru: P, = 0. W tej
sytuacji wzory na wspohrzgdne wypadkowej ptaskiego ukladu sil zbieznych
otrzymamy ze wzordéw (3.11) po podstawieniu do nich P,, =0:

W, :Zn:ka, W, :ipky. (3.14)
k=1 k=1

Z kolei modut wypadkowej oraz kat o, ktory ona tworzy z osig x, obliczymy ze

WZOrow:
W
W:,/WX2+WY2, thLIVy. (3.15)

X



3.4.2. Warunki r6wnowagi zbieznego ukladu sil

Przestrzenny uklad sil

Gdy wypadkowa W przestrzennego uktadu sit zbieznych jest rowna zeru, uktad
sit bedzie w rownowadze. Prowadzi to do wektorowego warunku rownowagi w
postaci:

> P =0 (3.16)
k=1

Aby przestrzenny uklad sit zbieznych byl w rownowadze, warunkiem
koniecznym jest, by suma wektorowa tego uktadu sit byta rowna zeru.

Wypadkowa W omawianego uktadu sit bedzie réwna zeru, jezeli jej
wspotrzedne w przyjetym ukladzie wspotrzednych beda rowne zeru. Stad na
podstawie wzorow (3.11) mozna napisac trzy skalarne rownania rownowagi:

ipkx =0, iPky =0, ZH:PKZ = 0. (3.17)
k=1 k=1 k=1

Powyzsze warunki rdwnowagi mozna wypowiedzie¢ stownie.

Aby przestrzenny uklad sit zbieznych byl w rownowadze, warunkiem
koniecznym i wystarczajqcym jest, by suma rzutow tych sil na kazdq os ukladu
wspotrzednych byta rowna zeru.

Z réwnan rownowagi (3.17) wynika, ze w przypadku zbieznego przestrzennego
uktadu sit mozemy wyznaczy¢ trzy niewiadome, poniewaz dysponujemy trzema
réwnaniami.

Przyklad 3.1. Wspornik sktada si¢ z trzech niewazkich pretow AB, AC i AD
polaczonych przegubowo w wezle A, jak na rys. 3.14. Konce B, C i D tych pretow
sa polaczone rowniez za pomoca przegubow do pionowej Sciany. Prety AB i AC
leza w plaszczyznie prostopadtej do pionowej $ciany i tworza z nia katy o = 60°.
Pret AD tworzy z ta $ciang kat B = 30° i réwniez lezy w plaszczyznie prostopadiej
do tej $ciany. Obliczy¢ sity w pretach, jezeli do wezla A jest przylozona sita Q,
lezaca w plaszczyznie pionowej prostopadtej do $ciany i odchylona od poziomu o
kat y =45° . Tarcie w przegubach pomina¢.



Rys. 3.14. Wyznaczenie sit w pretach zbiegajacych sie w wezle A

Rozwiqzanie. Oddzialywanie pretow AB, AC i AD na wezel A zastapimy
odpowiednio sitami S;, S, i S;. Zatem wezet ten jest w rownowadze pod
dzialaniem czterech sit zbieznych: S;, S,, S; i Q. Po wprowadzeniu w punkcie A
prostokatnego uktadu wspotrzednych x, y, z i wykorzystaniu réwnan réwnowagi
(3.17) otrzymamy uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi.

4

Zka =S, cosa —S,cosa =0,
k=1
4

ZPky = Qcosy —S,;sina — S, sina — S;sinf3 = 0,
k=1

P,, =—Qsiny —S;cosy = 0.
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Po rozwiazaniu powyzszego uktadu rownan otrzymamy:



S =8, = Qﬂ(tgﬁtgv +1)= Qﬂ\{%),

2sino
sin 2
S, = _Q_y -—_0 |=
cosf} 3

Znak minus przy sile S; oznacza, ze w rzeczywistosci zwrot tej sity jest przeciwny
do przyjetego na rysunku. Prety AB 1 AC sa rozciagane, a pret AD Sciskany.

Plaski uklad sil

Podobnie jak w przypadku przestrzennego zbieznego uktadu sit, ptaski uktad sit
zbieznych bedzie w rownowadze, gdy jego wypadkowa W bedzie rowna zeru.
Zatem wektorowy warunek rownowagi bedzie miat formalnie posta¢ identyczna z
réwnaniem (3.16):

k=1

Powyzszemu warunkowi na podstawie wzoréw (3.14) beda odpowiadaty
rownowazne dwa roOwnania rOwnowagi:

Zn:ka =0, ipky=o. (3.18)
k=1 k=1

Aby plaski ukiad sit zbieznych byt w rownowadze, warunkiem koniecznym
i wystarczajqcym jest, by sumy rzutow tych sit na dwie osie uktadu wspotrzednych
byly rowne zeru.

Zatem przy rozwiazywaniu zagadnien dotyczacych sit zbieznych lezacych
w jednej ptaszczyznie dysponujemy dwoma rownaniami i tyle niewiadomych
mozemy wyznaczyc.

Z rysunku 3.13b widzimy, ze gdy wypadkowa jest rowna zeru, to koniec sity P,
znajduje si¢ w poczatku sily Py, czyli wielobok sit jest zamknigty.

Na rysunku 3.15a przedstawiono ptaski uktad n sit przylozonych do punktu O
pewnego ciala. Sily te sa w rownowadze, poniewaz tworza wielobok zamknigty
pokazany na rys. 3.15b. Powyzsze rozwazania pozwalaja na sformutowanie
wykreslnego (geometrycznego) warunku rownowagi.



Aby plaski ukiad sil zbieznych byl w rownowadze, zbudowany z nich
wielobok sit musi by¢ wielobokiem zamknietym.

Rys. 3.15. Rownowaga ptaskiego zbieznego uktadu sit



3.4.3. Twierdzenie o trzech silach

W wielu przypadkach ciato sztywne jest w rownowadze pod dzialaniem trzech
nierownolegtych sit lezacych w jednej ptaszczyznie. Wtedy w rozwiazywaniu
zagadnien praktycznych jest pomocne tzw. twierdzenie o trzech sitach.

P,

P3

Rys. 3.16. Ilustracja twierdzenia o trzech sitach

Jezeli ciato sztywne jest w rownowadze pod dziataniem trzech nierownoleglych
sit lezqcych w jednej plaszczyznie, to linie dziatania tych sit muszq przecinac sie w
Jjednym punkcie, a sily tworzy¢ trojkqt zamkniety.

W celu udowodnienia powyzszego twierdzenia zalozymy, ze do ciala
sztywnego znajdujacego si¢ w rownowadze sa przytozone trzy nierownolegle sity
P, P, i P3, ktorych linie dzialania leza w jednej ptaszczyznie (rys. 3.16a). Linie
dziatania sit P, i P, przecinaja si¢ w punkcie O. Po przesunigciu tych sit do punktu
przecigcia mozemy je zastapi¢ wypadkowa:

Q=P +P,.

W tej sytuacji ciato jest w rownowadze pod dziataniem dwoch sit: Q i P;. Zatem
sity Q 1 P; musza si¢ rownowazy¢, czyli musza by¢ réwne co do wartosci
liczbowych, mie¢ przeciwne zwroty i musza dziala¢ wzdtuz jednej prostej. Wynika
z tego, ze linia dziatania sily P; musi przechodzi¢ takze przez punkt przecigcia sit
P, i P,. Ponadto wielobok sit zbudowany z sit Py, P, i P; musi by¢ trojkatem
zamknigtym (rys. 3.16b).

Przyklad 3.2. Jednorodny pre¢t AB o cigzarze G i dlugosci 1 jest oparty koncem
B o gladka pionowa Sciang, a koniec A tego preta jest zamocowany wo stalej
podporze przegubowej (rys. 3.17a). Wyznaczy¢ reakcje $ciany oraz reakcje
podpory przegubowej, jezeli odlegtos¢ podpory od $ciany wynosi c.
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Rys. 3.17. Uklad sit dziatajacych na pret

Rozwiqzanie. Pret AB jest w rownowadze pod dzialaniem trzech sit: cigzkosci
G przytozonej w srodku cigzkosci C oraz reakcji Sciany Rg i1 podpory przegubowej
R4. Poniewaz $ciana jest gladka (brak tarcia), reakcja Rp jest do niej prostopadta.
Linie dzialania sity cigzkosci G preta i reakeji §ciany Rp przecinajg si¢ w punkcie
O (rys. 3.17b). Zgodnie z twierdzeniem o trzech silach przez ten punkt musi
przechodzi¢ linia dziatania reakcji R,. Znamy zatem kierunki wszystkich sit
dziatajacych na pret, co pozwala narysowa¢ zamknigty trojkat sit (rys. 3.17c). Kat
o jest katem, jaki tworzy reakcja R z sita G. Poniewaz trojkat sit jest trojkatem
prostokatnym, otrzymujemy:

G
R, =—— Ry =Gtga. (a)
cosa

Gdyby trojkat sit nie byt trojkatem prostokatnym, do obliczenia wartosci reakcji
R, i R nalezatoby zastosowac twierdzenie sinusow.
Z trojkata ADO (rys. 3.17b) mamy:

AD C
tga=——= )
DO 2DO
DO DO 2DO (b)
Ccosa =

A0~ [(DO) +(AD)  {4(DOY +¢* |

Z trojkata ABE wynika, ze
DO=EB=+1*-¢”.

Po uwzglednieniu tej zaleznos$ci we wzorach (b) otrzymujemy:



2417 —¢?

tgo = . cosa=X % (©)

W=’ Ja2 Z3c?

Po podstawieniu tych wartosci do wzordow (a) otrzymujemy ostatecznie:

41* = 3¢? c
R, =G+ —, R, =G———. (d)

2417 —¢? ’ § 2417 —¢?

Przedstawiona metoda rozwiazania jest nazywana metoda geometryczna.
Zadanie to mozna rozwiaza¢ metoda analityczna, polegajaca na wykorzystaniu
rownan rownowagi (3.18). Po wprowadzeniu uktadu wspétrzednych xy w punkcie
E (rys. 3.17b) i zrzutowaniu sit na osie tego uktadu otrzymujemy réwnania
rownowagi:

3
D P =Ry —R,sina =0,
k=1

3

ZPky =R ,cosa—G =0.
k=1

Powyzsze dwa rownania po wyznaczeniu kata o z twierdzenia o trzech silach
pozwalaja na wyznaczenie warto$ci reakcji Ra i Rp.



