
1 Praca, energia mechaniczna

Zad. 1.1 Kula o promieniu R pªywa w cieczy o g¦sto±ci ρ, przy czym jest w niej zanurzona do
poªowy swej obj¦to±ci. Jak¡ prac¦ nale»y wykona¢, aby wydoby¢ kul¦ nad poziom cieczy? Odp.

W = 5
12πR

4ρg.

Zad. 1.2 Drewniany walec jest zanurzony w wodzie do 2/3 swojej wysoko±ci. Jak¡ prac¦ nale»y
wykona¢, aby wyci¡gn¡¢ walec z wody, je»eli promie« walca r = 10 cm, a jego wysoko±¢ h =
60 cm? Odp. W = 24,13 J.

Zad. 1.3 Kulka wahadªa matematycznego o dlugo±ci l zostaªa odchylona od poªo»enia rów-
nowagi o k¡t α. Po uwolnieniu zacz¦ªa wykonywa¢ wahania przechodz¡c z pr¦sko±ci¡ υ przez
poªo»enie równowagi. Znale¹¢ t¦ pr¦dko±¢. Odp. υ = 2gl

√
1− cosα.

Rys. 1:

Zad. 1.4 Niech ciaªo o masie m ze±lizguje si¦ bez tarcia z wierzchoªka pionowo ustawionej ob-
r¦czy o promieniu r (rys. 1). Jak¡ siª¡ b¦dzie ono naciska¢ na obr¦cz, przechodz¡c przez punkt,
którego wysoko±¢ jest mniejsza od wysoko±ci wierzchoªka obr¦czy o h? Na jakiej wysoko±ci h0

poni»ej wierzchoªka obr¦czy ciaªo oderwie si¦ od podªo»a? Pocz¡tkowa pr¦dko±¢ ciaªa na wierz-
choªku obr¦czy jest równa zeru. Odp. R = mg r−3h

r , h0 = r
3 .

Rys. 2:

Zad. 1.5 Ciaªu nadaje si¦ tak¡ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡, aby mogªo ono z punktu A dosta¢ si¦ do
punktu B. Proponuje si¦ dwa warianty drogi od A do B (rys. 2 a i b). W obydwu sytuacjach
ciaªo powinno pokona¢ tak¡ sam¡ wysoko±¢ H, ale za ka»dym razem inaczej. Znale¹¢ minimaln¡

pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ υ0 dla obu wariantów. Tarcie pomin¡¢. Odp. a) υ0 =
√

5
2gH; b) υ0 =

√
2gH.
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Zad. 1.6 Znale¹¢ wysoko±¢ h punktu oderwania ciaªa od obr¦czy (rys. 2a) pod warunkiem, »e
pr¦dko±¢ pocz¡tkowa wynosi υ0 =

√
2gH. Odp. h = 5

6H.

Zad. 1.7 Ciaªo ze±lizguje si¦ bez tarcia z wyskoko±ci H = 60 cm i zakre±la p¦tl¦ o promieniu
r = 20 cm (rys. 3a). Znale¹¢ stosunek siª, jakimi ciaªo naciska na podªo»e w punktach A, B i C.
Z jakiej minimalnej wysoko±ci H powinno ze±lizgiwa¢ si¦, aby obiegªo martw¡ p¦tl¦ o promieniu
r? Odp. r + 2H) : 2(H − r) : (2H − 5r) = 7 : 4 : 1, H = 5

2r = 50 cm.

Rys. 3:

Zad. 1.8 Obr¦cz o promieniu r przymocowano do podªogi w pozycji pionowej. Z wierzchoªka
obr¦czy ze±lizguje si¦ bez tarcia ciaªo (rys. 3b). W jakiej odlegªo±ci l od punktu umocowania
obr¦czy upadnie to ciaªo? Odp. l ≈ 1,3r.

Zad. 1.9 Cz¡stka o masie m = 3 kg porusza si¦ w pªaszczy¹nie xy zgodnie z nast¦puj¡cymi
równaniami ruchu:

x = a cosωt,
y = b sinωt.

a) Po jakim torze porusza si¦ cz¡stka? b) Jak zale»y od czasu jej energia kinetyczna? c) Ile
wynosi praca wykonana przez siª¦ dziaªaj¡c¡ na cz¡stk¦ pomi¦dzy punktami (a, 0) i (0, b)? d)
Ile wynosi caªkowita praca wykonana przez t¦ siª¦ w czasie peªnego obiegu toru? e) Czy siªa ta
jest siª¡ zachowawcz¡? f) Jaka jest zale»no±¢ energii potencjalnej cz¡stki od poªo»enia? g) Ile
wynosi caªkowita energia cz¡stki i czy zale»y ona od czasu? Odp. a)

(
x
a

)2
+

(y
b

)2
= 1 czyli elipsa

o póªosiach a i b; b) Ek = mω2

2

(
a2 sin2 ωt+ b2 cos2 ωt

)
; c) W = 1

2mω2
(
a2 − b2

)
; d) Wca lk = 0; e)

tak, ze wzgl¦du nma odpowied¹ w punkcie d); f) Ep =
1
2mω2(a2 sin2 ωt+ b2 cos2 ωt) = 1

2mω2r2;
g) E = 1

2mω2(a2 + b2).

Zad. 1.10 W pewnym polu siª równania ruchu cz¡stki o masie m = 0,5 kg s¡ nast¦puj¡ce:

x = 5t2 − t,
y = 2t3,

z = −3t+ 2.

Znale¹¢ zale»no±¢ od czasu mocy przekazywanej przez pole cz¡stce. Odp. P = d
dt

(
mυ2

2

)
= Fv =

36t3 + 50t− 5W.
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Zad. 1.11 Czy siªa F = (2xz2 − 2y,−2x − 6yz, 2x2z − 3y2) jest siª¡ zachowawcz¡? Je»eli tak,
to znale¹¢ odpowiadaj¡c¡ jej energi¦ potencjaln¡. Odp. Siªa zachowawcza, Ep = 2xy + 3y2z −
x2z2 + C.

Zad. 1.12 Rozwi¡za¢ zadanie poprzednie dla siª:

F1(x, y, z) = (x2z,−xy, 5),
F2(x, y, z) = (−2x− yz, z − xz, y − xy).

Odp. F1 � siªa niezachowawcza; F2 � siªa zachowawcza, Ep = xyz + x2 − yz + C.

Rys. 4:

Zad. 1.13 Obliczy¢ prac¦ wykonan¡ przez siª¦ F1 z zad. 1.12 przy przej±ciu od punktu A =
(−1, 1, 0) do punktu B = (1, 0, 0): a) po prostej wzdªu» osi x (rys. 4), b) po póªokr¦gu w
pªaszczy¹nie xy (rys. 4). Odp. a) W1 = 0, b) W2 = 2

3 .

Zad. 1.14 Cz¡stka znajduje si¦ w polu o energii potencjalnej danej wzorem Ep = Ax2(x − 3).
Znale¹¢ i sklasy�kowa¢ punkty równowagi. Odp. x1 = 0 � równowaga nietrwaªa, x2 = 2 �
równowaga trwaªa.

Rys. 5:

Zad. 1.15 Obliczy¢ prac¦ wykonan¡ przez siª¦ F = (x+y)x̂+(y−x)ŷ+(2z−x−3y)ẑ w trakcie
przemieszczania cz¡stki o masiem z punktu O do punktu C wzdªu» drogi OABC, któr¡ stanowi¡
kraw¦dzie sze±cianu o boku a (rys. 5). Punkt O jest wierzchoªkiem sze±cianu umieszczonym w
pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Kraw¦d¹ OA le»y na osi z, kraw¦d¹ AB jest równolegªa do osi
x, kraw¦d¹ BC jest równolegªa do osi y.
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Zad. 1.16 Obliczy¢ prac¦ wykonan¡ przez siª¦ z zad. 1.15 w trakcie przemieszczenia cz¡stki
o masie m wzdªu» a) drogi OC oraz b) zamkni¦tej drogi OFCAO. Co mo»na powiedzie¢ o
charakterze siªy na podstawie wyniku uzyskanego w punkcie b).

Zad. 1.17 W pewnym polu wektorowym siªa ma posta¢ F = (x+y2)x̂+2yŷ. Wyznaczy¢ prac¦,
jak¡ trzeba wykona¢ pokonuj¡c siª¦ wzdu» linii prostej od punktu A(0, 0) do B(3, 1).

Zad. 1.18 W pewnym polu wektorowym skªadowe siª s¡ Fx = xy, Fy = y + z i Fz = z.
Wyznaczy¢ prac¦, jak¡ trzeba wykona¢ pokonuj¡c siªy pola wzdªu» linii x = 2 cos t, y = 2 sin t i
z = t od punktu A(2, 0, 0) do B(0, 2, 1

2π). Odp. W = 1
8π

2 + π − 8
3 .

Zad. 1.19 Pole elektrostatyczne mi¦dzy okªadkami kondensatora cylindrycznego ma nat¦»enie
E = a x

r3
x̂ + a y

r3
ŷ, gdzie r =

√
x2 + y2. Wyznaczy¢ prac¦, któr¡ trzeba wykona¢, aby ªadunek

jednostkowy przesun¡¢ wzdªu» prostej x = 3t, y = 4t, z = 0 z punktu M(3, 4, 0) do punktu
P (6, 8, 0). Odp. W = 1

10a.

Zad. 1.20 Dane jest pole wektorowe siª Fx = xz − z, Fy = 0 i Fz = 2x + z2. Wyznaczy¢, jak¡
prac¦ trzeba wykona¢ pokonuj¡c siªy pola wzdªu» drogi ªuku z = x3 od punktu A(0, 0, 0) do
B(1, 0, 1). Odp. W = 107

60 .

Zad. 1.21 Nat¦»enie pola grawitacyjnego wytworzonego przez punktow¡ mas¦ M ma posta¢
G = GM

r3
(xx̂ + yŷ + zẑ), gdzie r =

√
x2 + y2 + z2. Wyznaczy¢ prac¦, któr¡ trzeba wykona¢,

aby przesun¡¢ punktow¡ mas¦ jednostkow¡ wzdªu» drogi x = cos t, y = 1, z = sin t z punktu
M(1, 1, 0) do punktu N(0, 1, 1). Odp. W = GM

√
2

4 (2 + π).

Zad. 1.22 Cz¡stka o masiem i energii E znajduje si¦ w polu o energii potencjalnej Ep(x) = A|x|.
Przedyskutowa¢ ruch tej cz¡stki. Odp. Siªa F = −A dla x > 0 oraz F = A dla x < 0, punkty
wzrotne: x1 = E/A, x2 = −E/A, vmax =

√
2E/m, okres drga« T = 4

√
2mE/A.

Zad. 1.23 Przedyskutowa¢ ruch cz¡stki o masie m i energii E w polu o energii potencjalnej
Ep(x) = A tan2 ax.Odp. Siªa F = −2a tan ax(A+Ep), punkty zwrotne: x1 = (1/a) arctan

√
E/A,

x2 = (1/a) arctan(−
√
E/A), okres drga« T = (π/a)

√
2m/(E +A).

Zad. 1.24 Przedyskutowa¢ ruch cz¡stki o masie m i energii E = 0 w potencjale Morse'a postaci
Ep(x) = A(e−2ax − 2e−ax). Odp. punkt zwrotny x = −(1/a)ln2. Siªa F = 2aA(e−2ax − e−ax),

równanie ruchu x(t) = 1
2 ln

(
1
2 + Aa2

m (t+ t0)
2
)
, gdzie t0staªa wyznaczana z warunków pocz¡tko-

wych.
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2 Oscylator harmoniczny

Zad. 2.1 Do stoj¡cego na poziomej podªodze wózka o masie 10 kg przyczepiona jest spr¦»yna,
której drugi koniec umocowany jest do ±ciany. Spr¦»yn¦ rozci¡gni¦to o 1 m i zwolniono. Ile
wynosi przyspieszenie wózka w momencie puszczenia spr¦»yny? Jaka b¦dzie pr¦dko±¢ wózka, gdy
znajdzie si¦ on w poªo»eniu równowagi? Staªa spr¦»ysto±ci spr¦»yny jest równa k = 50N/m. Odp.
5m/s2, 2.24m/s.

Rys. 6:

Zad. 2.2 Przyczepiony do spr¦»yny klocek mo»e ±lizga¢ si¦ bez tarcia po poziomej pªaszczy¹nie
(rys. 6a). Jedyna siª¡ decyduj¡c¡ o drganiach klocka jest w tym przypadku siªa dziaªaj¡ca ze
strony spr¦»yny. Je»eli zestaw zostanie zawieszony (rys. 6b), to o ruchu klocka decyduje tak»e
siªa ci¦»ko±ci. Obliczy¢ cz¦sto±ci drga« w obu przypadkach. Odp. Cz¦sto±¢ drga« b¦dzie w obu

przypadkach taka sama ω =
√

k
m .

Rys. 7:

Zad. 2.3 Deska A ustawiona w pªaszczy¹nie poziomej, wykonuje w kierunku pionowym drgania
o amplitudzie x0 = 0,75m (rys. 7a). Jaka mo»e by¢ maksymalna cz¦stostliwo±¢ drga« deski, aby

ciaªo B, swobodnie le»¡ce na desce, nie oderwaªo si¦ od niej? Odp. ν = 1
2π

√
g
x0

= 0,575Hz.

Zad. 2.4 Zbada¢ ruch kulki materialnej poruszaj¡cej si¦ wzdªu» prostoliniowego kanaªu prze-
chodz¡cego przez ±rodek Ziemi (rys. 7b), je»eli wiemy, »e we wn¦trzu Ziemi siªa dziaªaj¡ca na
kulk¦ jest wprost proporcjonalna do jej odlegªo±ci od ±rodka Ziemi i jest skierwana do jej ±rodka.
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Pr¦dko±¢ pocz¡tkowa kulki przy wej±ciu do kanaªu jest równa zeru. Obliczy¢ czas, w ci¡gu któ-
rego kulka osi¡gnie ±rodek Ziemi oraz pr¦dko±¢, z jak¡ go minie (promie« Ziemi R = 6370 km).

Odp. τ = π
2

√
R
g = 20,8min, υ1 = R

√
g
R sin

√
g
Rτ = 7,9 km/s.

Zad. 2.5 Czªowiek o masie 90 kg, przywi¡zany do gumowej linki o dªugo±ci 18m skacze z mostu
o wysoko±ci 40m ponad poziomem rzeki. W momencie skoku caªa linka le»y zwini¦ta na mo±cie.
W jakiej odlegªo±ci od poziomu rzeki skoczek zatrzyma si¦ po raz pierwszy? Staªa spr¦»ysto±ci
linki jest równa k = 204N/m. Odp. 4.5m.

Zad. 2.6 Przedyskutowa¢ ruch masy m poruszaj¡cej si¦ bez tarcia po wewn¦trznej stronie
okr¦gu o promieniu R. Odp. d2ϕ

dt2
+ g

Rϕ = 0. Dla maªych k¡tów dostajemy równanie oscylatora

harmonicznego d2ϕ
dt2

+ g
Rϕ = 0 o cz¦sto±ci ω0 =

√
g
R .

Zad. 2.7 Napisa¢ i rozwi¡za¢ ró»niczkowe równanie ruchu masy m umieszczonej na spr¦»ynie
o staªej spr¦»ysto±ci k i podlegaj¡cej dziaªaniu siªy tªumi¡cej −mγv. W chwili t = 0 poªo»enie i
pr¦dko±¢ masy s¡ x = 0 oraz v = v0.

Zad. 2.8 Znale¹¢ poªo»enie x = x(t) masy m z poprzedniego zadania po przyªo»eniu w chwili
t = 0 siªy wymuszaj¡cej F = F0 cosωt.

Rys. 8:

Zad. 2.9 Równanie na nat¦»enie pr¡du obwodu RLC przedstawionego na rys. 8 ma posta¢

L
d2I

dt2
+R

dI

dt
+

1

C
I = 0.

Przez analogi¦ ze spr¦»yn¡ znale¹¢ wyra»enie na staª¡ tªumienia oraz cz¦sto±¢ wªasn¡ ω0.
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3 Ukªad punktów materialnych

Zad. 3.1 Znajd¹ poªo»enie ±rodka masy ukªadu trzech mas punktowych m1 = 1 kg, m2 = 4 kg i
m3 = 3 kg o wspóªrz¦dnych r1 = 1̂x+5̂y+4ẑ [m], r2 = −2x̂+1̂y+−3ẑ [m], r3 = −4x̂+2ŷ+1ẑ [m].

Zad. 3.2 W jakiej odlegªo±ci od ±rodka Ziemi znajduje si¦ ±rodek masy ukªadu Ziemia-Ksi¦»yc.
�rednia odlegªo±¢ Ziemia od Ksi¦»yca liczona od ±rodka Ksi¦»yca do ±rodka Ziemi wynosi l =
384 400 km, promie« Ksi¦»yca RK = 1735 km, ±redni promie« Ziemi RZ = 6370 km. Stosunek

±rednich g¦sto±ci Ziemi i Ksi¦»yca wynosi n = ρz/ρK = 1,65. Odp. x =
R3

K ·l
R3

K+nR3
Z
= 3817 km.

Zad. 3.3 W jakiej odlegªo±ci od j¡dra atomu tlenu znajduje si¦ ±rodek masy cz¡steczki wody.
Przyj¡¢ stosunek mas tlenu i wodoru n = mO/mH = 16, dªugo±¢ wi¡zania O-H d ≈ 96 pm, k¡t
pomi¦dzy wi¡zaniami O-H α = 104,45◦. Odp. x = 2d cos(α/2)

2+n = 6,5 pm.

Zad. 3.4 Siªa F = 30x̂ + 40ŷ [N] dziaªa na punkt, którego poªo»enie opisane jest wektorem
r = 8x̂+ 6ŷ [m]. Obliczy¢:

a) moment tej siªy wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu,
b) dªugo±¢ ramienia siªy,
c) wielko±¢ skªadowej prostopadªej do r.

Rys. 9:

Zad. 3.5 Na pªask¡ stalow¡ pªytk¦, pªywaj¡c¡ po rt¦ci, dziaªaj¡ trzy siªy o kierunkach pokaza-
nych na rys. 9(a), zaczepione w rogach kwadratu o boku 0,001 m. Znale¹¢ pojedyncz¡ czwart¡
siª¦, która utrzyma pªytk¦ w równowadze. Poda¢ wielko±¢, kierunek oraz punkt zaczepienia tej
siªy, le»¡cy na linii AB.

Zad. 3.6 Oblicz wspóªrz¦dne ±rodka masy poªówki tarczy o masie m i promieniu R oraz staªej
g¦sto±ci powierzchniowej ρ, umieszczonej w pªaszczy¹nie xy nad osi¡ Ox.

Zad. 3.7 Ciaªo maj¡ce ksztaªt litery L (patrz rys. 9(b)), wyciete z kawaªka metalu o równo-
miernej grubo±ci, spoczywa na gªadkim poziomym stole. W pewnej chwili ciaªo to zostaªo nagle
uderzone, w kierunku pokazanym na rysunku, i zacz¦ªo porusza¢ si¦ ruchem post¦powym (nie
obracaj¡¢ si¦). W jakiej odlegªo±ci od wierzchoªka O byªo przyªo»one uderzenie?
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Rys. 10:

Zad. 3.8 Wspornik mostu jest skonstruowany tak, jak pokazano na rys. 10. Wszystkie czªony
s¡ lekkie, sztywne, maj¡ jednakow¡ dªugo±¢ i mog¡ obraca¢ si¦ bez tarcia wokóª punktów zamo-
cowania. Znale¹¢ siªy reakcji F1 i F2 oraz siª¦ powstaj¡c¡ w czªonie DF.
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4 Siªy centralne

Zad. 4.1

Zad. 4.2
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5 Zasada zachowania p¦du

Zad. 5.1 �y»wiarz opieraj¡c si¦ o barier¦, wyrzuciª kamie« poziomo z pr¦dko±ci¡ υ0 = 14m/s.
Jak¡ pr¦dko±¢ υ wzgl¦dem powierzchni Ziemi nada temu kamieniowi, je»eli stoj¡c na ªy»wach na
gªadkim lodzie wyrzuci kamie«, stosuj¡c tak¡ sam¡ siª¦ jak poprzednio? Wyznaczy¢ drog¦, jak¡
przejedzie ªy»wiarz od miejsca wyrzucenia kamienia do miejsca zatrzymania, je»eli wspóªczynnik
tarcia ªy»ew o lód jest równy µ = 0,02. Masa kamienia m = 3 kg, masa ªy»wiarza wynosi

M = 60 kg. Odp. υ = υ0

√
M

M+m ≈ 13,66m/s, l = υ2
0m

2

2M(M+m)µg ≈ 1,19.

Zad. 5.2 Z dziaªka o masie M , ze±lizguj¡cego si¦ swobodnie po pochyªo±ci o kacie nachylenia
α do poziomu w momencie, kiedy przemierzyªo ono odlegªo±¢ l, wystrzelono poziomo pocisk.
Jaka powinna by¢ pr¦dko±¢ pocisku, aby dziaªko zatrzymaªo si¦. Zaniedba¢ tarcie oraz zaªo»y¢,

»e m � M . Odp. υ = m
M

√
2gl sinα

cosα .

Zad. 5.3 Trzy jednakowe ªodzie o masie m pªyn¡ z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ υ jedna za drug¡. Ze
±rodkowej ªodzi jednocze±nie wyrzucono do pierwszej i trzeciej ªodzi jednakowe odwa»niki o
masie m1 z pr¦dko±ci¡ u. Jakie b¦d¡ pr¦dko±ci ªodzi po przerzuceniu odwa»ników. Odp. υ1 =
m1(υ+u)+mυ

m+m1
, υ2 = υ, υ1 = m1(υ−u)+mυ

m+m1
.

Rys. 11:

Zad. 5.4 Czªowiek stoj¡cy w pocz¡tkowo nieruchomej ªodzi przyci¡ga do siebie za pomoc¡ liny
drug¡ ªód¹ (rys. 11). �odzie od momentu zetkni¦cia poruszaj¡ si¦ dalej razem. Wskutek oporu
wody proporcjonalnego do pr¦dko±ci ªodzi, ruch ªodzi po niezmiernie dªugim czasie ustanie.
W jakim miejscu x∞ znajd¡ si¦ wtedy ªodzie? Masy ªodzi wynosz¡ m1 oraz m2, pocz¡tkowa
odlegªo±¢ pomi¦dzy ±rodkami ich mas � l. Odp. x∞ = l/2.

Zad. 5.5 Dwie ªodzie pªyn¡ naprzeciw siebie po liniach prostych, równolegªych. Kiedy znajduj¡
si¦ naprzeciw siebie, wzajemnie przerzucone zostaj¡ ªadunki o masie 50 kg, w wyniku czego pierw-
sza z ªodzi zatrzymuje si¦, a druga porusza si¦ dalej z pr¦dko±ci¡ 8,5m/s w tym samym kierunku.
Jakie byªy pr¦dko±ci ªodzi, do momentu wymiany ci¦»arów, je»eli masy ªodzi z ªadunkiem byªy
równe 500 kg oraz 1 t. Odp. 9m/s i 1m/s.

Zad. 5.6 Wagon o masie m1 = 50 t, poruszaj¡c si¦ z pr¦dko±ci¡ υ0 = 12 km/h, zderza si¦ ze
stoj¡c¡ na jego drodze platform¡ o masie m2 = 30 t. Obliczy¢ pr¦dko±¢ υ wspólnego ruchu
wagonu i platformy bezpo±rednio po tym, jak zadziaªaª sprz¦g automatyczny. Obliczy¢ drog¦ s,
przebyt¡ przez ukªad wagon-platforma, je»eli siªa oporu stanowiªa n = 5% ci¦»aru tego ukªadu.

Odp. υ = υ0
m1

m1+m2
= 7,5 km/h, s = υ2

0
2g

100
n

(
m1

m1+m2

)
= 4,43m.
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Zad. 5.7 Z armaty o masie M , znajduj¡cej si¦ u podnó»a góry, wyleciaª w kierunku poziomym
pocisk o masie m z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0. Na jak¡ wysoko±¢ wjedzie armata po zboczu góry
w wyniku odrzutu, je»eli nachylenie zbocza wynosi α, a wspóªczynnik tarcia armaty o podªo»e

� µ? Odp. h =
υ2
0

2g

(
m
M

)2 cos2 α sinα
sinα+µ cosα .

Zad. 5.8 Niech ciaªo o masie m uderza centralnie z pr¦dko±ci¡ υ0 w spoczywaj¡ce ciaªo o masie
M . Wyznaczy¢ pr¦dko±ci ciaª po zderzeniu idealnie spr¦»ystym.

Zad. 5.9 Pal o masie m1 = 100 kg jest wbijany w grunt bijakiem kafara, która ma mas¦ m2 =
300 kg. Bijak kafara swobodnie spada z wysoko±ci H = 4m, a w czasie ka»dego uderzenia pal
obni»a si¦ o h = 10 cm. Przyjmuj¡c, »e siªa oporu F gruntu jest staªa, wyznaczy¢ jej warto±¢
dla dwóch przypadków: a) uderzenie w pal jest idealnie spr¦»yste; b) uderzenie jest niespr¦»yste.

Odp. a) F = m1g
(
1 +

4Hm2
2

h(m1+m2)2

)
≈ 89 kN; b) F = (m1 +m2) g

(
1 +

Hm2
2

h(m1+m2)2

)
≈ 92 kN

Zad. 5.10 Po pr¦cie poziomym bez tarcia ±lizga si¦ z pr¦dko±ci¡ υ0 kula o masie m1 = M i
zderza si¦ z inn¡ kul¡ o masie m2, która wcze±niej byªa w spoczynku. Zderzenie jest idealnie
niespr¦»yste. Znale¹¢ pr¦dko±¢ υ kul po zderzeniu oraz ciepªo Q wydzielone podczas zderzenia
w nast¦puj¡cych przypadkach: a) m2 = M

2 ; b) m2 = M ; c) m2 = 2M . Odp. υ = υ0m1
m1+m2

; a) 2
3υ0;

b) 1
2υ0; c) 1

3υ0; Q =
m1υ2

0
2

(
1− m1

m1+m2

)
; a) 1

6Mυ2
0; b)

1
4Mυ2

0; c)
1
3Mυ2

0.

Zad. 5.11 Na poziomej pªaszczy¹nie spoczywa kula. Zderza si¦ z ni¡ inna kula o takiej samiej
masie. Zderzenie jest idealnie spr¦»yste i niecentralne. Wykaza¢, »e w wyniku zderzenia kule
rozbiegaj¡ si¦ w dwóch wzajemnie prostopadªych kierunkach.

Zad. 5.12 Atom izotopu uranu U235 rozpada si¦ wedªug schematu 92U235 →40 Zr95 +52 Te140.
Przy rozpadzie wyzwala si¦ energia 5 × 10−11 J. Jaka jest pr¦dko±¢ υ j¡dra 40Zr95 powstaªego

przy rozpadzie? Odp. υ =
√

2m2E
m2

1+m1m2
= 1,92× 107 m/s.

Zad. 5.13 Na pªaszczy¹nie poziomej spoczywa kula o masie M . Uderza w ni¡ kula o masie
m, maj¡ca przed uderzeniem pr¦dko±¢ υ0. Zderzenie jest idealnie spr¦»yste i niecentralne. W
wyniku zderzenia kula o masie m uzyskuje pr¦dko±¢ skierowan¡ prostopadle do kierunku swego
pierwotnego ruchu. Wyznaczy¢ pr¦dko±ci υ1 oraz υ2 kul i kierunek ruchu kuli o masie M po
zderzeniu, a tak»e zmian¦ energii ∆E i p¦du ∆(mυ) kuli o masie m w wyniku zderzenia. Odp.

υ1 = υ0

√
(n− 1)(n+ 1); υ2 = υ0

√
2

n2+n
; β = 1

2 arccos
1
n ; ∆E = −mυ2

0
n+1 ; ∆(mυ) = mυ0

√
2n
n+1 ,

gdzie n = M
m .

Zad. 5.14 Na gªadkiej poziomej powierzchni w odlegªo±ci l = 3m od pionowej ±ciany znajduje
si¦ kula o masie M . Inna kula o masie m ±lizga si¦ z pewn¡ pr¦dko±ci¡ w kierunku od ±ciany
do kuli o masie M . Po idealnie spr¦»ystym zderzeniu kul, kula o masie m dociera do ±ciany i
odbiwszy si¦ od niej spr¦»y±cie dop¦dza kul¦ o masie M . Obliczy¢, w jakiej odlegªo±ci s od ±ciany
nast¡piªo drugie zderzenie , je»eli M

m = n = 5. Odp. s = l 1+n
n−3 = 9m.
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Rys. 12:

Zad. 5.15 W skrzynk¦ o masie M , zawieszon¡ na cienkiej nici, tra�a pocisk o masie m, lec¡cy
poziomo z pr¦dko±ci¡ υ0 i zatrzymuje si¦ w niej (rys. 12). Na jak¡ wysoko±¢ h od poªo»enia
równowagi wzniesie si¦ skrzynka po tra�eniu w ni¡ pocisku? Jakie ciepªo wydzieli si¦ w wyniku

zderzenia? Odp. h =
(

m
M+m

)2 υ2
0

2g ; Q =
mυ2

0
2

(
1− m

m+M

)
.

Zad. 5.16 Dwie kule o masach M i 2M podwieszone s¡ w jednym punkcie na niciach o jednako-
wej dªugo±ci l. Kul¦ o masie M odchylono o k¡t α i puszczono, nadaj¡c jej przy tym pr¦dko±¢ υ0

prostopadª¡ do nici, o zwrocie ku poªo»eniu równowagi. Na jak¡ wysoko±¢ h wznios¡ si¦ kule po
zderzeniu, je»eli jest ono: a) idealnie spr¦»yste; b) idealnie niespr¦»yste (kule w wyniku zderzenia

zlepiaj¡ si¦)? Odp. a) h1 = 2
9H, h2 = 1

18H; b) h = 1
18H, gdzie H = 4l sin2 α

2 +
υ2
0
g .

Zad. 5.17 Kula o masie M wisi na nici o dªugo±ci l. W kul¦ tra�a lec¡cy poziomo pocisk o
masie m i wbija si¦ w ni¡. Z jak¡ minimaln¡ pr¦dko±ci¡ powinien lecie¢ pocisk, aby w wyniku
tego zderzenia kula wisz¡ca na nici mogªa wykona¢ peªny obrót w pªaszczy¹nie pionowej? Odp.

υmin = m+M
m

√
5gl

Zad. 5.18 Na pªaszczy¹nie poziomej spoczywa ciaªo o masieM , maj¡ce ksztaªt równi pochyªej o
k¡cie nachylenia 45◦. Z równi¡ zderza si¦ spr¦»y±cie kulka o masie m, lec¡ca poziomo z pr¦dko±ci¡
υ0. W wyniku zderzenia z równi¡ kulka odskakuje pionowo do góry, a równia zaczyna si¦ ±lizga¢
bez tarcia po pªaszczy¹nie (rys. 13a). Wyznaczy¢ pr¦dko±¢, z jak¡ kulka rozpoczyna swój ruch

pionowy bezpo±rednio po zderzeniu. Odp. υ1 = υ0

√
M−m
M .

Zad. 5.19 Na pªaszczy¹nie poziomej le»¡ dwa kliny maj¡ce katy naczylenia po 45◦, masa ka»dego
z nich jest równa M (13b). Z wysoko±ci H swobodnie spada kulka o masie m (m � M), uderza
pocz¡tkowo w jeden klin, a nast¦pnie w drugi i podskakuje pionowo do góry. Wyznaczy¢ wysoko±¢
h, na jak¡ podskoczy kulka. Przyj¡¢, »e obydwa zderzenia s¡ spr¦»yste, oraz »e nie ma tarcia
mi¦dzy klinami i pªaszczyzn¡. Odp. h = HM−m

M+m .

Zad. 5.20 Na pªaszczy¹nie poziomej le»y klin o masieM i k¡cie nachylenia do poziomu α = 30◦.
Z wysoko±ci H swobodnie spada kulka o masie m, spr¦»y±cie uderza w klin i odbija si¦ pod k¡tem
30◦ do poziomu. Na jak¡ wysoko±¢ h wzniesie si¦ kulka? Odp. h = H M

4M+3m .
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Rys. 13:

Zad. 5.21 Na pªaskiej powierzchni poziomej le»y kula o masie m1, poª¡czona spr¦»yn¡ o wspóª-
czynniku spr¦»ysto±ci k, której drugi koniec jest przytwierdzony do ±ciany (rys. 14a). W kul¦
uderza z pr¦dko±ci¡ υ druga kula o masie m2 < m1. a) Obliczy¢ amplitud¦ drga« kul po zde-
rzeniu idealnie niespr¦»ystym. b) Obliczy¢ amplitud¦ drga« pierwszej kuli po zderzeniu idealnie
spr¦»ystym. c) W jakim kierunku b¦dzie porusza¢ si¦ druga kula po zderzeniu idealnie spr¦»y-

stym. Odp. a) A = m2υ
m1+m2

√
m1+m2

k ; b) A = 2m2υ
m1+m2

√
m1
k ; c) po uderzeniu druga kula b¦dzie

porusza¢ si¦ w przeciwn¡ stron¦.

Rys. 14:

Zad. 5.22 Ukªad zªo»ony jest z dwóch kul o masach m i M poª¡czonych spr¦»yn¡ o zaniedby-
walnej masie i wspóªczynniku spr¦»ysto±ci k (rys. 14b). Trzecia kula o masie m poruszaj¡ca si¦
wzdªu» osi spr¦»yny z pr¦dko±ci¡ υ doznaje zderzenia spr¦»ystego z kul¡ m. Obliczy¢: a) energi¦
kinetyczn¡ Ek ruchu ukªadu jako caªo±ci; b) energi¦ wewn¦trzn¡ Ewew ukªadu mas poª¡czonych
spr¦»yn¡; c) amplitud¦ drga« A jednej z kul wzgl¦dem drugiej. Ukªad do momentu zderzenia

spoczywaª, a spr¦»yna nie byªa zdeformowana. Odp. a) Ek = (mυ)2

2(M+m) ; b) Ewew = Mmυ2

2(M+m) ; c)

A = υ
√

Mm
k(M+m) .

Zad. 5.23 Rakieta o masie startowej m0 zostaje wystrzelona pionowo do powierzchni Ziemi.
Paliwo jest z niej wyrzucane z pr¦dko±ci¡ u wzgl¦dem rakiety w taki sposób, »e masa rakiety
maleje z szybko±ci¡ r (tzn. dm

dt = −r, gdzie r > 0). Obliczy¢ pr¦dko±¢ rakiety jako funkcj¦ czasu
do momentu wypalenia caªego paliwa. Pomin¡¢ opór powietrza i przyj¡¢, »e siªa grawitacji jest
staªa i wynosi mg. Odp. υ = u ln m0

m0−rt − gt.
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