
1 Wektory, skªadanie pr¦dko±ci

Zad. 1.1 Na rys. 1 dany jest wektor A = 3x̂+ ŷ + 2ẑ.
(a) Znale¹¢ dªugo±¢ A.
(b) Ile wynosi dªugo±¢ rzutu A na pªaszczyzn¦ xy?
(c) Znale¹¢ wektor B le»¡cy w drugiej ¢wiartce pªaszczyzny xy o dªugo±ci

√
10 prostopadªy

do A.
(d) Znale¹¢ wektor jednostkowy B̂.
(e) Znale¹¢ iloczyn skalarny wektora A przez wektor C = 4x̂.
(f) Znale¹¢ posta¢ A i C w ukªadzie odniesienia otrzymanym z poprzedniego ukªadu przez

obrót o π/2 w kierunku zgodnym z ruchem wskazówek zegara, patrz¡c wzdªu» osi z.
(g) Znale¹¢ iloczyn skalarny A ·B w nowym ukªadzie odniesienia.
(h) Znale¹¢ iloczyn wektorowy A×B w starym i nowym ukªadzie odniesienia.
(i) Znale¹¢ wektor A−C.

Rys. 1:

Zad. 1.2 Na rys. 2 zaznaczono dwa punkty O i P . Poprowadzi¢ strzaªk¦ od O do P umieszcaj¡c
strzaªk¦ na ko«cu. (a) Znale¹¢ skªadowe x i y wektora w metrach. (b) Wyrysowa¢ równolegle do
tych osi drugi ukªad przechodz¡cy przez punkt O; jakie s¡ nowe skªadowe x′ i y′? (c) Obróci¢
drugi ukªad wspóªrz¦dnych o 30◦ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara (patrzymy
z góry) i znale¹¢ skªadowe x′′ oraz y′′.

Rys. 2:

Zad. 1.3 Ukªad wspóªrz¦dnych zde�niowany zostaª w taki sposób, »e o± x̂ ma kierunek na
wschód, o± ŷ kierunek na póªnoc. Niech wektor A ma dªugo±¢ 2m i tworzy k¡t 60◦ (na wschód)
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z kierunkiem na póªnoc, natomiast wektor B ma dªugo±¢ 4m i tworzy k¡t 120◦ (na wschód) z
kierunkiem na póªnoc. Znale¹¢ wspóªrz¦dne wektora 2A−B.

Zad. 1.4 Dane s¡ dwa wektory A = 3x̂+ 4ŷ − 5ẑ oraz B = −x̂+ 3ŷ + 5ẑ. Obliczy¢:
(a) Dªugo±¢ ka»dego wektora.
(b) Iloczy« skalarny A ·B.
(c) K¡t zawarty mi¦dzy nimi.
(d) Cosinusy kierunkowe ka»dego wektora.
(e) Sum¦ i ró»nic¦ wektorów A+B oraz A−B.
(f) Iloczyn wektorowy A×B.

Zad. 1.5 Dane s¡ dwa wektory takie, »e A+B = 11x̂− ŷ+ 5ẑ oraz A−B = −5x̂+ 11ŷ+9ẑ.
(a) Znale¹¢ A i B.
(b) Znale¹¢ k¡t zawarty mi¦dzy A i A+B. Odp. ϕ ≈ 55◦

Zad. 1.6 Pilot samolotu chce osi¡gn¡¢ punkt 200 km na wschód od obecnego poªo»enia. Wiatr
wieje z pr¦dko±ci¡ 30 km/h z póªnocnego wschodu. Obliczy¢ wektor jego pr¦dko±ci w stosunku
do poruszaj¡cej si¦ masy powietrza, je»eli wedªug rozkªadu lotu miaª przyby¢ do miejsca prze-
znaczenia po 40 min. Odp. v = 321x̂+ 21ŷ km/h, x̂ ma kierunek na wschód, ŷ ma kierunek na
póªnoc.

Zad. 1.7 Dwie cz¡stki zostaªy wysªane z jednego wspólnego ¹ródªa i po pewnym czasie przemiesz-
czenia ich wynosz¡ r1 = 4x̂+ 3ŷ + 8ẑ, r2 = 2x̂+ 10ŷ + 5ẑ.

(a) Narysowa¢ poªo»enia cz¡stek i napisa¢ wyra»enie na przemieszczenie cz¡stki 2 wzgl¦dem
cz¡stki 1.

(b) Znale¹¢ warto±ci ka»dego z wektorów.
(c) Obliczy¢ k¡ty mi¦dzy wszystkimi mo»liwymi parami tych wektorów.
(d) Obliczy¢ rzut r na r1. Odp. −1,2.
(e) Obliczy¢ iloczyn wektorowy r1 × r2. Odp. −65x̂− 4ŷ + 34ẑ.

Zad. 1.8 Dwie cz¡stki 1 i 2 poruszaj¡ si¦ wzdªu» osi x i y z pr¦dko±ciami v1 = 2x̂m/s i
v2 = 3ŷ cm/s. W chwili t = 0 s¡ one w punktach o wspóªrz¦dnych

x1 = −3 cm, y1 = 0; x2 = 0, y2 = −3 cm.

(a) Znale¹¢ wektor r2−r1, który okre±li poªo»enie cz¡stki 2 wzgl¦dem 1 w funkcji czasu. Odp.
r = (3− 2t)x̂+ (3t− 3)ŷm.

(b) Kiedy i gdzie obie cz¡stki b¦d¡ najbli»ej siebie? Odp. t = 1,15 s.

Zad. 1.9 Samochód jechaª z miasta A na wschód w czsie t1 = 2 h ze staª¡ pr¦dko±ci¡ υ1 =
60 km/h. Nast¦pnie skr¦ciª na poªudnie i po t = 3 h od rozpocz¦cia ruchu przybyª do miasta B.
Z jak¡ pr¦dko±ci¡ jechaª samochód na poªudnie, je±li wiadomo, »e najkrótsza droga (odlegªo±¢)
mi¦dzy tymi miastami jest równa s = 150 km? Odp. υ2 = 30 km/h.

Zad. 1.10 Dwa okr¦ty wyruszyªy jednocze±nie z tego samego miejsca w drog¦ w kierunkach
do siebie prostopadªych, jeden z pr¦dko±ci¡ υ1 = 30 km/h, drugi z pr¦dko±ci¡ υ2 = 40 km/h.
Obliczy¢ pr¦dko±¢ wzajemnego oddalania si¦ okr¦tów oraz ich odlegªo±¢ po upªywie 20 min.
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Zad. 1.11 �ód¹ pªynie z pr¦dko±ci¡ 2m/s wzgl¦dem wody prostopadle do pr¡du rzeki. Pr¦dko±¢
pr¡du rzeki wynosi 1m/s. Znale¹¢ caªkowit¡ pr¦dko±¢ υ ªodzi oraz kierunek tego wektora wzgl¦-
dem brzegów rzeki. Odp. υ =

√
5m/s. Wektor pr¦dko±ci tworzy z brzegiem, od którego ªód¹ si¦

oddala k¡t α = 63◦30′.

Zad. 1.12 Dwa samoloty startuj¡ jednocze±nie z tego samego miejsca w dwóch prostopadªych
do siebie kierunkach. Pr¦dko±¢ pierwszego wynosi υ1 = 300 km/h, drugiego za± υ2 = 400 km/h.
Jak zwi¦ksza si¦ odlegªo±¢ pomi¦dzy samolotami? Jaka jest odlegªo±¢ s pomi¦dzy samolotami,
kiedy pierwszy z nich przemierzyª drog¦ 900 km/godz? Odp. Odlegªo±¢ pomi¦dzy samolotami
zwi¦ksza si¦ o 500 km w ci¡gu godziny. s = 1500 km.

Zad. 1.13 �ód¹ porusza si¦ po rzece z pr¦dko±ci¡ v wzgl¦dem wody, pod k¡tem α do pr¡du,
którego pr¦dko±¢ wynosi u (rys. 3). Znale¹¢ pr¦dko±¢ ªodzi wzgl¦dem brzegu.
Odp. υwyp =

√
υ2 + u2 + 2υu cosα, sinβ = υ sinα√

υ2+u2+2υu cosα
.

v

u

vwyp

α β
x

y

Rys. 3:

Zad. 1.14 Przystanie przeprawy promowej znajduj¡ si¦ naprzeciw siebie po obu stronach rzek
i pªyn¡cej z pr¦dko±ci¡ 0,5m/s. Jaki kurs powinien obra¢ przewo¹nik, »eby przepªyn¡¢ rzek¦ po
linii prostej od jednej przystani do drugiej. Z jak¡ pr¦dko±ci¡ υ b¦dzie porusza¢ si¦ prom w po-
przek rzeki. Prom porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ 1 m/s ek wzgl¦dem rzeki. Odp. Obiera kurs w gór¦
rzeki tworz¡cy k¡t 30◦ z prost¡ ª¡cz¡c¡ przystanie. υ = 0,87m/s.

Zad. 1.15 Okr¦t pªynie na zachód z pr¦dko±ci¡ 3,66m/s. Z poªudniowego zachodu wieje wiatr
z pr¦dko±ci¡ 7,07m/s. Jak¡ pr¦dko±¢ wiatru υ zarejestruj¡ przyrz¡dy umieszczone na okr¦cie.
Jaki wska»¡ kierunek wiatru wzgl¦dem kursu okr¦tu. Odp. υ = 10 m/s, k¡t 150◦ wzgl¦dem kursu
okr¦tu.

Zad. 1.16 Na wózku poruszaj¡cym si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ po poziomej powierzchni umieszczono
rurk¦. Pod jakim k¡tem wzgl¦dem pionu nale»y zorientowa¢ rurk¦, aby krople padaj¡cego pionowo
deszczu przelatywaªy przez rurk¦ nie dotykaj¡c jej wewn¦trznych ±cianek. Przyj¡¢, »e pr¦dko±¢
kropel deszczu jest staªa. Odp. Rurka powinna by¢ odchylona od pionu w kierunku ruchu wózka
o k¡t ϕ = arctan(υw/υk).

Zad. 1.17 Na kartce papieru zaznaczono k¡t prosty. Prostopadle do dwusiecznej k¡ta przesu-
wany jest z pr¦dko±ci¡ 10 cm/s przymiar. Jego ko«ce przecinaj¡ ramiona k¡ta. Z jak¡ pr¦dko±ci¡
poruszaj¡ si¦ punkty przeci¦cia ramion k¡ta z przymiarem? Odp. 14,1 cm/s.
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Zad. 1.18 Sterowiec ma dotrze¢ do celu oddalonego o 36 km na póªnoc. W czasie lotu wieje wiatr
z póªnocnego zachodu pod k¡tem 30◦ na poªudnie od równole»nika z pr¦dko±ci¡ 5m/s. Sterowiec
jest w stanie lecie¢ z pr¦dko±ci¡ 8,66 km/godz. Jaki kierunek lotu powinien obra¢ sterowiec aby
dotrze¢ do celu? Po jakim czasie pokona zadan¡ tras¦? Ile czasu b¦dzie trwaªa droga powrotna?
Odp. 30◦ na wschód od linii póªnoc-poªudnie, υwyp = 5m/s, t1 = 2 h, drog¦ powrotn¡ pokona w
czasie t2 = 1 h.

Zad. 1.19 Dwa okr¦ty poruszaj¡ si¦ w przeciwnych kierunkach z pr¦dko±ciami υ1 oraz υ2. Pod
jakim k¡tem do obranego kursu nale»aªo z jednego z okr¦tów wystrzeli¢ pocisk, by dotarª do
drugiego z nich, je±li wystrzaª nast¡pi w chwili, gdy okr¦ty znajduj¡ si¦ na prostej prostopadªej
do kierunku ruchu obu okr¦tów? Pr¦dko±¢ pocisku jest staªa i wynosi υ0. Odp. Pod k¡tem ϕ =
arccos[(υ1 + υ2)/υ0].

h
A

B

C

ϕ

Rys. 4:

Zad. 1.20 Czªowiek znajduje si¦ w odlegªo±ci h = 50m od prostej drogi, po której nadje»d»a
autobus z pr¦dko±ci¡ υ1 = 10m/s (rys. 4). W jakim kierunku powinien biec czªowiek, aby dogoni¢
autobus, je»eli autobus znajduje si¦ w odlegªo±ci l = |AB| = 200m od czªowieka i je»eli czªowiek
mo»e biec z pr¦dko±ci¡ υ2 = 3m/s? W jakim kierunku powinien biec, by znale¹¢ si¦ na drodze
z maksymalnym wyprzedzeniem wzgl¦dem autobusu? Jaka jest najmniejsza pr¦dko±¢, z któr¡
powinien biec czªowiek, aby dogoni¢ autobus? Odp. sinϕ ≥ hυ1

lυ2
≈ 0,833, sk¡d 56◦24′ ≤ ϕ ≤

123◦36′, υ2min = hυ1
l = 2,5m/s.
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2 Ruch jednowymiarowy

Zad. 2.1 Samochód po ruszeniu z miejsca przebywa drog¦ s = 100m w czasie t = 10 s. Ile
wynosi jego staªe przyspieszenie a? Ile wynosi jego pr¦dko±¢ ko«cowa υk?

Zad. 2.2 Kula przebija desk¦ o grubo±ci d = 2 cm. Pr¦dko±¢ kuli do chwili uderzenia wynosi
υ0 = 500m/s, a po wylocie υ1 = 100m/s. Ile wynosi opó¹nienie kuli podczas przebijania drewna
i jak dªugo trwa ten ruch? Ruch kuli w drewnie traktujemy jako jednostajnie opó¹niony. Odp.
a = −6× 106m/s2, t ≈ 0,66× 10−4 s.

Zad. 2.3 Kula leci z pr¦dko±ci¡ 400m/s, uderza w nasyp gruntowy i przenika grunt na gª¦boko±¢
36 cm. Ile czasu trwa ruch kuli w nasypie i jakie jest jego przyspieszenie a? Ile wynosi pr¦dko±¢
kuli υ1 na gª¦boko±ci 18 cm? Na jakiej gª¦boko±ci s2 pr¦dko±¢ kuli zmniejszy si¦ trzykrotnie?
Odp. t = 1, 8× 10−3 s, a = 2

9 × 106m/s2, υ1 ≈ 282m/s, s2 = 32 cm.

Zad. 2.4 Samochód rusza z miejsca w momencie zmiany ±wiateª na zielone z przyspieszeniem
a = 2m/s2. Ci¦»arówka poruszaj¡ca si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ υ = 20m/s w tym samym kierunku
wyprzedza samochód w momencie, gdy ten rusza. Po jakim czasie t samochód dogoni ci¦»arówk¦?
W jakiej odlegªo±ci s od przej±cia ze ±wiatªami to nast¡pi? Jak¡ pr¦dko±¢ υ1 ma samochód w
tym momencie?

Zad. 2.5 Ciaªo przebyªo jedna czwart¡ drogi ze staª¡ pr¦dko±ci¡ υ1 = 2m/s, nast¦pnie trzeci¡
cz¦±¢ pozostaªej drogi � ze staª¡ pr¦dko±ci¡ υ2 = 1m/s, a ko«cowy odcinek drogi ze staªym
przyspieszeniem uzyskawszy pr¦dko±¢ ko«cow¡ υ3 = 7m/s. Oblicz ±redni¡ pr¦dko±¢ υśr dla ca-
ªego ruchu. Oblicz tak»e przebyt¡ przez ciaªo drog¦ s, je»eli wiadomo, »e na ostatnim odcinku
przyspieszenie byªo równe a = 1m/s2. Odp. υśr = 2m/s, s = 48m.

Zad. 2.6 W czasie t1 = 2 s ciaªo przemieszczaªo si¦ ruchem jednostajnie przyspieszonym z
przyspieszeniem a1 = 2m/s2, a nast¦pnie � jednostajnie opó¹nionym z przyspieszeniem |a2| =
0, 5m/s2. Znale¹¢ caªkowity czas ruchu tc, jaki upªyn¡ª do chwili zatrzymania si¦ ciaªa, przebyt¡
przez nie w tym czasie drog¦ s i ±redni¡ pr¦dko±¢ υśr dla czasu tc. Znajd¹ ±rednie przyspiesze-
nie aśr w przedziale czasu od t = t0 do t = tc/2. Odp. tc = (1 + a1/|a2|)t1 = 10 s, s = 20m,
υśr = 2m/s, aśr = 0, 5m/s.

Zad. 2.7 Ciaªo porusza si¦ ze staªym przyspieszeniem. Jego pr¦dko±¢ w chwili t1 = 5 s jest równa
υ1 = 3m/s, a w chwili t2 = 6 s jest równa zeru. Oblicz pr¦dko±¢ υ0 ciaªa w chwili t = 0 i drog¦
s, przebyt¡ przez ciaªo w czasie od t = 0 do t = t2. Odp. υ = 18m/s, s = 54m.

Zad. 2.8 Sprinter mo»e biec z pr¦dko±ci¡ υs = 36 km/h. Zakªadaj¡c, »e jego przyspieszenie a
jest staªe, i »e osi¡ga on t¦ pr¦dko±¢ w ci¡gu t1 = 2 s obliczy¢, jaki dystans przeb¦dzie on w ci¡gu
t2 = 10 s. Uwaga. Rozwi¡za¢ to zadanie dwiema metodami: wykonuj¡c odpowiednie obliczenia
oraz sporz¡dzaj¡c wykres funkcji υ = υ(t) i znajduj¡c pole pod otrzyman¡ krzyw¡.

Zad. 2.9 Ciaªo, które porusza si¦ ruchem jednostajnie opó¹nionym, przebywa w czasie t = 8 s
drog¦ s = 180m i ma na ko«cu tego odcinka drogi pr¦dko±¢ υk = 5m/s. Wyzanczy¢ pr¦dko±¢
pocz¡tkow¡ υ0 i przyspieszenie ruchu ciaªa. Odp. υ0 = 40m/s, a = −4,37m/s2.
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Zad. 2.10 Od jad¡cego poci¡gu odczepiª si¦ ostatni wagon. Poci¡g nadal jedzie z t¡ sam¡ pr¦d-
ko±ci¡. Jaka jest wzgl¦dna droga s/s1 przebyta przez poci¡g i wagon do chwili zatrzymania si¦
wagonu? Zakªadamy, »e wagon porusza si¦ ruchem jednostajnie opó¹nionym. Odp. s/s1 = 2.

Zad. 2.11 Ciaªo poruszaj¡ce si¦ ze staªym przyspieszeniem przebywa kolejno dwa jednakowe
odcinki drogi s = 10m. Znale¹¢ przyspieszenie ciaªa a oraz jego pr¦dko±¢ υ0 na pocz¡tku pierw-
szego odcinka, je»eli pierwszy odcinek ciaªo przebywa w czasie t1 = 1,06 s, a drugi � w czasie
t2 = 2, 2 s? Odp. a = −3m/s2, υ0 ≈ 11m/s.

Zad. 2.12 Ciaªo poruszaj¡ce si¦ ruchem jednostajnie przyspieszonym, w czwartej sekundzie od
pocz¡tku ruch przebywa drog¦ równ¡ s = 35m. Z jakim przyspieszeniem porusza si¦ ciaªo?
Wyznaczy¢ pr¦do±¢ ciaªa w ko«cu czwartej i dziesi¡tej sekundy ruchu. Jak¡ drog¦ przebywa ciaªo
w ci¡gu drugiej i pi¡tej sekundy? Jak¡ drog¦ przeb¦dzie ciaªo w ci¡gu drugiej i trzeciej sekundy?
Odp. a = 10m/s2, υ4 = 40m/s, υ10 = 100m/s, s2 − s1 = 15m, s5 − s4 = 45m, s3 − s2 = 25m.

Zad. 2.13 Elektron poruszaj¡cy si¦ zpr¦dko±ci¡ 4,0 × 106m/s w prawo wpada w przestrze«
pomi¦dzy dwiema pionowymi, równolegªymi, naªadowanymi elektrycznie pªytkami metalowymi
odlegªymi od siebie o d = 2 cm. W obszarze tym elektron porusza si¦ ze staªym przyspieszeniem
a = 7,9 × 1014m/s2 skierowanym w prawo. Z jak¡ pr¦dko±ci¡ elektron uderzy w praw¡ pªytk¦?
Ile czasu upªynie do momentu uderzenia? Zaªó»my teraz, »e zmieniono bieguny baterii, do której
podª¡czone s¡ pªytki. Elektron ponownie wpada w obszar mi¦dzy nimi z lewej strony z t¡ sam¡
pr¦dko±ci¡, co uprzednio. Jego staªe przyspieszenie równe 7,9× 1014m/s2. Na jak¡ odlegªo±¢ od
lewej pªytki odleci elektron zanim zostanie zawrócony? Po jakim czasie elektron powróci do lewej
pªytki? Naszkicuj zale»no±¢ poªo»enia x elektronu od czasu dla obu przypadków.

Zad. 2.14 Ciaªo puszczono swobodnie w pró»ni z wysoko±ci h. Naszkicowa¢ zale»no±¢ h od czasu
t. Znale¹¢ ±redni¡ pr¦dko±¢ ciaªa podczas spadania. Dla uproszczenia przyj¡c g = 10m/s2.

Zad. 2.15 Ciaªo zostaªo wyrzucone pionowo w gór¦ z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0 = 30m/s. Na
jak¡ wysoko±¢ wzniesie si¦ ono po czasie t1 = 4 s? Jaka b¦dzie jego pr¦dko±¢ w tym momencie?
Jak¡ maksymaln¡ wysoko±¢ osi¡gnie? Po jakim czasie t2 powróci na ziemi¦? Z jak¡ pr¦dko±ci¡
uderzy o ziemi¦? Narysowa¢ zale»no±¢ poªo»enia y, drogi s oraz pr¦dko±ci υy od czasu. Dla
uproszczenia przyj¡¢ warto±¢ przyspieszenia ziemskiego g = 10m/s2.

Zad. 2.16 Ciaªo spadaj¡ce swobodnie bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej przebyªo w ci¡gu ostatniej
sekundy ruchu 3/4 caªej drogi. Ile czasu spadaªo ciaªo? Odp. t = 2t1 = 2 s

Zad. 2.17 Ciaªo zostaªo rzucone pionowo do góry z wysoko±ci H z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0.
Jednocze±nie z powierzchni Ziemi rzucono do góry drugie ciaªo z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ′0. Po
jakim czasie oba ciaªa spotkaj¡ si¦? Odp. t = H/υ′0 − υ0.

Zad. 2.18 Kamie« spada z wie»y. W chwili, gdy przebyª on drog¦ równ¡ l, z punktu poªo»onego
o wysoko±¢ h poni»ej wierzchoªka wie»y zacz¡ª spada¢ drugi kamie«. Oba kamienie docieraj¡ do

Ziemi w tym samym momencie. Wykaza¢, »e wysoko±¢ wie»y jest równa H = (l+h)2

4l .

Zad. 2.19 Ciaªo spada swobodnie z wysoko±ci h = 10m. W tej samej chwili drugi kamie«
rzucono z wysoko±ci H = 20m pionowo w dóª. Oba kamienie dotarªy jednocze±nie na Ziemi¦.
Wyznaczy¢ predko±¢ pocz¡tkow¡ υ0 drugiego kamienia. Odp. υ0 = 7m/s.
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Zad. 2.20 Dwa ciaªa zostaªy rzucone pionowo do góry z jednego punktu z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡
pocz¡tkow¡ υ0 = 30m/s w odst¦pstwie czasu ∆t = 0,5 s. Po jakim czasie (licz¡c od chwili
wyrzucenia pierwszego ciaªa) i na jakiej wysoko±ci spotkaj¡ si¦? Przyj¡¢ g = 10m/s2. Odp.
t = 3,25 s, h ≈ 44,7m.

Zad. 2.21 Dwa kamienie spadaj¡ do szybu. Drugi kamie« zacz¡ª spada¢ o 1 s pó¹niej ni» pierw-
szy. Wyznaczy¢ ruch jednego kamienia wzgl¦dem drugiego. Odp. Wzgl¦dne przyspieszenie jest
równe zeru, wzgl¦dny ruch kamieni jest jednostajny, z pr¦dko±ci¡ liczbowo równ¡ g.

Zad. 2.22 Z wie»y rzucono jednocze±nie dwa ciaªa z jednakow¡ pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0 �
jedno pionowo do góry, drugie pionowo w dóª. Jak z upªywem czasu zmienia si¦ odlegªo±¢ mi¦dzy
tymi ciaªami? Odp. s = 2υ0t.

Zad. 2.23 Cz¡stka porusza si¦ wzdªu» osi x w taki sposób, »e jej poªo»enie jako funkcj¦ czasu
opisuje formuªa x(t) = 3 − 4t2 [m]. Obliczy¢ pr¦dko±¢ i przyspieszenie tej cz¡stki w chwilach
t = 3 s oraz t = 5 s.

Zad. 2.24 Poªo»enie cz¡stki na osi x opisuje funkcja x(t) = 3t + 5t3 (x w metrach, t w sekun-
dach). Jakie s¡ wymiary staªych wyst¦puj¡cych w tym wzorze? Obliczy¢ przybli»on¡ warto±¢
pr¦dko±ci chwilowej cz¡stki w chwili t = 5 s obliczaj¡c jej pr¦dko±¢ ±redni¡ pomi¦dzy t = 4 i 5 s.
Obliczy¢ dokªadn¡ warto±¢ pr¦dko±ci chwilowej w chwili t = 5 s.

Zad. 2.25 Podane ni»ej wzory opisuj¡ poªo»enie x cz¡stki w funkcji czasu t (A, B, C, D �
staªe):

x = At3, x = A cosBt, x = A+Bt+ Ct2 +Dt3.

Obliczy¢ pr¦dko±¢ i przyspieszenie cz¡stki jako funkcje czasu. Przedyskutowa¢ wymiary staªych
wyst¦puj¡cych we wzorach.

Zad. 2.26 W czasie jazdy próbnej prototyp samochodu poruszaª si¦ w taki sposób, »e pomi¦dzy
startem a 18 sekund¡ ruchu jego poªo»enie na torze mo»na byªo opisa¢ w przybli»eniu formuª¡
s = 5t2 + 1

3t3
− 1

50t4
(t w sekundach, s w metrach). Ile wynosiªa maksymalna pr¦dko±¢ oraz

maksymalne przyspieszenie i kiedy samochód je osi¡gn¡ª?

Zad. 2.27 Odlegªo±¢ do najbli»szej gwiazdy, Proxima Centauri, jest równa 4,22 lat ±wietlnych.
Obliczy¢ czas podró»y z Ziemi na t¦ gwiazd¦, gdyby pojazd kosmiczny poruszaª si¦ w sposób
nast¦puj¡cy: po starcie z Ziemi pojazd porusza si¦ z przyspieszeniem 0,01g do momentu o-
si¡gni¦cia pr¦dko±ci równej 0.1 pr¦dko±ci ±wiatªa, nast¦pnie podró»uje z t¡ pr¦dko±ci¡ ruchem
jednostajnym, a w ko«cu ruchem jednostajnie opó¹nionym z opó¹nieniem 0,01g tak, by osi¡±¢
na powierzchni gwiazdy z pr¦dko±ci¡ równ¡ zeru

Zad. 2.28 Kometa porusza si¦ ku Sªo«cu po linii prostej z pr¦dko±ci¡ dan¡ wzorem υ = −
√
c+ b

x ,

gdzie x jest poªo»eniem komety mierzonym od ±rodka Sªo«ca (c i b staªe). Obliczy¢ przyspieszenie
a(x) komety. Odp.a = − b

2x2 . Wskazówka: Zauwa»y¢, »e w tre±ci zadania pr¦dko±¢ jest zªo»on¡

funkcj¡ czasu υ = υ(x(t)) i wykorzysta¢ ten fakt do obliczenia a = dυ
dt .
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Zad. 2.29 Poªo»enie cz¡stki poruszaj¡cej si¦ wzdªu» osi x opisuje funkcja czasu x(t) = At2 −
Bt4m. Cz¡stka rozpocz¦ªa ruch w chwili t0 = 0 z przyspieszeniem pocz¡tkowym a0 = 4m/s2,
a w chwili t1 = 1 s jej przyspieszenie byªo równe a1 = −8m/s2. Obliczy¢ warto±¢ staªych A i
B. Jaki jest wymiar ka»dej z nich? Obliczy¢ pr¦dko±¢ ±redni¡ cz¡stki w ci¡gu pierwszej sekundy
ruchu, tzn. miedzy t0 oraz t1. Obliczy¢ przyspieszenie ±rednie cz¡stki cz¡stki w ci¡gu drugiej
sekundy ruchu, tzn. mi¦dzy t1 oraz t2. Obliczy¢ caªkowit¡ drog¦ przebyt¡ przez cz¡stk¦ w ci¡gu
pierwszych trzech sekund ruchu, tzn. od chwili t0 do t3 = 3 s.

Zad. 2.30 Pr¦dko±¢ i poªo»enie cz¡stki zwi¡zane s¡ formuª¡ υ = A/x, gdzie A = const. Wy-
znaczy¢ t¦ staª¡ oraz pr¦dko±¢ cz¡stki w chwili t = 4 s, je»eli w chwili t = 0 s υ0 = 0,6m/s oraz
x0 = 5m/s. Odp. υ(t) = A√

2At+x2
0

, A = 3m2/s, υ(t = 4 s) = 3/7m/s.

Zad. 2.31 Ciaªo porusza si¦ z przyspieszeniem a = −bυm/s2, b = const. W chwili t = 0 ciaªo
znajdowaªo si¦ w poªo»eniu x = 0 i poruszaªo si¦ z pr¦dko±ci¡ υ0 = 1m/s. Obliczy¢ pr¦dko±¢ i
poªo»enie ciaªa w funkcji czasu oraz warto±¢ staªej b, je±li pr¦dko±¢ w chwili t = 10 s t wynosiªa
υ = υ0/e.

Zad. 2.32 Przyspieszenie punktu materialnego poruszaj¡cego si¦ po linii prostej wynosi a =
k2e−kt. Obliczy¢ υ(t), oraz x(t), je»eli dla t = 0 υ = υ0 oraz x = 0. k = const.

Zad. 2.33 Przyspieszenie punktu materialnego poruszaj¡cego si¦ po linii prostej wynosi a =
ω2 sinωt. Obliczy¢ υ(t) oraz x(t) je»eli w chwili t = 0 υ = 0 oraz x = x0. ω = const.

Zad. 2.34 Pr¦dko±¢ cz¡stki w ruchu prostoliniowym dana jest formuª¡ υ = 100 − t2m/s. W
chwili t = 2 s jej poªo»enie liczone od pewnego punktu wynosi x0 = 200m. Jakie jest poªo»enie i
przyspieszenie cz¡stki w chwili t = 5 s?

Zad. 2.35 W trakcie prób samochód porusza si¦ w przedziale czasu od t = 2 s do t = 5 s z
przyspieszeniem a = 2tm/s2. W chwili t = 2 s jego pr¦dko±¢ jest równa 150 km/h. Jaka jest jego
pr¦dko±¢ w chwili t = 4 s? Jak¡ drog¦ przebywa w przedziale czasu od t = 2 s do 5 s?

Zad. 2.36 Cz¡stka spoczywaj¡ca w chwili pocz¡tkowej t = 0 w poczatku ukªadu wspóªrz¦dnych
zaczyna porusza¢ si¦ ruchem prostoliniowym z pr¦dko±ci¡, która zale»y od czasu w sposób nast¦-
puj¡cy: υ(t) = 4m/s dla 0 ≤ t < 5 s, υ(t) = [20−2(t−5)]m/s dla 5 ≤ t < 10 s, υ(t) = 10m/s dla
t ≥ 10 s. Obliczy¢ przyspieszenie cz¡stki jako funkcj¦ czasu. Znale¹¢ poªo»enie cz¡stki w chwilach
t = 3, 8 oraz 13 s.

Zad. 2.37 Pokaza¢, »e je»eli przyspieszenie jest dan¡ funkcj¡ pr¦dko±ci a = a(υ), to:∫ υ
υ0

dυ
a(υ) =

∫ t
t0
dt;

∫ υ
υ0

υ dυ
a(υ) =

∫ x
x0

dx.

Zad. 2.38 Pokaza¢, »e je»eli przyspieszenie jest dan¡ funkcj¡ poªo»enia a = a(x), to:∫ x
x0

dx
υ(x) =

∫ t
t0
dt;

∫ υ
υ0

υ dυ =
∫ x
x0

a(x) dx.

Zad. 2.39 Przyspieszenie punktu materialnego jest dane wzorem a = 3xm/s2, gdzie x oznacza
poªo»enie punktu. Obliczy¢ pr¦dko±¢ punktu gdy znajduje si¦ on w poªo»eniu x = 3m, je»eli w
chwili t = 0 υ0 = 4m/s oraz x0 = 0.
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Zad. 2.40 Przyspieszenie grawitacyjne Ziemi jest skierowane ku jej ±rodkowi, a warto±¢ jego

dana jest wzorem a = gR2

r2
, w którym R oznacza promie« Ziemi, r odlegªo±¢ od jej ±rodka, g

przyspieszenie na powierzchni Ziemi. Jak¡ pr¦dko±¢ υ0 w kierunku od ±rodka Ziemi nale»y nada¢
pojazdowi kosmicznemu znajduj¡cemu si¦ w punkcie r− r0 , aby przenie±¢ go do punktu r = h?
Obliczy¢ t¦ pr¦dko±¢ dla r0 = R oraz h → ∞. Jak mo»na zinterpretowa¢ ten wynik?

Zad. 2.41 Pr¦dko±¢ i poªo»enie cz¡stki zwi¡zane s¡ formuª¡ υ2 = A/xm2/s2, gdzie A = const.
Wyznaczy¢ t¦ staª¡ oraz pr¦dko±¢ cz¡stki w chwili t = 2 s, je»eli w chwili t = 0 υ0 = 5m/s oraz

x0 = 5m. Odp. υ(t) =
√
A

(
3
2

√
At+ x

3/2
0

)−1/3
, A = 125m3/s2, υ(t = 2 s) = 5001/3m/s.

Zad. 2.42 Po wª¡czeniu hamulców pojazd porusza si¦ z opó¹nieniem a = 0,002υ2m/s (υ ozna-
cza pr¦dko±¢ pojazdu). W ci¡gu jakiego czasu pr¦dko±¢ pojazdu zmaleje od 180 km/godz do 10
m/s i jaki dystans przeb¦dzie pojazd w tym czasie?

Zad. 2.43 Do tunelu przewierconego przez kul¦ ziemsk¡ i przechodz¡cego przez jej ±rodek wrzu-
cono kamie«. Przyspieszenie grawitacyjne wewn¡trz Ziemi jest dane wzorem a = −gr

R , gdzie r
jest odlegªo±ci¡ mierzon¡ od ±rodka Ziemi, R � promieniem Ziemi, g � przyspieszeniem grawi-
tacyjnym na jej powierzchni. Pomijaj¡c wszelkie ewentualne opory wyst¦puj¡ce podczas ruchu,
obliczy¢ pr¦dko±¢ ciaªa, gdy doleci ono do ±rodka Ziemi.

Zad. 2.44 Metalowa kulka upuszczona na powierzchni oceanu dociera do jego dna po 64 minu-
tach. Zakªadaj¡c, »e przyspieszenie kulki w wodzie opisuje w przybli»eniu formuªa a = 0,9g −
3υm/s2 obliczy¢ gª¦boko±¢ oceanu.
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3 Ruch w dwóch i trzech wymiarach

Zad. 3.1 Z doªu o gª¦boko±ci h wyrzucono kamie« pod k¡tem α0 do poziomu, nadaj¡c mu
pr¦dko±¢ υ0. Znale¹¢ zale»no±¢ przyspieszenia a(t), pr¦dko±ci v(t) oraz poªo»enia r(t) w ukªadzie
wspóªrz¦dnych przedstawionym na rys. 5.Odp. a(t) = −g x̂, v(t) = υ0 cosα0 x̂+(υ0 sinα0 − gt) ŷ,

r(t) = υ0t cosα0 x̂+
(
−h+ υ0t sinα0 − gt2

2

)
ŷ.

Rys. 5:

Zad. 3.2 Ciaªo zostaªo wyrzucone pod k¡tem α0 do poziomu z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0 z
punktu o wspóªrz¦dnych (x0, y0). Znale¹¢ równanie toru y = y(x).

Zad. 3.3 Ciaªo zostaªo rzucone z pr¦dko±ci¡ υ0 pod k¡tem α0 do poziomu. Znale¹¢ ymax �
najwi¦ksz¡ wysoko±¢, na jak¡ wzniosªo si¦ ciaªo i xmax � zasi¦g rzutu.

Zad. 3.4 Dwa ciaªa A i B spadaj¡ z wysoko±ci H bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Ciaªo B natra�a
na swej drodze na umocowan¡ platform¦, nachylon¡ pod k¡tem 45◦ do poziomu. W wyniku
spr¦»ystego odbicia od platformy kierunek pr¦dko±ci ciaªa staje si¦ poziomy. Miejsce uderzenia w
platform¦ znajduje si¦ na wysoko±ci h. Porównaj czasy spadania TA oraz TB wymienionych ciaª.
Na jakiej wysoko±ci nale»y umiesci¢ platform¦, aby najbardziej efektywnie spowalniaªa spadanie

ciaªa? Odp. TA =
√

2H
g , TB =

√
2(H−h)

g +
√

2h
g , h = 1

2H.

Zad. 3.5 Ciaªo spada z wysoko±ci H bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej. Na wysoko±ci h uderza spr¦»y-
±cie w umocowan¡ platform¦, ustawion¡ pod k¡tem α = 30◦ do poziomu. Znajd¹ czas T spadania

i zasi¦g lotu. Odp. T = 3
2

√
2(H−h)

g +
√

H+3h
2g .

Zad. 3.6 Ciaªo A rzucono pionowo do góry z pr¦dko±ci¡ υ0A = 20m/s (rys. 6). Na jakiej wy-
soko±ci H wyrzucono w kierunku poziomym ciaªo B z pr¦dko±ci¡ υ0B = 4m/s jednocze±nie z
ciaªem A, je»eli ciaªa zderzyªy si¦ w locie? Odlegªo±¢ mierzona wzdªu» prostej poziomej mi¦dzy
poªo»eniami pocz¡tkowymi ciaª jest równa l = 4m. Znale¹¢ tak»e czas T ruchu ciaª do momentu
zderzenia oraz pr¦dko±¢ ka»dego z nich w chwili zderzenia. Odp.H = υ0A

υ0B
l = 20m, T = l

υ0B
= 1 s,

υA = |υ0A − gT | ≈ 10m/s, υB =
√
υ20B + (gT )2 ≈ 10, 6m/s.

Zad. 3.7 Z punktów A i B, znajduj¡cych si¦ na wysoko±ciach odpowiednio hA = 2m oraz
hB = 6m, jednocze±nie rzucono naprzeciwko siebie dwa ciaªa: jedno poziomo z pr¦dko±ci¡

10



Rys. 6:

υ0A = 8m/s, drugie ku doªowi pod k¡tem α = 45◦ do poziomu z tak¡ pr¦dko±ci¡ pocz¡t-
kow¡, aby obydwa ciaªa zderzyªy si¦ w locie. Odlegªo±¢ pomi¦dzy punktami A i B mierzona
wzdªu» prostej poziomej jest równa l = 8m. Obliczy¢ pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ υ0B ciaªa rzuconego
pod k¡tem α do poziomu, czas T ruchu ciaª do chwili zderzenia, pr¦dko±ci υA i υB obu ciaª
w chwili zderzenia, wspóªrz¦dne (x, y) punktu zderzenia w ukªadzie wspóªrz¦dnych o pocz¡tku
umieszczonym na wysoko±ci �zerowej� pod punktem A. Tory ciaª le»¡ w jednej pªaszczy¹nie.

Odp. υ0B =
√
2υ0A

hB−hA
l−hB+hA

= 11,3m/s, T = l−hB+hA
υ0A

= 0,5 s, υA =
√
υ20A + (gT )2 = 9,4m/s,

υB =

√
1
2υ

2
0B +

(
1√
2
υ0B + gT

)2
= 15,2m/s, x = υ0AT = 4m, y = hA − 1

2gT
2 = 0,8m.

Zad. 3.8 Z jednego punktu rzucono pod k¡tami α1 oraz α2 do poziomu dwa ciaªa z pocz¡tko-
wymi pr¦dko±ciami odpowiednio υ1 oraz υ2. Znale¹¢ zale»no±¢ wzajemnej odlegªo±ci l obu ciaª
w funkcji czasu t. Rozpatrze¢ dwie sytuacje: (a) tory ciaª le»¡ w jednej pªaszczy¹nie, przy czym
ciaªa rzucono w przeciwne strony; (b) tory ciaª le»¡ w pªaszczyznach wzajemnie prostopadªych.

Odp. (a) l = t
√
υ21 + υ22 + 2υ1υ2 cos(α1 + α2), (b) l = t

√
υ21 + υ22 − 2υ1υ2 sinα1 sinα2.

Zad. 3.9 Chªopiec o wzro±cie h = 1, 5m, stoj¡c w odlegªo±ci l = 15m od pªotu o wysoko±ci
H = 5m, rzuciª kamie« pod k¡tem α = 45◦ do poziomu. Z jak¡ minimaln¡ pr¦dko±ci¡ υ0
powinien rzuci¢ kamie«, aby przeleciaª przez pªot? Odp. υ0 =

l
cosα

√
g

2(l tanα−H+h) ≈ 13,8m/s.

Zad. 3.10 Z wie»y o wysoko±ci H = 3,48m pod k¡tem α1 = 30◦ do poziomu rzucono ku doªowi
kamie« z pr¦dko±ci¦ υ1. Jednocze±nie z powierzchni Ziemi pod k¡tem α2 = 30◦ do poziomu
rzucono w stron¦ pierwszego drugi kamie« z pr¦dko±ci¡ υ2. W jakiej odlegªo±ci L od podstawy
wie»y znajduje si¦ miejsce wyrzucenia drugiego kamienia, je»eli obydwa kamienie zderzyªy si¦ w
powietrzu?

Zad. 3.11 Piªk¦ rzucono pod k¡tem α = 30◦ do poziomu z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0 = 14m/s.
W odlegªo±ci l = 11m od punktu wyrzucenia piªka spr¦»y±cie uderzyªa w pionow¡ ±cian¦. W

jakiej odlegªo±ci d od ±ciany piªka upadnie na ziemi¦? Odp. d =
υ2
0
g sin 2α ≈ 6m.

Zad. 3.12 Ciaªo rzucono z wysoko±ci H = 19,6m poziomo z pr¦dko±ci¡ υ0 = 10m/s. Ciaªo
spr¦»y±cie uderzyªo w ziemi¦, a nast¦pnie w pionow¡ ±cian¦, znajduj¡c¡ si¦ w odlegªo±ci l = 40m
od miejsca wyrzucenia, mierzonej w kierunku poziomym. Obliczy¢ maksymaln¡ wysoko±¢ h, na
któr¡ wzniesie si¦ ciaªo po uderzeniu w ±cian¦. W jakiej odlegªo±ci d od ±ciany ciaªo upadnie na

ziemi¦? Odp. h = H = 19, 6m, d = 3υ0
√

2H
g − l = 20m,
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Zad. 3.13 Bombowiec nurkuje po prostej pod katem α do poziomu z pr¦dko±ci¡ υ0. Je»eli pilot
chce zrzuci¢ bomb¦ na wysoko±ci H i tra�¢ dokªadnie w cel, to w jakiej odlegªo±ci od celu

powinien to zrobi¢? Odp. s =
υ0 cosα

√
υ2
0 sin2 α+2gH−υ2

0 sinα cosα

g .

Zad. 3.14 Z jak¡ pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ υ0 powinna powinna zosta¢ wystrzelona rakieta sygna-
lizacyjna z rakietnicy ustawionej pod k¡tem 45◦ do horyzontu, aby eksplodowaªa w najwy»szym
punkcie toru ruchu, je»eli czas spalania zapªonu wynosi t0 = 6 s. Odp. υ0 =

gt0
sinα = 82m/s.

Zad. 3.15 Na jak¡ maksymaln¡ odlegªo±¢ l mo»na rzuci¢ piªk¦ w sali gimnastycznej o wysoko±ci
8m, je»eli piªka ma pr¦dko±¢ pocz¡tkow¡ υ0 = 20m/s. Jaki k¡t α powinien w tym przypadku
tworzy¢ wektor pr¦dko±ci pocz¡tkowej z poziomem? Zaªo»y¢, »e wysoko±¢ pocz¡tkowa toru ruchu
jest zaniedbywalnie maªa w porównaniu z wysoko±ci¡ sali. Piªka w ruchu nie mo»e dotkn¡¢ su�tu.
Odp. l = 40m, α = 38◦40′.

Zad. 3.16 Na wzgórzu znajduje si¦ cel widoczny pod k¡tem α = 10◦ powy»ej poziomu z miejsca
stacjonowania baterii artylerii. Odlegªo±¢ w kierunku poziomym od baterii do celu wynosi d =
2 km. Do celu »oªnierze strzelaj¡ przy k¡cie podniesienia lufy β = 30◦. Wyznaczy¢ pr¦dko±¢
pocz¡tkow¡ υ0 pocisku tra�aj¡cego w cel. Nie uwzglednia¢ oporu powietrza na ruch rakiety.

Odp. υ =
√

dg cosα
2 cosβ sin(α−β) ≈ 180 m/s.

Zad. 3.17 Kamie« rzucono poziomo z wierzchoªka góry nachylonej pod k¡tem α do poziomu.
Wyznaczy¢ jaka byªa pr¦dko±¢ pocz¡tkowa kamienia, je»eli spada on na zbocze góry w odlegªo±ci

l od wierzchoªka. Odp. υ0 =
√

gl cos2 α
2 sinα .

Zad. 3.18 Z równi pochyªej nachylonej pod k¡tem β do poziomu rzucono kamie« z pr¦dko±ci¡
pocz¡tkow¡ υ0 prostopadle do równi. W jakiej odlegªo±ci od punktu wyrzucenia upadnie ten
kamie« na równi¦? Odp. l = 2υ20

sinβ
g cos2 β

.

Zad. 3.19 Poªo»enie cz¡stki obserwowanej z pewnego ukªadu wspóªrz¦dnych opisuje wektor
r(t) = (t2 + 5)x̂ + 2t3ẑ, gdzie czas liczony jest w sekundach, poªo»enie � w metrach. Jakie jest
jej przyspieszenie w chwili, gdy porusza si¦ ona równolegle do wektora x̂+ ẑ?

Zad. 3.20 Ruch punktu materialnego w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnycyh opisuje wektor wo-
dz¡cy r(t) = (t2− 4t)x̂+(t3− 12t− 5)ŷ+(2t2− 8t+1)ẑ, gdzie czas mierzony jest w sekundach,
poªo»enie w metrach. Obliczy¢ poªo»enie r i przyspieszenie a punktu w chwili t, dla której pr¦d-
ko±¢ punktu jest równa zeru.

Zad. 3.21 Poªo»enie cz¡steczki w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnych opisuje wektor r(t) = (t2 −
1, −t4+2t2), gdzie czas mierzony jest w sekundach, poªo»enie w metrach. Znale¹¢ równanie toru
ruchu cz¡steczki oraz wektor pr¦dko±ci i przyspieszenia w punktach (0, 1), (−1, 0) oraz (1, 0)m.
Odp. y = x2 + 1m, dla r = (0, 1)m: v = (−2, 0)m/s lub (2, 0)m/s, a = (2,−8)m/s2, dla
r = (−1, 0)m: v = (0, 0) [m/s], a = (2, 4)m/s2, dla r = (1, 0)m: v = (−2

√
2, −4

√
2)m/s lub

(2
√
2), −4

√
2)m/s a = (2,−20)m/s2.
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Zad. 3.22 Wspóªrz¦dne punktu materialnego w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnych opisywane s¡
przez wektor r(t) = ( 1

12 t
4− 1

2 t
2+1, 1

2 t
2), gdzie czas mierzony jest w sekundach, poªo»enie w me-

trach. Znale¹¢ równanie toru ruchu punktu. W jakiej chwili t przyspieszenie osi¡gnie minimaln¡
warto±¢? Czy wektor przyspieszenia b¦dzie w tym momencie styczny do toru ruchu i wektora
pr¦dko±ci? Odp. Tor ruchu b¦dzie parabol¡ o równaniu x = 1

3y
2 − y + 1 (rys. 7), t = ±1 s,

a = 1m/s2, a = (0, 1)m/s2, v = (23 ,−1)m/s oraz (−2
3 , 1)m/s, zatem kierunki wektorów pr¦d-

ko±ci i przyspieszenia s¡ ró»ne, wektor pr¦dko±ci jest zawsze styczny do toru ruchu.

–1

0

1

2

3

4

y

0.5 1 1.5 2
x

Rys. 7: x = 1
3
y2 − y + 1

Zad. 3.23 Wektor opisuj¡cy w pewnym ukªadzie wspóªrz¦dnych poªo»enie poruszaj¡cej si¦ cz¡stki
zale»y od czasu w sposób nast¦puj¡cy:

r(t) = 2t2ŷ + (4t4 + 2)ẑ.

Napisa¢ równanie przedstawiaj¡ce tor cz¡stki we wspóªrz¦dnych kartezja«skich. Jak¡ krzyw¡
opisuje to równanie?

Zad. 3.24 Znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy skªadowymi υx i υy pr¦dko±ci cz¡stki poruszaj¡cej si¦ po
torze opisanym równaniem y = Ax2, gdzie A jest staª¡. Odp. υy = 1

2Aυx.

Zad. 3.25 Wspóªrz¦dne cz¡steczki w danym ukªadzie wspóªrz¦dnych opisywane s¡ przez wektor
r(t) = (0, 1)et + (1, 0)t3 + (−1, 0)t + (1, 0), gdzie czas liczony jest w sekundach, poªo»enie � w
metrach. W jakim momencie t wektory pr¦dko±ci i przyspieszenia b¦d¡ równolegªe i antyrówno-
legªe do siebie. Znale¹¢ poªo»enie cz¡steczki w tych chwilach. Odp. Wektory b¦d¡ równolegªe w

chwili t1,2 = 1 ± 2√
3
s, r =

((
1± 2√

3

) (
4
3 ± 4√

3

)
, e

1± 2√
3

)
m, antyrównolegªe � t1,2 = −1 ± 2√

3
s,

r(t) =

((
−1± 2√

3

) (
4
3 ∓ 4√

3

)
, e

−1± 2√
3

)
m.

Zad. 3.26 Poªo»enia dwóch poruszaj¡cych si¦ punktów materialnych obserwowanych z pewnego
ukªadu wspóªrz¦dnych opisuj¡ wektory wodz¡ce:

r1(t) = (0, 2, 0) + (4, 2, 1)t+ (2, 1, 0)t2,
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r2(t) = (1, 1, 1)t2 + (1, 2, 2),

gdzie poªo»enie mierzone jest w metrach, czas � w sekundach. Znale¹¢ pr¦dko±¢ i przyspieszenie
punktu drugiego wzgl¦dem pierwszego.

Zad. 3.27 Równania ruchu dwóch ciaª obserwowanych z pewnego ukªadu wspóªrz¦dnych wy-
gl¡daj¡ nast¦puj¡co:

r1(t) = (t2 + 3, t2 + t+ 2, t),

r2(t) = (t+ 1, 2t, 1).

Znale¹¢ pr¦dko±¢ v2,1 punktu drugiego wzgl¦dem pierwszego oraz przyspieszenie a2,1 punktu
drugiego wzgledem pierwszego.

Zad. 3.28 Zbada¢ ruch punktu materialnego (tor, pr¦dko±¢, przyspieszenie), którego wektor
wodz¡cy jest okre±lony wzorem r(t) = A cosωtx̂ + A sinωtŷ, gdzie A = 6m, ω = π

4 rad/s. W
jakich chwilach t wektor pr¦dko±ci i przyspieszenia jest równolegªy do osi ukªadu wspóªrz¦d-
nych? Odp. Ruch odbywa si¦ po okr¦gu x2 + y2 = 36m, v = 3π

2

(
− sin π

4 tx̂+ cos π
4 tŷ

)
m/s, a =

3π2

8

(
− cos π

4 tx̂− sin π
4 tŷ

)
m/s2. Wektor pr¦dko±ci jest równolegªy do osi x w chwilach t = 2+4n s,

do osi y dla t = 0+4n s. Wektor przyspieszenia jest równolegªy do osi x w chwilach t = 0+4n s,
do osi y dla t = 2 + 4n s, gdzie n jest dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡.

Zad. 3.29 Równania ruchu punktu maj¡ posta¢:

x = A cosωt,
y = B sinωt,

gdzie A, B, ω s¡ staªe, A > B. Wykaza¢, »e torem punktu jest elipsa o póªosiach A i B skie-
rowanych wzdªu» osi x i y. Wykaza¢, »e ruch punktu po elipsie jest niejednostajny i okre±li¢
miejsca najwi¦kszej i najmniejszej pr¦dko±ci. Obliczy¢ wektor przyspieszenia (jaki ma kierunek
oraz zwrot?) oraz okre±li¢ poªo»enia punktów, w których jego przyspieszenie ma najwi¦ksz¡ i

najmniejsz¡ warto±¢. Odp. Tor ruchu opisuje równanie elipsy x2

A + y2

B = 1 o póªosiach A i B,
przy czym osie wspóªrz¦dnych le»¡ wzdªu» osi elipsy. Poniewa» A > B, elipsa jest wydªu»ona
w kierunku osi x (rys. 8a). υ = ω

√
A2 sin2 ωt+B2 cos2 ωt. Pr¦dko±¢ ma warto±¢ maksymaln¡

υmax = Aω, gdy faza ruchu równa si¦ 90◦ oraz 270◦ i minimaln¡ υmin = Bω, gdy ωt = 0
i 180◦; innymi sªowy, gdzie najwi¦ksza krzywizna elipsy � tam najmniejsza pr¦dko±¢ ruchu.
a = −ω2(A cosωtx̂ + B sinωtŷ) = −ωr(t), zatem przyspieszenie jest wprost proporcjonalne

do wektora wodz¡cego r i zawsze skierowane przeciwnie ni» r. a = ω2
√
A2 cos2 ωt+B2 sin2 ωt.

Punkt osi¡ga maksymalne przyspieszenie amax = ω2A, gdy faza ruchu wynosi 0 i 180◦, minimalne
amin = Bω2, gdy ωt = 90◦ oraz 270◦; zatem w miejscach najwi¦kszej pr¦dko±ci punktu przyspie-
szenie jest najmniejsze, za± w miejscach najmniejszej pr¦dko±ci przyspieszenie jest najwi¦ksze
(rys. 8a).

Zad. 3.30 Ruch punktu opisany jest równaniami:

x = a
2

(
ekt + e−kt

)
,

y = a
2

(
ekt − e−kt

)
,
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Rys. 8:

gdzie a i k s¡ staªe. Znale¹¢ i narysowa¢ tor, po których punkt si¦ porusza. Napisa¢ pr¦dko±¢ υ
i przyspieszenie a punktu jako funkcj¦ bezwzgl¦dnej warto±ci wektora wodz¡cego r punktu. Odp.
Tor ruchu opisuje równanie hiperboli równoosiowej x2 − y2 = a2 o wierzchoªkach ai oraz −ai
oraz asymptotach y = x i y = −x. Z równa« ruchu wynika, ze punkt porusza si¦ po krzywej,
dla której x > 0 (rys. 8b). υ = kr oraz a = k2r, zatem warto±¢ pr¦dko±ci i przyspieszenia ro±nie,
kiedy punkt oddala si¦ od wierzchoªka hiperboli.

Zad. 3.31 Pr¦t o dªugo±ci AB porusza si¦ tak, »e jego punkty ko«cowe A i B ze±lizguj¡ si¦ po
osiach x, y pewnego prostok¡tnego ukªadu wspóªrz¦dnych (rys. 9a). Wyznaczy¢ tor, jaki b¦dzie
zakre±laª przy tym ruchu dowolnie obrany punkt M pr¦ta. Odp. Punkt b¦dzie poruszaª si¦ po

elipsie x2

a2
+ y2

b2
= 1 o póªosiach a i b le»¡cych wzdªu» osi x i y.

Rys. 9:

Zad. 3.32 Zakªadaj¡c, »e koniec B pr¦ta z poprzedniego zadania porusza si¦ ruchem jednostaj-
nym ze staª¡ pr¦dko±ci¡ υ0, a w chwili pocz¡tkowej t = 0 pr¦t tworzy z prowadnic¡ k¡t ϕ0 znale¹¢
ruch punktu M oraz jego pr¦dko±¢.

Odp. rM (t) = a
l

(
(l cosϕ0 + υ0t) x̂+

√
l2 sin2 ϕ0 − 2υ0lt cosϕ0 − υ20t

2 ŷ

)
,

vM (t) = aυ0
l

(
x̂− l cosϕ0+υ0t√

l2 sin2 ϕ0−2υ0lt cosϕ0−υ2
0t

2
ŷ

)
, gdzie l = a+ b jest dªugo±ci¡ pr¦ta.

Zad. 3.33 Zakªadaj¡c, »e koniec B pr¦ta z poprzedniego zadania porusza si¦ ze staªym przy-
spieszeniem a0 > 0 znale¹¢ ruch punktu M . Przyj¡¢ xB(0) = d oraz ẋB(0) = 0. Odp. rM (t) =

a
l

(
d+ 1

2a0t
2
)
x̂+ b

l

√
l2 −

(
d+ 1

2a0t
2
)2

ŷ.

15



Zad. 3.34 Zakªadaj¡c, »e punkt M z poprzedniego zadania porusza si¦ zgodnie z równaniem

yM = a0t
2,

znale¹¢ zale»no±¢ xM od czasu oraz równania ruchu punktu A (rys. 9a). Odp. |t| ≤
√

b
a0
, xM =

a
√
1− a20t

4

b2
, rA(t) =

l
ba0t

2ŷ.

Zad. 3.35 Ukªad przedstawiony na rys. 9b skªada si¦ z dwóch pr¦tów o jednakowej dªugo±ci
OA = OB = l, poª¡czonych przegubowo w punkcie A. Pr¦t OA obraca si¦ dookoªa nieruchomego
punktu O z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω, natomiast punkt B mo»e porusza¢ si¦ po prostej poziomej
pokrywaj¡cej si¦ z osi¡ x. Wyznaczy¢ równanie ruchu oraz toru ruchu punktu P le»¡cego na pr¦cie
AB, odlegªego o βl od punktu A, gdzie 0 ≤ β ≤ 1. Odp. r = l(1 + β) cosωt x̂+ l(1− β) sinωt ŷ,

x2

l2(1+β)2
+ y2

l2(1−β)2
= 1, zatem punkt b¦dzie poruszaª si¦ po elipsie, której osie gªówne b¦d¡

pokrywaªy si¦ z osiami wspóªrz¦dnych.

Rys. 10:

Zad. 3.36 Po torze koªowym o ±rednicy d = 1m porusza si¦ punkt P w ten sposób, »e wektor
poªo»enia r obraca si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω = π rad/s. Pocz¡tek wektora r jest jednym z
punktów toru (rys. 10). Obliczy¢ pr¦dko±¢ i przyspieszenie punktu P . Odp. v = 100π(cos 2π x̂+
sin 2πt ŷ)m/s, a = −200π2(sin 2πt x̂+ cos 2πt ŷ)m/s.

Zad. 3.37 Zbada¢ ksztaªt nast¦puj¡cych krzywych:
a) r = tx̂+ t2ŷ;
b) r =

√
t x̂+

√
t− a2 ŷ;

c) r = a cos t x̂+ b sin t ŷ + c ẑ;
d) r = a(cos t x̂+ sin t ŷ) + b ẑ;
e) r = tx̂+ f(t)ŷ;
f) r = a(cos t x̂+ sin t ŷ) + bt ẑ;
g) r = a(t cos t x̂+ t sin t ŷ) + bt ẑ.

Odp: a) parabola y = x2; b) hiperbola równoosiowa x2 − y2 = a2; c) elipsa x2

a2
+ y2

b2
= 1

poªo»ona na pªaszczy¹nie z = c; d) okr¡g x2 + y2 = a2 poªo»ony na pªaszczy¹nie z = b; e)
y = f(x); f) linia ±rubowa powstaªa z przeci¦cia powierzchni cylindra x2 + y2 = a2 i powierzhni
±rubowej y

x = tan z
b (rys. 11a); g) koniczna linia ±rubowa powstaªa z przeci¦cia powierzchni sto»ka

x2 + y2 − a2

b2
z2 = 0 i powierzchni ±rubowej y

x = tan z
b (rys. 11b).
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Rys. 11:
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