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OD AUTOROW

Niniejszy skrypt obejmuje wybrane zagadnienia z zakresu mechaniki ciata stalego
wyktadane dla studentow I roku Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej w
ramach przedmiotu Mechanika Ciata Stalego. Celem tego wyktadu jest zapoznanie studentow z
podstawami statyki ciata statego, wytrzymato$ci materialow oraz analizy zmgczeniowej, tak, aby
student byl w stanie samodzielnie rozwiazywac proste zagadnienia zwigzane z konstruowaniem
oraz analiza obciazen, odksztalcen i napr¢zen elementéw maszyn i urzadzen -elektro-
energetycznych.

Jest rzecza naturalna, Ze nie mozna wnie$¢ istotnych nowosci naukowych do materiatu
obejmujacego zakres wiedzy powszechnie znany wsréd mechanikéw. Na rynku ksiggarskim
istnieje znaczna liczba skryptow uczelnianych oraz podrgcznikow akademickich traktujacych
zagadnienia omawiane w niniejszym skrypcie w bardzo szerokim zakresie. Materiat prezentowany
w tych skryptach i podrgcznikach jest bardzo szeroki, poniewaz sa to wydawnictwa skierowane
glownie do studentéw wydzialdéw mechanicznych politechnik. Zapoznanie si¢ z materialem, ktory
na wydzialach mechanicznych jest wykladany z reguly przez 3-4 semestry nastrecza studentom
Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki wielu trudnosci. Polegaja one gldwnie na prawidlowym
wyborze wlasciwego materiatu z natloku informacji zawartych w wyzej omawianych
opracowaniach. Stad tez podstawowym celem skryptu bylo wybranie i usystematyzowanie
podstawowych informacji, twierdzen oraz regut, ktore sa przydatne przy samodzielnej analizie
zagadnien dotyczacych mechaniki ciata statego. Podane na koncu kazdej czgsci skryptu pytania
teoretyczne postuza studentowi do samodzielnego sprawdzenia przyswojenia sobie zagadnien
teoretycznych. Jednoczesnie w skrypcie na konkretnych przyktadach przedstawiona zostata
metodyka rozwiazywania zadan, jak rowniez zamieszczone zostaly zadania do samodzielnego
rozwiazania, dzigki czemu student moze na biezaco sprawdzac swoje umiejgtnosci praktyczne.

Elementami nowos$ci w rozumieniu autorow skryptu jest potaczenie i usystematyzowanie w
jednej catosci wybranych elementéw wiedzy dotyczacej statyki ciata stalego, wytrzymatosci i
zmeczenia materiatow, w formie przystepnej i przydatnej dla studentow Wydziatu Elektrotechniki
i Automatyki. Materiat teoretyczny zostat bogato zilustrowany przyktadami praktycznymi, jak
rowniez uzupetniony elementami dostgpnymi jedynie w tablicach materiatowych i polskich
normach. Tak, wigc autorzy maja nadziej¢, ze w jednej catoSci zawarte zostaly informacje, ktore z
reguty student musiatby poszukiwaé w réznych zrodtach.

Autorzy



1 STATYKA

1.1 WPROWADZENIE

Mechanika jest dziatem fizyki zajmujacym si¢ badaniem ruchu ciat materialnych i przyczynami
powstawania tych zjawisk. Poniewaz ruch jest najprostszym i najlatwiejszym do zaobserwowania
zjawiskiem w przyrodzie, mechanika rozwingta si¢ najwczesniej ze wszystkich dziatow fizyki i
dopiero na podstawie otrzymanych przez nia wynikow nastapit rozwdj pozostatych dzialow tej nauki.

Mechanika ogo6lna, zwana rowniez mechanika teoretyczna lub techniczna (w ogdlnym
znaczeniu), to calos¢ tych dziatdw mechaniki, w ktoérych maja zastosowanie prawa Newtona.
Mechanika ogolna jest, wigc podstawowa dyscypling do badania stanu roéwnowagi ciata doskonale
sztywnego (nieodksztalcalnego). Mechanika cial statych odksztatcalnych zajmuja si¢ takie dziaty
mechaniki technicznej jak: wytrzymato$¢ materiatdw, teoria sprezystosci, teoria plastycznosci czy tez
reologia. Podobnie badaniom ruchow cieczy i gazéw zajmuje si¢ mechanika ptynow, ktéra w ramach
hydromechaniki zajmuje si¢ badaniem ruchu cieczy, a w ramach aeromechaniki badaniem ruchu
gazow.

Mechanika techniczna, (w $ci§lejszym znaczeniu) to zbidr zagadnien z mechaniki ciat i
punktow materialnych przystosowany dla potrzeb techniki. Mechanika techniczna sktada si¢ z trzech
dzialow. Pierwszy obejmuje statyke, drugi kinematyke, trzeci dynamike. Statyka zajmuje sig
przeksztatcaniem oraz réwnowaga uktadow sil, kinematyka zajmuje si¢ ruchem ciatl materialnych
niezaleznie od przyczyn, ktére go wywotuja, a dynamika rozpatruje zachowanie si¢ ciat materialnych
w zaleznos$ci od dziatajacych na nie sit.

Poczatki rozwoju mechaniki jako nauki Scistej siggaja czasow starozytnego Babilonu, Grecji i
Egiptu. Pierwsze naukowe podstawy mechaniki zawdzigczamy uczonym greckim, w szczegdlnosci
Arystotelesowi (384-322 p.n.e.) ktory zajmowal si¢ zagadnieniami maszyn prostych stosowanych w
technice uzbrojenia i budownictwie. Podstawy mechaniki opracowat Archimedes (287-212 p.n.e.)
okreslajac prawa sktadania i rozktadania sit réwnoleglych, teori¢ dzwigni oraz wyznaczajac $rodki
geometryczne roéznych figur geometrycznych i bryt. Po okresie gwaltownego rozwoju mechaniki
nastapit zastdj az do czaséw Leonardo da Vinci (1452-1519) ktory zajmowal si¢ migdzy innymi
zagadnieniami dotyczacymi réwni pochylej, tarcia i blokéw. Sformulowal prawa réwnolegloboku i
wprowadzit pojecie momentu sity. W tym samym czasie fundamentalny wktad w rozwdj mechaniki
wlozyli: Mikotaj Kopernik (1473-1543) wykladajac w dziele "De Revolutionibus Orbium
Coelestrium” zasady rownowazno$ci ruchow wzglednych w uktadzie heliocentrycznym, Galileo
Galilei (Galileusz) (1564-1642) wprowadzajac pojecie przyspieszenia, opracowujac prawo
bezwladnosci, prawa ruchu w polu cigzkosci, zasady zachowania pracy w maszynach prostych,
rozwiazujac problem wahadta, Johan Kepler (1571-1630) formujac trzy prawa ruchu planet, Descarte
Rene (Kartezjusz) (1596-1650) wprowadzajac prostokatny uktad osi wspodirzednych, zasadg prac
wirtualnych i rozwiazania rachunkowe zagadnien statycznych oraz Christian Huygenes (1629-1695)
wprowadzajac okreslenie pojgcia reakcji, przyspieszenia w ruchu krzywoliniowym oraz uderzenia
sprezystego oraz opracowujac teori¢ wahadla fizycznego 1 rewersyjnego. Przelom w rozwoju
mechaniki klasycznej nastapil wraz z ogloszeniem przez Isaaca Newtona (1642-1727) epokowego
dzieta "Philosophiae naturalis principia mathematica", wydanego w 1687r. w Londynie, i dajacego
podstawy mechaniki opartej §cisle na faktach doswiadczalnych. Za najwazniejsze odkrycie Newtona
uwaza si¢ sformutowanie prawa powszechnego ciazenia i zasad klasycznej dynamiki. Rowniez inni



uczeni wspoélczesni Newtonowi zapisali si¢ w historii mechaniki: Pierre Varigon (1654-1722)
zakonczyl opracowywanie zasad statyki, Jan Bernoulli (1667-1748) wprowadzil pojgcie energii
kinetycznej i metody jej zastosowania. W pozniejszych latach istotny wktad w rozwoj roéznych
dziedzin mechaniki wnie$li: Michat Lomonosow (1711-1765) sformutowat zasady zachowania masy,
Leonard Euler (1701-1783) wprowadzit analityczne metody rozwiazania zagadnien ruchu, mechaniki
ciata sztywnego, obrotu ciata sztywnego wokot punktu nieruchomego itp., Jean D'Alambert (1717-
1783) odniost prawa statyki do dynamiki, Ludwig Lagrange (1737-1813) stworzyl podstawy
mechaniki analitycznej, Pierre Laplace (1743-1827) zajmowat si¢ mechanika ciat niebieskich, Michat
Ostrogradzki (1801-1861) i Wiliam Hamilton (1805-1865) stworzyli zasady rachunku wariacyjnego
szeroko stosowanego w roznych zagadnieniach mechaniki.

Na przetomie XIX i XX wieku okazalo sig, ze mechanika newtonowska (mechanika klasyczna)
jest przyblizeniem stusznym w przypadkach niezbyt wielkich predkosci. Mimo to nie utracita ona nic
ze swego znaczenia i aktualnosci, pozostajac nadal podstawa nauk fizycznych oraz technicznych nauk
stosowanych.

1.2 POJECIA PIERWOTNE. AKSJOMATY STATYKI

1.2.1 Pojgcia pierwotne

Mechanika ogdlna operuje szeregiem poje¢, ktoérych nie mozna zdefiniowaé. Pojecia te
nazywamy pojeciami pierwotnymi. Wspotczesna nauka zaktada, ze wielkos¢ fizyczna mozna uznaé za
zdefiniowana, jezeli istnieje metoda jej pomiaru.

e Sita. Sity zdefiniowac nie mozemy, ale mozemy ja zmierzy¢ poprzez pomiar skutkéw jej dziatania
(nadanie ciatu przyspieszenia, lub w przypadku ciat odksztatcalnych — jego deformacjg). Dla celow
praktycznych ,,definiujemy” site jako oddziatywanie jednego ciala na drugie. Oddziatywanie takie
moze by¢ realizowane na drodze bezposredniego kontaktu tych cial, lub na odlegtos¢ (sity
grawitacji, magnetyczne, elektrostatyczne itp.).

e (zas. Kazdy intuicyjnie ,,wyczuwa” pojecie czasu, ale jego Scistej definicji poda¢ nie mozna.
Oczywiscie znamy doskonale przyrzady do precyzyjnego pomiaru czasu.

e Przestrzen. Pojecia przestrzeni zdefiniowac nie potrafimy aczkolwiek potrafimy zmierzy¢ objgtos¢
pewnej zamknigtej przestrzeni.

Oprocz podanych powyzej poje¢ podstawowych wprowadza si¢ szereg definicji poje¢ powszechnie
stosowane w mechanice.

e Punkt materialny. Jest to punkt geometryczny (o nieskonczenie matych wymiarach), ktéory ma
pewna skonczona masg.

o Cialo sztywne (nieodksztalcalne). Jest to cialo materialne, w ktérym wzajemne odlegtosci czastek
nie ulegaja zmianie pod wpltywem dziatajacych na nie sit. W rzeczywisto$ci wszystkie ciata sa
odksztalcalne. Zatozenie takie przyjeto dla celow statyki.

e Bryla. Jest to sztywne cialo materialne.

e Bryla swobodna. Jest to bryta, ktora moze zajmowac dowolne potozenie w przestrzeni.

Uktad sil. Zbior sit przytozonych w jednym lub w kilku punktach bryty.
1.2.2 Sila jako wektor

Sita jest wektorem charakteryzujacym miar¢ mechanicznego oddzialywania ciat. Na rys.1.1
widzimy, ze bryta 4 (pret), dziala na brylte B (kule). Wektor sity, P jest potozony na prostej dziatania



(), ma zwrot (strzalke), warto$¢ (wartos¢ sity przedstawiona jest odcinkiem CD), punkt przylozenia
sity (D) i punkt zaczepienia sity (C).

Rys. 1.1 Reprezentacja wektorowa sity

Aksjomat 1. Sila dziatajaca na bryle sztywnq jest wektorem zwiqzanym z prostaq.

Wszystkie sity przylozone do poszczegdlnych bryt lub punktéw materialnych uktadu mozemy

podzieli¢ na:

Sity zewnetrzne. Sa to sily przylozone do poszczegdlnych bryt uktadu, pochodzace od bryl nie
wchodzacych w sktad rozpatrywanego uktadu. Wsrod sit zewnegtrznych mozna wyrézni¢ sity
czynne (powodujace ruch bryl) oraz reakcje, czyli sily pochodzace od bryt zewngtrznych
bedacych wigzami (ograniczeniami ruchu).

Sity wewnetrzne. Sa to sily, z jakimi oddziatuja na siebie bryly lub punkty materialne, wchodzace
w sktad danego uktadu.

Biorac pod uwagg sposob przyltozenia sity do ciata mozemy wyroznic:

Sity skupione. Jest to pojecie fikcyjne, gdyz takie sity nie istnieja w rzeczywistosci. Przyjecie jej
jest jednak bardzo wygodne przy modelowaniu rzeczywistych obiektow.

Sity liniowe. Podobnie jak sita skupiona, jest pojeciem fikcyjnym. Przyktadem sity liniowej moze
by¢ sita cigzkosci cienkiego drutu lub preta, ktorego wymiary poprzeczne pomijamy w stosunku
do dlugosci.

Sity powierzchniowe. Przykladem sity powierzchniowej jest cisnienie gazu lub cieczy na $cianki
naczynia.

Sity objetosciowe. Przykladem sily objgto$ciowej jest sita grawitacji, sita magnetyczna lub
elektrostatyczna.

Jezeli rozpatrujemy jedna bryle, to wszystkie sity, z jakimi dziataja na t¢ rozpatrywana bryte ciata

otaczajace, sa sitami zewngtrznymi. Sitami wewnetrznymi beda wtedy sity, z jakimi dzialaja na siebie
poszczegodlne punkty bryly. Sity dziatajace miedzy punktami w uktadzie punktéw materialnych tworza
uktad sit wewnetrznych. Pod dziataniem uktadu sit wewngtrznych punkty materialne moga si¢
przemieszcza¢. Jedynie w ukladach sztywnych przemieszczenia sa zerowe. W =zalezno$ci od
rozpatrywanego uktadu materialnego sity wewnetrzne moga by¢ rozpatrywane jako reakcje. Reakcja
jest sita, ktora zastgpuje dziatanie potaczen (wigzéw).

Ponizej podane sa okreslenia zwiazane z pojeciem sity.



o Uklady rownowazne. Sa to takie uklady sit, ze kazdy z nich przylozony osobno do ciata sztywnego
wywiera takie same skutki.

o Sita wypadkowa. Jest to uktad rownowazny, ztozony tylko z jednej sity, ktory zastgpuje dany uktad
sit.

o Sily sktadowe. Sa to sity dziatajace w danym uktadzie.
o Skladanie sil. Jest to wyznaczanie sity wypadkowej uktadu sit lub innego prostszego uktadu.

o Uklad sit zrownowaZonych. Jest to taki uktad sit, ktory przytozony do bryly swobodnej nie zmienia
jej potozenia.
1.2.3 Dwojka zerowa
Dwojka zerowa nazywamy dwie sity (}3 ,]3') lub (5 , S "), przytozone do ciata sztywnego lub

punktu materialnego, dzialajace wzdluz tej samej prostej o réwnych wartosciach liczbowych i
przeciwnych zwrotach (rys.1.2). Jest to najprostszy uktad sit zrownowazonych.
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Rys. 1.2 Dwojka zerowa

Aksjomat 2. Do kazdego ukiadu sit dzialajqcych na bryle sztywnq mozna dodaé lub odjqé uktad sit
zrownowazonych, nie zmieniajqc stanu ruchowego bryly.

1.2.4 Twierdzenie o przesuwaniu sily wzdluz prostej dzialania

Niech na bryle dziata sila P przylozona w punkcie B (rys.1.3), w punkcie 4 przylozono
dodatkowo dwojke zerowa, zlozong z sit ]31 i }31'. W rezultacie powstat uktad trzech sit P, ]31 , 131'.
Nastepnie od uktadu trzech sit odjgto dwojke zerowa, zlozona z sity P przytozonej w punkcie B i sity
é' przytozonej w punkcie A, tak, ze ostatecznie pozostata sita 1?} Na podstawie powyzszych
rozwazan mozna sformutowa¢ nastgpujacy aksjomat.

Rys. 1.3 Ilustracja zasady przesuwania sity wzdtuz proste;j



Aksjomat 3. Nie naruszajqc rownowagi bryly sztywnej mozemy punkt zaczepienia sily przenies¢
dowolnie wzdiuz prostej dzialania tej sity.

1.2.5 Wypadkowa dwoch sil nierownoleglych na plaszczyznie

Na rys.1.4 przedstawione sa dwie sity, ktorych proste dzialania przecinaja sig¢. Sily te mozna
przesunaé do punktu 4 przecigcia si¢ prostych dziatania tych sit i ztozy¢ je, budujac rownolegtobok sit

ABDC. Przekatna rownolegloboku, jest sita wypadkowa W , sit 131 i 132

Rys. 1.4 Wypadkowa dwoch sit nierownoleglych

Warto$¢ liczbowa sity wypadkowej mozna obliczy¢ z trdojkata sit pokazanego na rys.5. Poniewaz
cos(180° — &) = —cos &, na podstawie twierdzenia cosinusow (twierdzenie Carnota) otrzymujemy:

7= ] 2]l
(1.1)

P, 7 B
_~7] -
w

Rys. 1.5 Trojkat sit do wyznaczenia sity wypadkowe;j

Prosta dziatania wypadkowej mozemy okresli¢ za pomoca jednego z katow, jakie tworzy ona z
prostymi dziatania sit sktadowych (rys.1.5). Z twierdzenia sinusOw mamy:

B
sin f = —sin (1.2)
W
Aksjomat 4. Modul i prostq dziatania sily wypadkowej dwoch sit nierownoleglych dziatajqcych na

ciato sztywne okresla przekqtna rownolegltoboku zbudowanego na wektorach sit sktadowych.

W szczegblnych przypadkach mamy:

-10 -



e Gdy o =90° czyli sity 131 i 132 sa wzajemnie prostopadie to:

=12 +[2]
sin ff = W

e Gdy a=0" czylisily 131 i 132 sa rownolegle i maja te same zwroty to:
7|7l +|7 (14

Aksjomat 5. Wypadkowa dwoch sit majqcych te same proste dzialania i zwroty, ma wartoS¢ rownq
sumie wartosci sil sktadowych i jest zwrocona w te samq strone, co sily skiadowe.

e Gdy a=180" czyli sity 131 i 132 sa rownolegle i maja przeciwne zwroty to:

(1.5)

Aksjomat 6. Wypadkowa dwoch sil majqcych takie same proste dzialania, a przeciwne zwroty, jest
rowna roznicy ich wartosci, a zwrot jej jest taki jak wickszej sity sktadowej. W szczegolnosci, jesli obie
sity majq jednakowe wartosci i proste dziatania, a przeciwne zwroty, ich sita wypadkowa jest rowna
zeru.

1.2.6 Rozklad sily na dwie skladowe o danych kierunkach dzialania

Roztézmy site P na dwie proste dziatania / i 2 (rys.1.6.a). W tym celu przez poczatek A4 i koniec
B sity P prowadzimy rownolegle do prostych 1 i 2 (rys.1.6.b-c). W wyniku tego otrzymujemy

rownolegtobok zbudowany na sitach E i f’z, o kierunkach 7 i 2, przy czym sily te spelniaja warunek:

B+B_P.

a)

Rys. 1.6 Rozktad sity na dwie sktadowe

Aksjomat 7. Dowolna sita dzialajqca na bryte sztywnq moze by¢ zastapiona uktadem sit zaczepionych
w punkcie przylozenia sity.

1.2.7 Zasada akcji i reakcji
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Na rys.1.7 przedstawiono zasade¢ akcji i reakcji (trzecie prawo dynamiki Newtona) okres$lajaca
wzajemne oddzialywanie bryt sztywnych.

Rys. 1.7 Zasada akcji i reakeji

Aksjomat 8. Jezeli cialo I dziata na ciato Il silq B, to cialo I oddziatuje na ciato I takq samq, co do

modutu i kierunku sitq — F,, zwroconq przeciwnie

1.2.8 Rodzaje wigzow

W statyce czgsto rozpatrujemy rownowage bryl nieswobodnych, tzn. takich, ktére nie moga
zajmowac dowolnego miejsca w przestrzeni. Swobodg takich bryl ograniczaja potaczenia z innymi
brytami. Potaczenia te nazywamy wigzami.

Aksjomat 9. Kazde cialo nieswobodne mozemy uwazaé za swobodne, jezeli zamiast wiezow
przytozymy do niego reakcje wywolane przez te wiezy.

Nalezy pamigtac, ze jezeli oswobodzimy okreslona bryle uktadu, to nalezy rozpatrywac tylko
uktad sit czynnych przylozony do tej bryly, oraz uktad reakcji, to jest sil, z jakimi wigzy (to znaczy
sasiednie bryly) oddziatuja na dana bryle.

Ponizej przedstawiono podzial wigzéw na grupy, a na rysunkach sposob zastgpowania ich sitami
reakcji.

1.2.8.1 Wigzy o jednej niewiadomej podporowej

e Ciggna. Prosta dzialania reakcji (51 , §2) jest znana i pokrywa si¢ z kierunkiem ciggna (rys.1.8).
Przyktadem tego rodzaju wigzow sa liny, tancuchy, prety.

LSS SIS

5 S,

Rys. 1.8 Reakcje wigzdw ciggien.

e Podpory gladkie. Prosta dziatania reakcji R jest prostopadta do powierzchni podparcia (rys.1.9).
Przyktadem tego rodzaju wigzow jest idealnie gtadka powierzchnia.
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R

NN NN NNTYNNNNNNN

Rys. 1.9 Reakcja wigzow w podporze gtadkie;.

e  Podpory przegubowe ruchome. Prosta dziatania reakcji R jest prostopadta do kierunku
mozliwego ruchu (rys.1.10). Przykltadem tego rodzaju wigzow sa polaczenia §lizgowe bez tarcia
(idealnie gtadkie powierzchnie).

0|

NN NN NNNNNNNNNN

Rys. 1.10 Reakcja wigzo6w w podporze przegubowej ruchome;.
1.2.8.2 Wigzy o dwoch niewiadomych podporowych

o Podpory chropowate. Prosta dzialania reakcji jest nieznana. Wprowadza si¢ dwie skladowe

reakcji: normalna do powierzchni N i styczna sile tarcia T (rys.1.11). Przyktadem tego rodzaju
wigzow jest kazda rzeczywista powierzchnia.

s
N

L 0 N N W N 2 . . .
7

Rys. 1.11 Reakcje wigzow w podporze chropowate;j.

e  Podpory przegubowe stale. Prosta dzialania reakcji R przegubu jest nieznana. Reakcje rozktada
si¢ na dwie niezalezne skladowe Rx i ﬁ}, (rys.1.12). Przyktadem tego rodzaju wigzdéw sa

polaczenia przegubowe.

N RN RN NN RN NN

Rys. 1.12 Reakcje wigzow w podporze przegubowej statej.
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e  Przeguby walcowe. Prosta dziatania reakcji przegubu R jest nieznana. Reakcja rozktada si¢ na
dwie niezalezne skladowe Rx i Ry (rys.1.13). Przyktadem tego rodzaju wigzow jest tozysko

slizgowe.

R

g
y
R,

Rys. 1.13 Reakcje wigzOw w przegubie walcowym.

1.2.8.3 Wigzy o trzech niewiadomych podporowych

e  Przeguby kuliste. Prosta dziatania reakcji przegubu R jest nieznana. Reakcja rozktada si¢ na trzy
niezalezne sktadowe R R R (rys.1.13). Przyktadem tego rodzaju wigzoéw jest przegub.

AR.

A |

D
ANANAN N

Rys. 1.14 Reakcje wigzow w podporze przegubowej kuliste;.

o Utwierdzenie. Prosta dzialania reakcji jest nieznana. W przypadku utwierdzenia oprocz sity

reakcji R roztozonej na dwie sktadowe Rx i Ry nalezy przytozy¢ tzw. moment utwierdzenia

M . (rys.1.15). Przyktadem tego rodzaju wigzow jest Sciana z zamurowang belka.

AR P
._/-*‘

- =
..--'/ X
(==
e
Mu/
/

Rys. 1.15 Reakcje wigzow w utwierdzeniu.
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1.3 ROWNOWAGA ZBIEZNEGO UKEADU SIL

1.3.1 Uklady sil

Uktadem sit nazywamy zbior sit przylozonych w jednym lub w kilku punktach bryty.
Wyrézniamy nastgpujace uktady sit:

o Zbieiny ukiad sit (ptaski lub przestrzenny). Jest to uktad, w ktérym proste dzialania sit przecinaja
siew jednym punkcie.Taki uktad sit mozna zastapi¢ jedna sita wypadkowa.

o Dowolny ukiad sit (plaski lub przestrzenny). Jest to uklad, w ktorym proste dziatania sit sa
dowolnie potozone wzgledem siebie tzn. nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Taki uktad sit
mozna zastapi¢ jedng sila wypadkowa i wypadkowym momentem sity.

1.3.2 Analityczna reprezentacja sily

Dotychczsowe konstrukcje przeprowadzalismy na podstawie rachunku wektorowego. Rachunek
wektorowy mozemy zastapi¢ rachunkiem algebraicznym. W tym celu wprowadzamy uklad
wspotrzednych, w ktorym site okreslamy rzutami wektora sity na osie ukladu wspodlrzednych.
Najwygodniej jest przyjmowac uktad prostokatny prawoskretny.

y

Rys. 1.16 Rozktad sity na sktadowe na ptaszczyznie.

L

nazywac¢ bedziemy rzuty prostokatne sity na odpowiednie osie uktadu wspodtrzednych x,y. Sktadowe

Narys.1.16

i ‘Py‘ sa sktadowymi wektora sity P na plaszczyznie. Sktadowymi wektora sity

‘}z‘ 1 ‘Py‘ wektora sity P okre$lone sa wzorami:

é = ‘P‘cosa
f’y = ‘}3‘ sina
(1.6)
Sita P moze by¢ wyrazona za pomoca jej sktadowych i wektorow jednostkowych:
f’:i‘f’x‘+j‘é‘ (1.7)

Jezeli dane sa sktadowe wektora sity, mozemy okresli¢ warto$¢ sity i znalez¢ prosta jej dziatania.
Warto$¢ sity obliczamy ze wzoru:
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A=y2f + [
(1.8)

Prosta dziatania sity P wyznaczamy obliczajac katy jakie tworzy z osiami uktadu
wspotrzednych, ze wzorow:

cosa:@: ‘ﬁ‘

‘P‘ ‘é‘2+]_5})‘2

5 . (1.9)
sina—‘—f‘: -

‘P‘ ‘é‘2+]3yz

Na rys.1.17 ‘Px‘, ‘Py‘ i ‘}2‘ sa sktadowymi wektora sily Pw przestrzeni. Sktadowe ‘é‘, ‘f’y‘ i

‘}2‘ wektora sity P okre$lone sa wzorami:

) =|Fleosa

P,

f"cosﬂ (1.10)

|- sy

—_
1P
’ y

Rys. 1.17 Rozklad sity na sktadowe w przestrzeni.
Sita P wyrazona za pomoca jej sktadowych i wektorow jednostkowych jest rowna:
P=ilP|+ jlB|+KP| (1.11)

Jezeli podane sa skladowe wektora sity, mozemy obliczy¢ warto$¢ sity i znalez¢ prosta jej
dziatania. Warto$¢ sity obliczamy ze wzoru:

‘ﬁ‘:\/‘é‘sz‘fo‘zﬂL\é (1.12)

‘2
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Prosta dziatania sity P wyznaczamy obliczajac katy jakie tworzy z osiami ukladu
wspotrzednych, ze wzorow:

P P
cosazg-: —_—
VB[ B[ + 2]
B
p=120= (1.13)
A e
P P
COSY == =
SN TN

Pomigdzy cosinusami katow a, f3, ¥ zawartych pomiedzy prosta dziatania sity a osiami uktadu

odniesienia, zachodzi zwiazek: cos” ¢ +cos” B +cos” y =1.

1.3.3 Wektor glowny

Suma geometryczna wszystkich sit dziatajacych na ciato nosi nazwe¢ wektora glownego W,

(rys.1.18). Mozna wykaza¢, ze rzut wektora gldéwnego na dowolna o$ rowna si¢ sumie rzutow na ta o
sit sktadowych.

g =
of 1P, |

Rys. 1.18 Wektor glowny

=y —>
1P, | Pl IP,|

Sktadowe wektora glownego i jego wartos¢ (w przypadku plaskiego zbieznego sit) okreslone sa
wzorami:
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ARARY A
@4%%2% (1.14)
— - 12 - |2
W =AW+

Prosta dzialania wektora gldwnego wyznaczamy, obliczajac kat @ zawarte migdzy wektorem
glownym Wé , a osig x uktadu:

1

%

Cosa =

|

(1.15)

4

Sktadowe wektora glownego Wé (w przypadku przestrzennego zbieznego ukladu sit) sa
okreslone wzorami:

AR
@=%F§g (1.16)
ARARY
Wartos¢ wektora glownego I7, obliczamy na podstawie wzoru:
ABN AN (117)

Prosta dzialania wektora glownego wyznaczamy, obliczajac katy a, S,y zawarte miedzy
wektorem gléwnym Wg , a osiami uktadu:

COSQ = =7 = ———————
L AR AR
cos,b’zwigy i ‘ngy‘z — (1.18)
‘ g \/ng + W, +W,
2R i,
cos ‘Wg‘ \/ng2+Wgy2+Wgzz
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1.3.4 Warunki r0wnowagi zbieznego ukladu sil

Warunkiem koniecznym i wystarczajqcym rownowagi plaskiego zbieinego uktadu sil jest to, aby

wektor glowny Wg byt rowny zeru.
Jezeli sity dziataja w ptaszczyznie otrzymamujemy dwa réwnania rOwnowagi:

P

x

=0, czyli z =0
- (1.19)
=0, czyli z éy =0

i=1

%

j29

W,

&y

Natomiast w przypadku gdy sity dziataja w przestrzeni otrzymujemy trzy rOwnania rOwnowagi:

W,.|=0, czyli Z P|=0

Wgy =0, czyli Z

i=1

o]l

=0 (1.20)

W, =0, czyli Y |P.|=0

Z
i=1

Powyzsze rownania wyrazaja analityczny zapis warunku rownowagi ptaskiego zbieznego uktadu
sil.

1.3.5 Twierdzenie o trzech silach.

Rozpatrzmy przypadek szczeg6lny, kiedy dany uktad trzech sit nieréwnoleglch, dziatajacych w
jednej ptaszczyznie jest przylozony do bryly sztywnej w punktach 7,2,3 (rys.1.19). Dwie sity é i f’z
zastepujemy jedna sila S = é + Pzi pytamy, przy jakich warunkach sita 153 tworzy dwojke zerowa z
sitg S. Pierwszym warunkiem jest to, aby sita }33 dziatata wzdtuz prostej dziatania sity S , czyli jej
prosta dziatania musi przechodzi¢ przez punkt A. Drugim warunkiem jest to, aby miata t¢ sama

warto$¢ 1 przeciwny zwrot, co znaczy ze trojkat sit 131 , 132 , 133 musi by¢ zamknigty.

Rys. 1.19 Graficzna ilustracja twierdzenia o trzech sitach.
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Opierajac si¢ na analizie powyzszego uktadu sil mozna sformulowac nastgpujace twierdzenie
(Twierdzenie o trzech sitach):

Trzy sily sq w rownowadze, jezeli ich proste dzialania przecinajq si¢ w jednym punkcie, lezq w jednej
plaszczyinie a trojkqt sil jest tréjkqtem zamknigtym.

1.4 PARA SIL. MOMENT PARY SIL

1.4.1 Skladanie dwdch sit réwnoleglych

Sity ktorych proste dziatania sa do siebie roéwnoleglte nazywami sitami rownoleglymi.
Wypadkowa sit rownoleglych jest suma algebraiczna tych sit i lezy na ich prostej dziatania.
Zagadnienie wyznaczania wypadkowej sit rownoleglych sprowadza si¢ zatem do wyznaczania jej
potozenia, czyli odleglosci od dowolnej sity sktadowej, ktorej potozenie jest znane.

Rozpatrzmy przypadek, gdy na ciato sztywne dzialaja w punktach 4 i B dwie sity rownolegte P i
132 o tych samych zwrotach i réznych wartosciach liczbowych. Taki uktad mozna zastapi¢ jedna sita

(wypadkowa W) co pokazano na rys.1.20.

—_ —_—
S c S’
; o
7 _— 2
W/ YP,
. o B, B,
J B
AY_ -
| s
iD B
+ N h_:
d=AB _):
21

—>
v w
Rys. 1.20 Geometryczna interpretacja wypadkowej uktadu sit rownolegtych.

Sposéb konstrukeji jest nastgpujacy: przez punkty 4 i B prowadzimy prosta, wzdhuz ktérej w
punktach A i B przyktadamy dwojke zerowa (S, S"), przy czym S =—§'. Nastepnie sktadamy sity
(151, S ) oraz (E, S ). W wyniku otrzymujemy sity W1 i Wz , ktérych proste dziatania przecinaja si¢
w punkcie C. Przesuwamy sity Wl i Wz do punktu C oraz rozktadmy je na kierunek réwnolegly do

prostej AB i na kierunek réwnolegly do dziatajacych sit }31 i 132 Poniewaz sktadowe sit Wl i Wz na
kierunku rownoleglym do prostej 4B tworza dwojke zerowa mozemy je wyeliminowac. Skladowe na
prostej rownolegtej do sit f’l i f’z sa odpowiednio rowne sitom 161 i 162 oraz maja ten sam zwrot. Ich
suma jest rowna sile wypadkowej:
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W=P+P, (1.21)

Nastepnie obliczamy z podobienstwa trojkatow DACD 1 DA,CE oraz DBCD i DB;,CF
odlegtos¢ x prostej dziatania sity wypadkowej W od prostej dziatania sity P

D
4 ‘PI‘ (1.22)
d—x_CD
ar
Poniewaz A4,E = B,F = ‘5 ‘ = ‘g |, otrzymamy:
‘P ‘Dﬁ (1.23)
AR

Dla sit o przeciwnych zwrotach, sita wypadkowa W Wynosi W= 131 - f’z , a odlegls¢ x, prostej
dziatania sity wypadkowe;j W od prostej dzialnia sity 161 Wynosi:

x:m (1.24)

Biorac pod uwagg powyzsze rozwaznia mozna stwierdzic, ze:

Sita wypadkowa dwdch sil rownoleglych o zgodnych zwrotach jest rowna sumie wartosci sit
sktadowych, jest do nich réwnolegla, ma ten sam zwrot, a jej prosta dzialania przechodzi miedzy
sitami skladowymi, dzielqc odcinek miedzy nimi w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do wartosci
tych sil.

Sita wypadkowa dwdoch sil rownoleglych o przeciwnych zwrotach i roZnych wartosciach liczcbowych,
jest rowna roznicy wartosci tych sil, jest do nich rownolegla, ma zwrot zgodny ze zwrotem sily
wiekszej, jej prosta dziatania przechodzi na zewnaqtrg sily wiekszej i dzieli odcinek miedzy silami
zewnetrznie w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do wartosci tych sit.

Sity réwnoleglte majace wspolna prosta dziatania dodaje sig jak skalary.
1.4.2 Para sil. Moment pary sil

Uktad dwoch sit rownolegtych (rys.1.21) nie lezacych na jednej prostej o rownych wartosciach,
lecz przeciwnych zwrotach, nazywamy para sil.
—

—
P 1
P=-P

Rys. 1.21 Para sit
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Pary sit nie mozna zastapi¢ jedna sila (co wynika z rozwazan w punkcie 1.4.1). Para sil,
przytozona do swobodnego ciala sztywnego, powoduje jego obrot dookola osi prostopadtej do
plaszczyzny dziatania pary (ptaszczyzny wyznaczonej przez przez proste dzialania sil, ktore tworza
parg). Par¢ sit mozna zastapi¢ inna parg sita o tym samym dziataniu. Dzialanie pary sit na bryle
okresla iloczyn sily i ramienia pary (ramieniem pary d nazywamy najkrotsza odleglo$¢ migdzy
kierunkami dziatania sit pary) oraz kierunek obrotu. Dziatanie pary sit na bryl¢ okre§lamy wektorem,
ktéry nazywamy momentem pary. Moment pary sit jest wektorem prostopadtym do ptaszczyzny
dzialania pary sit (rys.1.22).

A——)—)—-)
m W # P)

/ /

1Pl = 1P

B

'U

l

Rys. 1.22 Moment pary sit

Warto$¢ momentu pary sit jest rOwna iloczynowi warto$ci sily i ramienia d, a jego zwrot jest taki,
ze patrzac od strony strzatki wektora momentu widzimy obrét pary sit w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazowk zegara (odpowiada to prawoskretnemu uktadowi wspotrzednych).

Moment pary sit mozna zdefiniowaé réwniez jako iloczyn wektorowy (rys.1.23) wektora 7 i
wektora sity P:

M(P,P)=FxP (1.25)

Rys. 1.23 Geometryczna interpretacja iloczynu wektorowego
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Wartosc¢ tak zdefiniowanego momentu pary sit M (13, ]3') obliczamy:
\M(ﬁ, 13')\ = \ﬁ\ sin(7, P)
d = [F|sin(¥, P) (1.26)
[0 (P, P| =|Pla
Jezeli bedziemy rozpatrywaé pary sit dziatajace tylko w jednej ptaszczyznie, to wektory

przedstawiajace momenty tych par sit beda do siebie réwnolegle. W takiej sytuacji, wygodnie jest
postugiwac sig¢ wartoscia momentu z odpowiednim znakiem "plus" lub "minus" (rys.1.22). Przy takiej

umowie wartos¢ M (P, P') zapiszemy jako: ‘]\7[ (P, ]3')‘ = ‘f"d . a wartoé M (131,}31') zapiszemy w
postaci: ‘M(E,é')‘ = —‘é‘dl .
1.4.3 Twierdzenia o parach sil

Przy zastosowaniu metody zastgpowania uktadéw sit ukltadami im réwnowaznymi powstaly
twierdzenia o parach sit, ktore podano ponizej bez udowodnienia.

Dzialanie pary sit na cialo sztywne nie ulegnie zmianie, gdy pare przesuniemy w dowolne potozenie
w jej plaszczyinie dzialania.

Dzialanie pary sil na ciato sztywne nie ulegnie zmianie, gdy zmienimy sily pary i jej ramie tak, aby
wektor momentu pary zostal niezmieniony.

Dzialanie pary sit na cialo sztywne nie ulegnie zmianie, gdy pare sit przesuniemy na plaszczyzne
rownoleglq do jej plaszezyzny dzialania.

Dzialanie pary sit na cialo sztywne nie ulegnie zmianie, jezeli moment pary sie nie zmieni.
1.4.4 Skladanie par sil w jednej plaszczyznie

Gdy na ciato sztywne dziala w jednej ptaszczyznie szereg par sil, mozemy zastapi¢ je jedna
wypadkowa para sit. Na rys.1.24 przedstawiono przypadek, gdy na ciato dzialaja trzy pary sit.
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Rys. 1.24 Sktadanie par sit

Do rozwazan przyjmijmy odpowiednie oznaczenia. I tak sily w parach oznaczmy przez I3i,

moment dowolnej pary przez M ;» hatomiast rami¢ pary przez d,. Rami¢ d, pary mozemy dowolnie
obraca¢ i zastapi¢ wybrang pare, para o ramieniu innej dlugo$ci d, zachowujac jednocze$nie jej
moment bez zmian. Mozemy to zrealizowac¢, dobierajac odpowiednio sit¢ 13i' , tak aby byl spetniony

warunek:
Pld, = |B|a (1.27)

Otrzymane w ten sposob pary mozemy przesuna¢ na wspolne ramig d i ztozy¢ sily przylozone na
koncach tego ramienia. Na obu koficach ramienia otrzymamy te same sity S, réwne sumie
geometrycznej wszystkich sit ff . Sity te tworza parg sit, ktorej moment jest rdwny sumie momentow
sktadanych par sit.

Z rozwazan w punkcie 1.4.2 wynika, ze moment kazdej pary sit jest wektorem prostopadtym do

plaszczyzny dziatania tej pary, czyli w naszym przypadku do ptaszczyzny rysunku. Warto$¢ wektora
momentu i-tej pary sit wynosi:

01| =|P|d, = |Ba (1.28)
lub w zapisie wektorowym:

— '

M,=d,xP=dxP (1.29)

|
!

Tak wigc moment pary sit S, S' o ramienu d Wynosi:

M,=dxS=dxY P=YdxP (1.30)
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czyli

M=>M, (1.31)

i=1

Wszystkie wektory momentoéw par sit maja ten sam kierunek a r6ézni¢ si¢ moga tylko zwrotami.
Mozna przyja¢ zasadeg, ze wektory momentow par sit o zwrocie ponad plaszczyzng dziatania par
przedstawimy liczba dodatnia, a o zwrocie przeciwnym liczba ujemna. Tym samym, kazemu
wektorowi momentu pary sit zostaje w sposob jednoznaczny przypisana liczba wzgledna. Liczba ta
jest dodatnia lub ujemna. W takim przypadku sumeg geometryczna wektorow rownolegtych mozna
zastapi¢ suma algebraiczna.

Mozna zatem napisa¢ nastgpujace twierdzenia:

Uklad par sil dzialajqcych w jednej plaszczyinie sprowadza sie do pary o momencie rownym
algebraicznej sumie momentow par uktadu.

Aby pary sit dzialajqgce w jednej plaszczyinie na ciato sztywne znajdowaly sie w rownowadze, suma
momentow tych par musi si¢ rownaé zeru, czyli:
M=M=0 (1.32)
i=1

Podobne rozwazania mozna przeprowadza¢ dla przypadku gdy ptaszczyzny par nie sa
rownolegte.

1.5 MOMENT SILY WZGLEDEM PUNKTU I OSI

1.5.1 Moment sily wzgledem punktu (bieguna)

Momentem sity wzgledem punktu (bieguna) rys.1.25, nazywamy wektor M Y (ﬁ) prostopadty do

plaszczyzny wyznaczonej przez prosta dziatania sity 1 punkt (biegun). Warto§¢ wektora momentu jest
réwna:

Wo(ﬁ)\ :‘ﬁd, gdzie d = || xsin(7,P) (1.33)

A

M, (P)

—>
P

—9.
r
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Rys. 1.25 Moment sily wzgledem bieguna

Odleglos¢ d jest odlegloscia punktu (bieguna) od prostej dziatania sity i nazywana jest
ramieniem sity. Zwrot wektora momentu jest taki, aby patrzac od jego strzatki na plaszcyzne
wyznaczona przez prosta dzialania sity i punkt (biegun), wida¢ bylo obrot sity wzgledem punktu
(bieguna) w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara czyli inaczej, aby trojka wektorow
zaznaczonych na rys.1.25 byta prawoskretna. Moment sity wzgledem punktu (bieguna) jest zerem,
gdy prosta dziatania sity przechodzi przez ten punkt (biegun).

Z definicji momentu sity wzgledem punktu (bieguna) wynika, Ze moment nie zmieni sig, jezeli
sil¢ przesuniemy wzdhuz prostej jej dziatania.

1.5.2 Moment sily wzgledem osi
Przyjmijmy, ze dane sa: punkt O (biegun) i sila P. W punkcie O przyjmujemy poczatek

prostokatnego uktadu wspotrzednych. Momentem sity P wzgledem bieguna O jest wektor M . (13)
(rys.1.26).

z)

Rys. 1.26 Moment sily wzgledem bieguna

Dowolny punkt 4 na prostej dziatania sity P ma wspotrzedne (x,, v, z,). Wektor sity P ma
sktadowe ‘R‘ f’y

—

P,

>

. Laczac punkt 4 (x,, y,, z,) z poczatkiem uktadu otrzymamy wektor 7 .

>

, ‘My

Wspoétrzedne wektora momentu sity P wzgledem bieguna O oznaczamy symbolami ‘M R

‘M Z‘. Sktadowe te mozna obliczy¢ jako minory nizej podanego wyznacznika, gdzie (i, j, k) sa

wektorami jednostkowymi na osiach wspotrzednych (wersorami):

i j ok
M,(P)=FxP=|x, y, z, (1.34)
Bl || [P

Po rozwiazaniu wyznacznika wspoirzgdne momentu beda roéwne:
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Er
‘Z\Zy‘= Plz,—|P|x,, (1.35)
02| =|BJx, - |Py,.

X

Rys. 1.27 llustracja zwiazku do wyznaczania warto$ci momentdw sity wzgledem osi.

Na rys.1.27 przedstawiono graficznie interpretacj¢ momentow sity wzgledem osi. Na podstawie
tej interpretacji moment sily wzgledem osi Oz mozna okresli¢ jako moment rzutu sily P na
ptaszczyzng prostopadta do osi Oz wzglgdem punktu przebicia tej ptaszczyzny przez o$. Rzut sity P
na plaszczyzng prostopadia do osi oznaczony jest przez f’xy , a punkt przebicia ptaszczyzny Oxy przez

0§ Oz oznaczony symbolem O. Z powyzszego okre$lenia momentu sity wzgledem osi wynika, ze
moment sity wzgledem osi jest zerem, gdy sila i 0§ leza w jednej plaszczyznie (gdy sita jest
rownolegta do osi lub gdy prosta dziatania sily przecina oS.

M Z‘ mozemy obliczy¢ wartos¢ momentu sity P

Korzystajac ze wzoréw na ‘Mx‘ ‘M y

’

wzgledem punktu O oraz okresli¢ katy zawarte pomiedzy wektorem momentu M , a osiami uktadu:
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cos(Z\Z )= ‘A{x‘ = > ‘Mx‘z >
VI o
_ M M (1.36)
cos(M, j)="-= - yz -
M| o[ it [ i
e i,
cos(M ,k)="—= —
MU i i
Jezeli sita lezy w plaszczyznie Oxy, toz, = 0 i 132 =0 (rys.1.28).
yh
!
|
i Yo
? -~
0 X
Rys. 1.28 Moment sily wzgledem osi
Moment sily P wzgledem osi wynosi w tym przypadku wynosi
i -0,
Wy\zo, (1.37)
=i, P =
a) b)
IM| >0 IMJ] <0

® P ©
0 —>
P
d
d
0
Rys. 1.29 Konwencja znakow przy okreslaniu momentu wzgledem bieguna.
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W celu okreslenia znaku momentu wzgledem osi przyjmujemy nastgpujaca konwencje
znakow:

e  plus (+) - obrét sity dookota osi O zgodnie z ruchem wskazowek zegara (rys.1.29.a),
e minus (-) - obrot sily dookota osi O przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara (rys.1.29.b).

1.5.3 Twierdzenie o rownoleglym przesuwaniu sily

Zat6zmy, ze na bryle dziata sita P zaczepiona w punkcie 4 (rys.1.30). Nastepnie chcemy teg sile
przesunaé rownolegle do punktu B. W tym celu w pukcie B przyktadamy dwojke zerowa P P2

rownolegla do sity P przy czym ‘P‘ ‘P‘ Z rysunku wida¢, ze uktad sit sktada si¢ z teraz z sity

P2 rownej co do wartosci sile P oraz pary sit (P, 1), ktoérej wartos¢ momentu wynosi :

M(P,B)=FPd (1.38)

Rys. 1.30 Roéwnolegle przesunigceie sity.

Sitle P mozna przesunqc rownolegle 7 punktu A do nowego punktu zaczepienia B, przykladajqc
rownoczesnie odpowiedniq pare sit ( P, Pl ).

1.6 ROWNOWAGA PLASKIEGO DOWOLNEGO UKEADU SIL

1.6.1 Redukcja plaskiego dowolnego ukladu sil.

Przez redukcj¢ dowolnego uktadu sit rozumiemy przeksztatcenie uktadu w réwnowazny uktad
zlozony z sity i pary sit (zastepujemy dzialanie uktadu sit jedna sila i para sit). Rozwazmy dowolny

uktad sit dziatajacych w jednej ptaszczyznie (rys.1.31). Proste dziatania sit Pz sa dowolnie potozone
wzgledem siebie na plaszczyznie tzn. nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Zadajmy sobie pytanie
przy jakich warunkach uktad sit P da si¢ zastapi¢ jednym z najprostszych uktadow sit, to jest dwojka
zerowa, jedna sila lub para sit. W tym celu przeprowadzimy redukcje uktadu sit.

W plaszczyznie dziatania sily obieramy dowolny punkt np. O, ktéry nazywamy biegunem

redukcji. Korzystamy z twierdzenia o rownoleglym przesuwaniu sily i przesuwamy sity P P P

ﬂ do bieguna O. W ten sposob uktad tych sit zaczepionych w punktach 4, B, C, D przeksztalcilismy
w uktad réwnowazny, ztozony z plaskiego zbieznego uktadu sit oraz uktadu czterech par sit.
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Rys. 1.31 Redukcja ptaskiego, dowolnego uktadu sit

Zbiezny uktad sit mozemy zastapi¢ jedna sita S. Gdy suma geometryczna sit 131 jest r6zna od

zera, uktad par sit mozna zastapic¢ jedna para o momencie rownym algebraicznej sumie momentéw par
sit uktadu. Wektory momentéw poszczegolnych par sa réwnolegle, wigc mozemy je sumowac
algebraicznie. Zmiast oblicza¢ algebraiczna sumg¢ momentéw par sit uktadu, mozemy obliczac

algebraiczng sum¢ momentoéw sit wzgledem bieguna O. Zatem w og6lnym przypadku uktad sit 131

zastapimy jedna sita S , zaczepiong w biegunie O, i momentem sit 131 wzgledem tego bieguna:
M =3 M,(P) (1.39)
i=1

Sita S jest rowna sumie wszystkich sil uktadu. Geometryczna sume sit ukladu, nazywamy

wektorem gtéwnym i oznaczamy Wg . Sume¢ momentow sit é wzgledem bieguna redukcji nazywamy

momentem gtownym i oznaczamy M .- Wartos¢ wektora gldwnego Wg obliczamy, jako sumg

wszystkich sit uktadu na osie odniesienia Ox i Oy:

‘ng = Zn: F,
; ) (1.40)
A
Stad otrzymujemy:
7| = |+, (1.41)

Prosta dzialania wektora gldéwnego okreslamy, obliczajac cosinus kata, jaki prosta ta tworzy z
osig Ox:
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‘W

x

Wg

cos(‘Wg

i) = (1.42)

Dla uktadu ptaskiego sit warto§¢ momentu gtéwnego, jest rowna sumie algebraicznej momentow
sit sktadowych wzgledem bieguna redukcji:

i, |= Y|Py, (1.43)
i=1
1.6.2 Przypadki redukcji plaskiego dowolnego uladu sil.

Przypadki redukcji zaleza od warto$ci wektora gtownego Wé , oraz warto$ci momentu gtdéwnego

M o - Ponizej podano cztery przypadki redukcji ptaskiego dowolnego ukfadu sit.

e Przyjmijmy, ze w wyniku redukcji otrzymali§my wektor gtowny Wg 1 moment gtowny M o rozne

od zera czyli:

Wg =0
(1.44)
#0

Mg

Rys. 1.32 Redukcja ptaskiego dowolnego uktadu sit

Sity pary (W, W') o momencie M, mozemy obra¢ rowne co do wartosci wektorowi

glownemu Wg . Wtedy ramig pary bedzie rowne:

=

g

d = (1.45)

|

Parg sit (W, W') mozemy tak obrécié, aby jedna z jej sil tworzyta uktad réwnowazny wektorem
gltéwnym Wg (rys.1.32.2). Wtedy dwojke zerowa W :—Wg mozna wyeliminowaé. Rozpatrywany

uktad sprowadza si¢ do jednej sity W rownej geometrycznie wektorowi gldéwnemu Wé Uktad ma

wigc site wypadkowa o prostej dzialania przechodzacej przez punkt O; (rys.1.32.b), przesunigty
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wzgledem bieguna redukcji na taka odlegltos¢ i w takim kierunku, ze moment wypadkowej wzgledem
bieguna redukcji rowny jest wartosci momentu gtdownego. Dlatego mozna powiedzie¢, ze moment sity
wypadkowej ptaskiego uktadu sit wzgledem dowolnie obranego bieguna w ich plaszczyznie dziatania
rowny jest sumie algebraicznej momentow sit uktadu wzgledem tego bieguna. O tym jaki jest
kierunek dziatania sity wypadkowej decyduje suma momentow sit uktadu wzgledem bieguna.
Wartos¢, zwrot 1 prosta dzialania wypadkowej obliczamy ze wzoréw podanych w 1.6.1. Natomiast
punkt zaczepienia wypadkowej wyznaczamy stosujac twierdzenie o momencie wypadkowej
wzgledem dowolnego bieguna. Przypusémy, ze punkt O; (x,y) lezy na prostej dziatania sily

wypadkowej W . Poniewaz M . (W) =M > Wike:

ol

W,

y-|M

4

=0 (1.46)

Jest to rownanie prostej dziatania sity wypadkowej. Prosta ta nazywa si¢ osia centralng. O$
centralna jest prosta dzialania wypadkowej, a kazdy punkt na niej lezacy jest punktem zaczepienia sity

w.

e Jezeli w wyniku redukcji:

Wg #0
- (1.47)
M, =0

wowczas uktad sprowadza si¢ do sity wypadkowej rownej wektorowi gldwnemu, zaczepione] w
biegunie redukcji.

e Jezeli w wyniku redukcji:

Wg:O
- (1.48)
Mg;tO

to wtedy uktad sprowadza si¢ do pary sit 0 momencie réwnym momentowi glownemu.

e Jezeli w wyniku redukcji:
(1.49)

to wtedy uktad pozostaje w rownowadze.
1.6.3 Warunki rownowagi plaskiego dowolnego ukladu sil

Ptaski dowolny uktad sit (sily dziataja w jednej ptaszczyznie x,y) pozostaje w rownowadze,
jezeli wektor gtowny sity Wg = 01 moment glowny M ¢ = 0. Zachodzi to gdy:

W,|=0, czyli Z P|=0

Wgy\ =0, cali Y|B|=0 (1.50)
i=1

M, |=0, czyli é‘di =0
i=1

-32-



Warunkiem koniecznym i dostatecznym rownowagi plaskiego dowolnego uktadu sit jest, aby sumy
algebraiczne rzutow wszystkich sit na kazdq z dwoch nierownoleglych osi rownaly si¢ zeru i suma
momentow wszystkich sil wzgledem dowolnie obranego bieguna na plaszczyinie dzialania tych sil
byla rowna zeru (trzy rownania réwnowagi).

1.7 ROWNOWAGA PRZESTRZENNEGO DOWOLNEGO UKEADU SIL

1.7.1 Redukcja przestrzennego dowolnego ukladu sil

W celu przeprowadzenia redukcji przestrzennego dowolnego uktadu sit, przyjmijmy brylg, na
ktora dziata ten uktad sit. Redukcje przeprowadzimy na ukladzie np. trzech sit 131, 132, f;,
zaczepionych w punktach 4, B, C (rys.1.33).

Rys. 1.33 Redukcja przestrzennego dowolnego uktadu sit

Obieramy dowolny biegun redukcji w punkcie O. Nastgpnie do punktu O przesuwamy
réwnolegle dwie sity (korzystamy z twierdzenia o réwnoleglym przesuwaniu sily). W tym celu w

biegunie O przyktadamy dwojki zerowe o sitach rownych sitom 161, PZ,E W ten sposob

otrzymujemy uktad sit P, zaczepionych w biegunie redukcji, oraz uktad trzech par sit dziatajacych w

1

r6znych ptaszczyznach.

Pary te powstaja z sit é (131 , 132 , 133 ), dziatajacych na bryle, i z sit wchodzacych w sktad dwdjek
zerowych, zaczepionych w punkcie O. Dodajac geometrcznie sity 161, 162,]33 otrzymujemy sil¢ S
réwna geometrycznie wektorowi gtdwnemu Wé . Pod wzgledem wartosci, kierunku i zwrotu, wektor

gtoéwny Wg nie zalezy od obioru bieguna redukcji i dlatego jest niezmiennikiem uktadu.

Zatem uktad trzech par sil, dziatajacych w rdznych ptaszczyznach, mozemy zastapi¢ jedna para
sil, ktérej moment rowny jest geometrycznej sumie par sit sktadowych. Momenty tych par sit sa

rowne momentom sit 131, P2,133, zaczepionych odpowiednio w punktach 4, B, C, wzgledem
przyjetego bieguna redukcji.
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Na rys.1.33 momenty tych par sit przedstawiono umownie jako wektory M 1 M 55 M ;- Wektory
momentow tych par sil sa prostopadlte do plaszczyzn dziatania odpowiednich par sit. Wektor, bgdacy
suma geometryczng momentow par sit ukladu, nazywamy momentem gléwnym M Powyzsze
postgpowanie doprowadzito do zastapienia dowolnego przestrzennego uktadu sita rowna wektorowi

glownemu Wg , oraz parg sit o momencie réwnym momentowi gldownemu M Warto$¢ wektora

gléwnego wyznaczamy z nastgpujacych wzorow:

N

ng = E)C
i=l1
W, |= 21: P, (1.51)
We.|= 2|
i=1
=+ [+ (152)
= o .
Prosta dziatania wektora gtownego wyznaczamy z nastepujacych wzorow:
B, W,
cos(W,|,i) ==
4
A
cos(W, |, /) == (1.53)
4
cos(W,|.k) ==
w
4
Pomigdzy cosinuasmi tych katéw zachodzi zwiazek:
cosz(‘l/f/g ,i)+cosz(‘VI7g , =1 (1.54)
Warto$¢ momentu gldéwnego wyznaczamy ze wWzorow:
M, :ZI: Py, = Pyizi):O’
M, |= Pz, — Zl,xi)=0, (1.55)
i=l1
M, :Aﬂ ]}r@'_];ﬂ%):()
— — 2 — 2 - 2
M| = M|+, | + M, (1.56)
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Prosta dziatania momentu gtéwnego wyznaczamy ze wzorow:

o,

cos(|M ,|,i) = ‘M ‘

4

|,
cos(|M |, j) = IV (1.57)

4

|y,

cos(|M , |,k) = 7

4

Pomigdzy cosinusami tych katow zachodzi zwiazek:

cosz(‘Mg =1 (1.58)

,i)+cos’ (‘Mg

)+ cosz(‘Mg

1.7.2 Przypadki redukcji przestrzennego dowolnego ukladu sit

W wyniku redukcji przestrzenny dowolny uktad sit sprowadza si¢ do sity wypadkowej réwnej

wektorowi gtownemu W, , przylozonej w obranym biegunie redukcji, oraz do pary sit o momencie

M - Przypadki redukcji uzaleznione sa od warto$ci wektorow Wg i M - Ponizej podano pigé

przypadkow redukcji przestrzennego dowolnego uktadu sit.

e Jezeli w wyniku redukcji otrzymamy wektor gtowny Wg oraz moment gtowny M ¢ rozne od zera,

oraz Wg jest rownolegty do M ¢ czyli:

Wg #0
Mg¢0 (1.59)

/4

g

M

g

to uktad sit w tym przypadku sprowadza si¢ do tzn. skretnika. Skretnikiem albo $ruba statyczna
nazywamy uktad sit i pary sit, dziatajacej w ptaszczyznie prostopadlej do tej sity. Skretnik moze by¢

prawy albo lewy. Jezeli kat pomigdzy W, i M, jest rowny 0° to uktad sit sprowadza si¢ do skretnika
prawego (rys.1.34.a). Jezeli kat pomigdzy Wg i M o, Jest rOwny 180° to uktad sit sprowadza si¢ do

skretnika lewego (rys.1.34.b). Prosta dzialania wektora gtownego W, nazywamy osia centralng
skretnika.
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Rys. 1.34 Skretnik pary sit

e Jezeli wektor gtowny Wg 1 moment gtowny M ¢ sarozne od zera, przy czym wektory te sa do
siebie prostopadte, czyli:

—

w,#0
M, #0 (1.60)
7, Lo,

to uktad sit redukuje si¢ do jednej sity wypadkowej. Wartos¢ sity wypadkowej jest rowna wartosci

M,

—

wektora glownego, ma jego zwrot, prosta i jest przesunigta od bieguna redukcji o ramie d = , tak

g
aby moment sity wypadkowej wzgledem bieguna redukcji byt rowny momentowi gtdéwnemu.

e Jezeli, wektor glowny Wg jest rozny od zera, a moment gltéwny M ¢ Jestrowny zeru czyli:
(1.61)

to uktad sit redukuje si¢ do wypadkowej rownej wektorowi glownemu Wé , przylozonej w obranym

biegunie redukcji.
e Jezeli, wektor gtdéwny Wg jest rowny zeru, a moment gtowny M ¢ Jestrozny od zera czyli:
w,=0

- (1.62)
Mg 0

to uktad sit sprowadza si¢ do pary sit. Kierunek, warto$¢ i zwrot wektora M . hie zaleza wowczas od

obioru bieguna, a wigc moment gtowny M ¢ Jest niezmiennikiem uktadu.
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o Jezeli, wektor gtowny Wg jest r6zny od zera i moment gtowny M ¢ Jest rozny od zera czyli:

w,#0
- (1.63)
M,#0

4
i nie sa do siebie rownolegle ani prostopadie, to uktad sit sprowadza si¢ do skretnika, ale o osi
przesunigtej wzgledem bieguna redukcji o ramig d.

1.7.3 Warunki rownowagi przestrzennego dowolnego ukladu sil

Przestrzenny dowolny uktad sit pozostaje w rownowadze, jezeli wektor glowny sity Wg =01

moment glowny M . = 0. Zachodzi to gdy:

W,|=0, czyli D |P[=0

2

l
|

=0, czvli Y |P[=0

&y

S

W,|=0, czyli Z P.[=0
- ) (1.64)
ng :0’ CZyll ZMI'X :0’ Czyli Z(I_iziyi_évizi)zo
i=1 i=1
ng =0, czyli ;MU, =0, czyli ;(éizi—éixi):0
M, |=0, cayli DM |=0, czyli Y (Bfx.—|P,y)=0
i=1

—_

Warunkiem koniecznym i dostatecznym rownowagi przestrzennego dowolnego ukitadu sil jest, aby
algebraiczne sumy rzutow wszystkich sil na trzy osie prostokqtnego ukladu odniesienia byly rowne
zeru oraz aby algebraiczne sumy momentow wszystkich sit wzgledem tych trzech osi byly rowne
zeru.

1.8 SRODKI CIEZKOSCI

Zagadnienie wyznaczania $rodkow cigzkosci bryl, figur ptaskich i linii wiaze si¢ Scisle z
zagadnieniem wyznaczania $rodka sil rownoleglych, gdyz najczesciej spotykanym przykladem sit
rownolegltych sa sity cigzkosci (tj. sily przyciagania czastek ciala materialnego przez kule ziemska),
skierowane prosto do $rodka Ziemi. Sity te mozemy traktowaé jako rownolegle, gdyz wymiary ciat
rozpatrywanych w zastosowaniach technicznych sa bardzo mate w poréwnaniu z promieniem kuli
ziemskiej. Sily cigzkosci sa szczegdlnym przypadkiem sit objetosciowych, a wigc dziataja na kazdy
element objetosci danego ciata.

1.8.1 Srodek sil réwnoleglych

Do rozwazan przyjmijmy ciato sztywne, na ktore dziata przestrzenny uktad sit rownoleglych
é,f’z, ..... é, o zgodnych zwrotach. Znajdzmy nastepnie taki punkt w przestrzeni, przez ktory bedzie

przechodzi¢ wypadkowa przyjetego przestrzennego uktadu sit rownoleglych niezaleznie od kierunku
tych sit wzgledem ciata. Szukamy, zatem punktu przecigcia si¢ prostej dzialania wypadkowej
przyjetego uktadu sit rownoleglych i prostej dziatania wypadkowej drugiego uktadu sit rownoleglych,
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ktory powstat z przyjetego uktadu po obroceniu wszystkich wektorow sit 161,}32, ..... }3” o ten sam kat,

przy zachowaniu ich réwnoleglosci. Ten punkt przecigcia S nazywamy srodkiem sit rownoleglych
(rys.1.35).

Rys. 1.35  Srodek cigzkosci uktadu sit rownolegtych

Przyjmijmy promienie-wektory 7; 7, wyznaczajace odpowiednio punkty zaczepienia sit 131 i 132
Prosta dziatania wypadkowe;j le tych sit przecina odcinek 4B w punkcie S. Zmienmy kierunki
dziatania sit 131 i f’z obracajac je o pewien dowolny kat a. Woéwcezas prosta dziatania nowej
wypadkowe;j VT/;; przetnie odcinek 4B takze w punkcie S. Zatem punkt S jest Srodkiem sit

roéwnoleglych 131 i }32 Jezeli oznaczymy promien-wektor punktu S przez 7, to na podstawie
powyzszego rysunku mozemy zapiac:

o+ AS = M
~ (1.65)
hh +SB =1,
Punkt S dzieli odcinek AB na cz¢s$ci odwrotnie proporcjonalne do dziatajacych sit:
45 _|s8
T = (1.66)

7,

|

1‘

Poniewaz wektory AS i SB sa liniowo zalezne, wigc powyzszy wzor mozna zapisa¢ w postaci:

ol =il _ 1] =
12‘132‘ 1 _ 2‘131‘12 (1.67)

Rozwiazujac ostatnie rownanie wzglgdem 7, , otrzymamy:
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Al+[A

7|

(1.68)

Wzér powyzszy okresla potozenie srodka dwoch sit réwnoleglych. Analogicznie dla $rodka
uktadu # sit rownolegtych otrzymamy:

n —
AL
i=1

n

v = - (1.69)
S
Wspbtrzedne wektora 7, obliczymy ze wzorow:
Sopl SuE Sel
x, ="y = ==L (1.70)

ST 5 -
XIE 2

Potozenie $rodka sil rownoleglych nie zalezy od kierunku sit. Dlatego jezeli wszystkie sity
obrécimy o ten sam kat zachowujac ich réwnoleglos$é, to potozenie $rodka sit rownoleglych nie
ulegnie zmianie.

i=

1.8.2 Srodki cigzkoSci bryl, figur plaskich, linii

Na poczatek wyznaczmy $rodek cigzkosci bryty. Okreslony w poprzednim punkcie $rodek sit
réwnolegltych w odniesieniu do sit cigzkosci nazywamy $rodkiem cigzko$ci. Zatem sita, z jaka bryta
jest przyciagane przez Ziemig¢, nazywa si¢ sita cigzkosci. Sita cigzkosci jest skierowana wzdhuz
promienia kuli ziemskiej do jej srodka. Do wyznaczenia srodka ci¢zko$ci bryl zastosujemy wzory na
X,,Y,,Z, przedstawione w punkcie powyzej. Podzielmy, zatem bryl¢ na elementarne objgtosci.

Woéwczas to cigzary oddzielnych objetosci beda dostatecznie doktadnie przedstawiaé przestrzenny
uktad sit rownolegtych (o ile rozmiar ciala jest dostatecznie maty w poréwnaniu z promieniem Ziemi).

Oznaczmy warto$¢ sity cigzkosci elementarnej objgtosci przez ‘Gi‘.Wypadkowa wszystkich

elementarnych sit él. nazywa si¢ cigzarem bryty. Punkt, przez ktory przechodzi prosta dziatania tej
wypadkowej (przy dowolnym potozeniu ciala wzgledem Ziemi) nazywa sig srodkiem cigzkosci bryly.
Srodkiem cigzkosci bryly jest §rodek sit rownolegtych G[ przytozonych do elementarnych czastek
bryly. Wyznaczajac §rodek cigzkos$ci ciata podstawiamy we wzorach na wspotrzedne srodka uktadu sit

rownoleglych x ,y ,z  zpunktu 1.8.1 Gi zamiast P, czyli:

i
n
i=1

é\:é\é\:\é\ (1.71)
otrzymamy

n -
Z|I’}”Gi‘
— =l

(1.72)
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Y26
== (1.73)
2[6i

n - n -
zxi‘Gi‘ Zyi‘Gi‘
¥ = =l _ izln z
>[6]
i1

)
1

Powyzsze wzory wyznaczaja polozenie §rodka cigzko$ci bryty. Oznaczajac dla jednorodnej bryty

cigzar wlasciwy przez y, a objgtos¢ elementarnej czgsci przez AV;, to wzory na wspolrzedne srodka

i=

cigzkosci x, y,,z, po podzieleniu przez y przyjma postac:

ixiAI/i iyiAI/i ZZiAVi
_ =l _ =l

X, = ;o v, 7z z, :i:‘T (1.74)
Przechodzac do granicy, otrzymujemy:
[xdv [yav [zar
&=VV ,%=VV ,4=VV (1.75)

gdzie: V = jdV jest objetoscia ciata.
vV

Dla figur plaskich mozna przeprowadzi¢ podobne rozwazania. Zatem, elementarnym
powierzchniom figury ptaskiej F przyporzadkujemy sile cigzko$ci ‘é,‘ = PAF;, gdzie 3 jest cigzarem

przypadajacym na jednostke¢ pola powierzchni figury ptaskiej. Wowczas wspotrzedne srodka cigzkosci
WYNosza:

n
2k,
— =l

SyAE Y zAF
_ =l

=T Y 7 ,a:fﬁ;— (1.76)
Przechodzac do granicy, otrzymujemy:
j xdF '[ vdF j zdF
&=FF ,n=FF ,4=FF (1.77)

gdzie: F' = IdF jest powierzchnia catkowita.
F

Powyzsze wzory mozemy napisa¢ analogicznie dla linii, przyjmujac ‘é,‘ =oAL, gdzie « jest

cigzarem przypadajacym na jednostke dtugosci.

Zn:xil‘i ZyiALi Zn:ZiALi
_ il i = il

L

X

= (1.78)

Przechodzac do granicy, otrzymujemy:
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y, = , z, =4 (1.79)

gdzie: L = J.dL jest dlugos$cia rozpatrywane;j linii.
L

Przy wyznaczaniu $rodkéw cigzkosci bardzo pomocne sg pewne twierdzenia, ktore wynikaja
wprost z poprzednich definicji:

Srodek ciezkosci uktadu (bryla, figura plaska, lub linia) majacego $rodek symetrii lezy w tym

srodku.

Jezeli uktad ma ptaszczyzne symetrii, to Srodek cigzkosci lezy na tej plaszczyznie.

Jezeli uktad ma o$ symetrii, to $rodek cigzkosci lezy na tej osi.

Jezeli uktad ma dwie lub wigcej osi symetrii, to srodek cigzkosci lezy w punkcie przecigcia sig tych

OS1.

Rzut $rodka cigzkosci figury plaskiej na ptaszczyzng jest Srodkiem cigzko$ci rzutu tej figury na

dana ptaszczyzng.

W tablicy 1.1 podano wzory na srodki cigzkosci wybranych linii, figur i bryt jednorodnych.

Tablica 1.1

Potozenie $rodka cigzko$ci wybranych linii, figur i bryt jednorodnych.

Obwod
trojkata

Srodek cigzkosci znajduje si¢ w okregu kota wpisanego w
trojkat, ktorego wierzchotkami sa $rodki bokéw danego
trojkata:

_h _b+c
2 a+b+c

s

Luk kota

Srodek cigzkosci lezy na osi symetrii w odleglosci od
srodka kota:

c sina
yo=ro=r
/ a

kat a w radianach

Pole
trojkata

Srodek ciezkosci znajduje sie w punkcie przeciecia
srodkowych. Odlegtosc¢ srodka cigzkosci od podstawy:

Vs :g
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Pole

Srodek cigzkosci lezy na osi symetrii w odleglosci od

wycinka srodka:
kota
_2ra _2rsina
BT 3
kat a w radianach
Pole Srodek cigzkosci lezy na osi symetrii w odleglosci od
odcinka srodka kota:
kota
_ Arsina
& 32a —sin2a)
kat o w radianach
Pole Srodek ciezkosci lezy na przecigciu linii AB z linia
trapezu taczaca $rodki bokow rownoleglych:
) = h a+2b
3 a+b
Stozek Srodek ciezkosci lezy na osi symetrii stozka w odlegtosci
od podstawy:
_h
Vs 3
Stozek Srodek cigzkosci lezy na prostej taczacej $rodki cigzkosci
scigty podstawy dolnej i gomej w odleglosci od podstawy
dolne;j:
_h R® +2Rr +3r°
T R R
Odcinek Srodek cigzkosci lezy na osi symetrii stozka w odleglosci
kuli od $rodka kuli:

3 2r-»)°
PENCED
4 3r-»H
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Wycinek Srodek cigzkosci lezy na osi symetrii stozka w odleglosci
kuli od srodka kuli:

Y, :%r(l+cosa)

1.9 TARCIE

Tarciem zewngtrznym (krotko: tarciem) nazywa si¢ catoksztalt zjawisk, wystepujacych migdzy
stykajacymi sig ciatami statymi, spowodowanych dzialaniem sity normalnej dociskajacej te ciala oraz
sily stycznej przemieszczajacych je wzgledem siebie (tarcie kinetyczne) badz tez usitujacych je
przemiescic (tarcie statyczne). Sa, wigc one sitami biernymi i sktadowymi reakcji, ktore wystapia dla
zachowania rownowagi stykajacych sig ciat.

W zjawiskach tarcia cial stalych biora w istocie rzeczy trzy ciala: powierzchniowe i
podpowierzchniowe obszary materiatu tracych si¢ ciat oraz srodowisko, w ktorym przebiega tarcie.
Przyczyna powstawania sil tarcia jest chropowato$¢ powierzchni ciat, ktéore pod wptywem obciazen
zewngtrznych wykazuja tendencje ruchu wzgledem siebie. Jezeli warto$¢ liczbowa chropowatosci
maleje (wptyw obrobki mechanicznej i smarowania), to rowniez malejq sily tarcia, stajac si¢ rowne
zeru w przypadku powierzchni idealnie gladkich. Z tego wzgledu tarcie dzieli sig¢ na tarcie: suche,
graniczne, potsuche, polptynne, pltynne. Tarcie dzieli si¢ rowniez w zalezno$ci od charakteru ruchu
migdzy tracymi si¢ cialami na: tarcie posuwiste i tarcie toczenia.

Tarcie powoduje dwa wazne dla techniki skutki: opor wzglednego przemieszczania (sitg tarcia) i
zuzywanie tracych si¢ cial. Sila tarcia jest w parach ruchowych czynnikiem szkodliwym,
powodujacym starty energii. W wielu przypadkach jest ona pozytecznie wykorzystywana w celu:
sprzegania, hamowania, uzyskania przyczepnosci (tasmociagi, hamulce, maszyny wyciagowe w
kopalniach, kota napegdzajace pojazdy kotowe itp.). Z energetycznego punktu widzenia tarcie jest
procesem, w ktorym nastgpuje przemiana energii kinetycznej lub pracy sit utrzymujacych trace si¢
ciala w ruchu ustalonym w inne postacie energii (cieplna, elektryczna, energig fal dzwigkowych itp.).

1.9.1 Tarcie statyczne. Sila tarcia statycznego

Sita tarcia statycznego jest to reakcja styczna (styczna sktadowa catkowitej reakcji),
przeciwdziatajaca przesunigciu ciat wzgledem siebie (rys.1.36).

—9
- G
T P
e —

NN NN NNNNNNNN NN

>

N

Rys. 1.36 Sita tarcia w ruchu posuwistym
Ogodlnie, zatem sil¢ tarcia mozna zdefiniowaé jako sit¢ oporu, zapobiegajaca ruchowi, ktéry by
powstatl gdyby tarcia nie bylo. Jest, wigc to sita bierna, ktora wystapi dla zachowania rownowagi

stykajacych si¢ cial. Zalezno§¢ migdzy graniczng wartoscia sity tarcia T , a naciskiem N okreslaja
prawa tarcia, ustalone na podstawie wielu doswiadczen wykonanych przez Coulomba i Morena dla
roznego rodzaju stykajacych si¢ powierzchni.
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e Sila tarcia jest niezalezna od wielkosci powierzchni stykajacych si¢ ze soba ciat 1 zalezy jedynie od
ich rodzaju,

e Warto$¢ sity tarcia dla ciala znajdujacego si¢ w spoczynku moze zmienic¢ si¢ od zera do granicznej
wartosci, proporcjonalnej do catkowitego nacisku normalnego,

e W przypadku, gdy ciato $lizga si¢ po pewnej powierzchni, sila tarcia jest zawsze skierowana
przeciwnie do kierunku ruchu i jest mniejsza od granicznej wartosci.

Na podstawie praw tarcia mozna okre$li¢ zaleznoSci miedzy sita tarcia 7', a naciskiem

normalnym N. Najwigksza wartos¢ sity przesuwajacej, ktora przy danym nacisku jeszcze nie naruszy

(rys.1.

T

stmax

stanu wzglednego spoczynku, jest rOwna tak zwanej rozwinigtej sity tarcia statycznego
37).

T

st max

=4N\ (1.80)

gdzie: ‘N ‘ - jest reakcja normalna, g - jest tak zwanym wspotczynnikiem tarcia statycznego.

Ciata pozostaja w stanie rownowagi wzglednej, dopoki wartos¢ sity stycznej P nie przekroczy
warto$ci rozwinigtego tarcia statycznego, to jest, gdy:

E:ﬂsqﬁu (1.81)

Prawo tarcia statycznego jest wigc nierdéwnoscia. Przy danej wartosci N calkowita reakcja, R
moze przyjmowac rézne wartosci liczbowe 1 tworzy¢ rézne katy z normalna. Najwigksza wartos¢ ma
przy ‘7: ‘ = ‘f

max

catkowita reakcja ‘K’max (rys.1.37). Kat p utworzony przez reakcje |R z normalna

max

(najwigkszy z mozliwych katéw wychylenia) nazywa si¢ katem tarcia. Tangens kata tarcia jest rowny
wspolczynnikowi tarcia statycznego:

(1.82)

pl’

st max
-h
NN NN NNNNNNNN NN

Rys. 1.37 Stozek tarcia



Poniewaz cialo nie moze przemieszcza¢ si¢ w dowolnym kierunku, wigc sita tarcia statycznego
majaca zwrot przeciwny do zamierzonej predkosci wzglednej, bedzie przyjmowala rézne kierunki.

Maksymalna reakcja ‘K’

max

zakre§la wtedy powierzchni¢ stozka (w przypadku izotropowych

wlasnosci ciernych - stozka kotowego), zwanego stozkiem tarcia.

1.9.2 Tarcie kinetyczne

Jezeli sita tarcia osiagnie swa graniczna warto$¢, czyli tarcie jest catkowicie rozwinigte, sita tarcia
przy ruchu ma zwrot przeciwny do zwrotu predkosci wzglednej ciala, a jej warto$¢ liczbowa jest
rownoscia:

\f\ = y'\z\?\ (1.83)
gdzie: u' wspotczynnikiem tarcia slizgowego przy ruchu (tzw. kinetyczny wspoétczynnik tarcia).
Wspotczynnik tarcia u' zalezy od rodzaju materiatu, chropowatosci powierzchni oraz od
predkosci wzglednej. Dla niektoérych materiatow wspotczynnik tarcia maleje z predkoscia (np. stal po

stali na sucho - rys.1.38.a, a dla innych np. tworzyw sztucznych, rosnie ze wzrostem predkosci
wzglednej - rys.1.38.b.

a) b)
wh wh
A A
":?_ A z =1
=3 =3
\ 4 - \ 4 Y -
0 Vv 0 v

Rys. 1.38 Zalezno$¢ wspotczynnika tarcia od predkosci

Czesto podczas rozwiazywania zadan z uwzglednieniem tarcia nalezy zna¢ wartos¢
wspolczynnika tarcia. Ponizej w tablicy 1.2 podano szereg wartosci wspotczynnikow tarcia
statycznego i kinetycznego dla najczgsciej spotykanych materialow.

Tablica.1.2

Wybrane wspotczynniki tarcia statycznego i kinetycznego

Lp. Materiaty ciat Tarcie styczne u[-] Tarcie kinetyczne y' [-]
Na sucho | Smaro | Zwilzo Na Smaro | Zwilzo
wane ne sucho | wane ne
woda woda
1 | Stal po stali 0,15 0,1 - 0,1 0,05 -
2 | Stal po zeliwie, mosiadzu lub brazie 0,2 0,1 - 0,16 0,05 -
3 | Metal po drewnie 0,55 0,1 - 0,35 0,05 0,24
4 | Drewno po drewnie 0,65 0,2 0,7 0,3 0,1 0,25
5 | Skéra po metalu 0,6 0,25 0,62 0,25 0,12 0,36
6 | Skora po drewnie 0,47 - - 0,27 - -
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7 | Guma po metalu - - - 0,8 0,5
8 | Zeliwo po zeliwie 0.22 - - 0.1
9 | Stal po lodzie - - 0.03 - - 0.015

1.9.3 Tarcie ciggien

Tarciem ciggna o krazek (bgben) nazywamy sily tarcia wystepujace migdzy powierzchniami
cylindrycznymi i ciggnami, ta$mami, sznurami, pasami lub linami nawinig¢tymi na nie. Sily te w
hamulcach ta$mowych hamuja wzajemny poslizg hamulca i tasmy, natomiast w przypadku kot
pasowych nie dopuszczaja do wzajemnego poslizgu kota i pasa.

W celu omowienia problemu tarcia ciggien, rozpatrzmy gigtkie ciggno stykajace si¢ z
powierzchnia walca. Na rys.1.39 przedstawiony jest walec a na nim ciggno stykajace si¢ z jego
powierzchnia wzdhuz tuku ADB. Kat ADB odpowiada katowi $srodkowemu ¢, zwanemu katem

opasania.

Rys. 1.39 Tarcie ciggien

Wspolczynnik tarcia ciggna o walec roéwny jest 1. Do jednego konca ciggna przylozona jest sita

51 . W celu zachowania warunku rownowagi sit nalezy do drugiego konca ciggna przytozy¢ sitg 52 .

Wartos¢ sity 52 znajdziemy rozpatrujac warunki rownowagi sil, przytozonych do elementu walca DE
o dlugosci ds = Rde (R jest promieniem walca). Na element ten dziataja w punktach D i E sity

, oraz w potowie jego dtugosci normalna reakcja o warto$ci d ‘N ‘ i

naciagu o wartosci ‘S‘ + d‘S‘ i ‘S
sita tarcia o warto$ci d ‘7: ‘ Zrzutuyjmy sily na prosta normalny i styczny. Otrzymamy wowczas

réwnania rOwnowagi:
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(‘E‘ + d‘g‘)cosd—;—‘g‘cosdf—d‘f‘ =0

4 J (1.84)
d|N|- (5] + d‘g‘)sin—w - ‘E‘sin—(p -0
2 2
przyjmujac:
sin@:d—(p, cos@:I (1.85)
2 2 2
otrzymujemy (pomijajac wyrazy mate wyzszego rzedu):
d|S|=dT]
o = (1.86)
d‘N‘— Sldg = 0‘

Poniewaz rozpatrywane potozenie jest potozeniem granicznym (tzn. na granicy poslizgu), wigc

d‘f‘ = ,ud‘ﬁ‘ Podstawiajac warto$ci d‘f‘ i d‘]\? , otrzymujemy: d‘g‘ = ,u‘E‘d(ﬂ, a po scalkowaniu

w granicach od ¢ =0 do @ = &, otrzymamy tzw. wzor Eklera wyrazajacy poszukiwang warto$¢ sity

S,:

%]

2‘
1‘

In

=ua, lub ‘gz‘:‘gl‘e”“ (1.87)

i

1.9.4 Tarcie toczenia

Toczeniu walca po odksztatcalnej powierzchni towarzysza skomplikowane zjawiska tarcia.
Tarcie toczenia lub opdr toczenia powstaje przy usitowaniu przetoczenia walca o cigzarze G po
poziomej plaszczyznie. Gdyby walec toczacy sig po poditozu i podloze byly idealnie sztywne, to styk
wystepowatby tylko wzdhuz tworzacej walca, przechodzacej przez punkt 4 (rys.1.40).

®©|
=l

!

Rys. 1.40 Tarcie toczenia
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Scharakteryzujmy toczenie sita oporu toczenia. Jezeli przytlozymy do osi rolki silg P , to migdzy
rolka a plaszczyzna, na ktérej ona spoczywa, powstaja sily tarcia. Przeanalizujmy przypadek, kiedy

sita P jest rownolegta do poziomej ptaszczyzny. Z dos§wiadczenia wiadomo, ze przy zmianie wartosci

sily P od 0 do pewnej granicznej wartosci, rolka pozostaje w spoczynku (mozna tak przyja¢ z
wystarczajaca dla praktyki doktadnoscia), to znaczy sily dziatajace na rolke rownowaza si¢. Reakcja

N, powinna przechodzi¢ przez o$§ rolki, co wynika z warunku réwnowagi dla trzech sit
nierownolegtych. W zwiazku z tym punkt przytozenia reakcji, Nl musi by¢ przesunigty od pionu O4
o pewna odleglos¢ f. W przeciwnym przypadku reakcja Nl nie miataby sktadowej poziomej

koniecznej do zrownowazenia sity P . Graniczng warto$¢ sity Pgr , przy ktorej jeszcze nie bedzie

toczenia, mozna znalez¢ z podobienstwa trojkatow OAB i trojkata sit N, G, P.

Przyjmujac OA4 = R, otrzymamy:

=~

(1.88)

|
Qo

skad

B,

- %\é\ (1.89)

Wielko$¢ f mierzymy w jednostkach dlugosci i nazywamy ramieniem oporu toczenia.
Z ostatniego wzoru mozna réwniez oblicza¢ opor toczenia przy ruchu ustalonym. Stosunek f/R dla
wielu elementdéw maszyn, wykonanych z réznych materiatbw, ma warto$¢ znacznie mniejsza niz
odpowiednie wspotczynniki tarcia $lizgowego. Dlatego tez w technice, tam gdzie jest to mozliwe,
dazy si¢ do zastapienia tarcia §lizgowego tarciem toczenia (lozyska toczne, kota rolki itp.)

Ponizej w tablicy 1.3 podano wartosci wybranych wspotczynnikéw tarcia tocznego f (ramig
oporu toczenia).

Tablica 1.3
Wybrane wspolczynniki tarcia tocznego
Lp. Materiat kota i podtoza Wspolczynnik oporu toczenia f [cm]
1 | Koto zeliwne po zeliwie 0,005
2 | Kolo stalowe po stali 0,005
3 | Koto drewniane po drewnie 0,05-0,15
4 | Koto drewniane po kamieniu 0,13
5 | Koto drewniane po stali 0,03-0,04
6 | Kolo stalowe hartowane po stali hartowane;j 0,0005-0,001
7 | Koto samochodowe po asfalcie 0,24
8 | Kolo samochodowe po gruncie trawiastym 1,0-1,5

1.10 PYTANIA DO ROZDZIALU 1

Podac¢ definicj¢ punktu materialnego.

Poda¢ definicje ciata sztywnego.

Poda¢ definicje dwojki zerowe;.

Poda¢ twierdzenie o przesuwaniu sity wzdhuz jej prostej dziatania.

Omowic¢ sposdb wyznaczania wypadkowej dwoch sil nieréwnoleglych na ptaszczyznie.

Poda¢ wzor na wyznaczenie warto$ci liczbowej wypadkowej dwoch sit nierownolegtych na ptaszczyznie.

SR W=
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.

Omowic zagadnienie wypadkowej dwoch sit dziatajacych wzdhuz tej samej proste;j.
Wyjasnié¢ pojecie sit zewngtrznych i podac ich podziat.

Podac¢ trzecie prawo sformutowane przez Newtona.

Co to jest reakcja?

Co rozumiemy przez wigzy?

Poda¢ zasade osowbadzania od wigzow.

Wymieni¢ rodzaje wigzow i narysowacé je wraz z zaznaczonymi sitami reakcji.

Podac¢ twierdzenie o trzech sitach.

Poda¢ analityczny sposob przedstawienia sily 1 wieloboku sit.

Co rozumiemy pod pojeciem wektora gléwnego?

Jaki uktad nazywamy zbieznym?

Okresli¢ analityczne warunki rownowagi zbieznego uktadu sit (ptaskiego i przestrzennego).
Jak wyznaczamy wypadkowa dwoch sit rownolegtych?

Co rozumiemy przez parg sit?

Co rozumiemy przez ramig pary sit?

Co rozumiemy przez moment pary sit?

Czy mozna przenies¢ parg sit do dowolnej ptaszczyzny rownoleglej do jej ptaszczyzny dziatania?
Czy dziatanie pary sit na cialo sztywne ulegnie zmianie jezeli par¢ przesuniemy w dowolne potozenie w jej
ptaszczyznie dziatania?

Do czego sprowadza si¢ uklad par sit dziatajacych sztywne w jednej plaszczyznie?

Jaki jest warunek rownowagi par sit dziatajacych na ciato sztywne w jednej ptaszczyznie?
Moment sity wzgledem punktu jako iloczyn wektorowy. Podac¢ jego wlasnosci.

Co to jest moment sity wzgledem osi.

Okresli¢ analityczne warunki rownowagi plaskiego i przestrzennego dowolnego uktadu sit.
Poda¢ rownania rownowagi uktadu sit rownolegtych.

Co rozumiemy przez redukcje uktadu sit?

Jakie sa mozliwe przypadki redukcji ptaskiego dowolnego uktadu sit?

Kiedy ptaski dowolny uktad sit redukuje sig do pary sit?

Kiedy ptaski dowolny uktad sit pozostaje w rownowadze?

Co rozumiemy przez redukcje uktadu sit?

Wymieni¢ wszystkie przypadki, ktore zachodza przy redukcji dowolnego przestrzennego uktadu sit.
Kiedy przestrzenny dowolny uktad sit redukuje si¢ do wypadkowe;j?

Kiedy przestrzenny dowolny uktad sit redukuje si¢ do pary sit?

Kiedy przestrzenny dowolny uktad sit redukuje si¢ do skretnika?

Co to jest skretnik (Sruba statyczna)?

Co to jest srodek sit rownolegtych?

Okresli¢ pojgcie sily cigzkosci i Srodka cigzkosci.

Poda¢ wzory na wyznaczanie §rodkow cigzkoci bryt, figur ptaskich i linii.

Podaj twierdzenia pomocne przy wyznaczaniu Srodkow cigzkosci.

Podac¢ prawa tarcia sformutowane przez Coulomba.

Tarcie kinetyczne a statyczne.

Podac¢ definicjg sity tarcia statycznego.

Kiedy ciata pozostaja w stanie rOwnowagi wzglednej (tarcie statyczne)?

Co to jest kat tarcia?

Co to jest stozek tarcia?

Jaki jest zwiazek migdzy napigciami w ciggnie nawinigtym na chropowaty krazek (wzor Eulera)?
Omowic istotg tarcia tocznego.

Co to jest rami¢ oporu toczenia (wspotczynnik tarcia tocznego)?
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