Przyktad 1. (chlopiec na slizgawce)

Chtopiec wazacy 28 kilograméw dobiega do slizgawki z predkoscia 3 m/s. Wspotezynnik tarcia
miedzy jego butami a lodem wynosi 1/25. ZnaleZé zaleznosé predkosei chtopea od czasu. Jak
daleko chtopiec dojedzie?

Rozwigzanie

Podczas ruchu chtopca dziata sita tarcia, ktéra wynosi % -28kG =1,12kG = 1,12g N, gdzie g

jest przyspieszeniem ziemskim. Niech m oznacza mase chtopca, a v — jego predkosé. Z drugiego
o v . , .

prawa dynamiki Newtona mamy F' = m W utozonym przez nas rownaniu po obu stronach

powinny by¢ te same jednostki (w tym wypadku niutony). Stad

dv
28— = —1,12g.
dt y 129
Otrzymujemy
—1,12
o(t) = 55 It 4+ vy =3 —0,39¢.

W celu znalezienia odpowiedzi na pytanie jak daleko chtopiec dojedzie przeksztatcimy wyjsciowe
réwnanie rézniczkowe tak, by mie¢ w nim zalezno$¢ miedzy predkoscia a odlegtoscia. Niech y(t)
oznaczaodlegtos¢ przebyta do chwili ¢. Mamy

dv dv dy dv

— == =0,

dt dy dt dy

Réwnanie ma teraz postac

d
2800 = —1,12g.
dy
Otrzymujemy
1,12
vdy = — 223 dy.
28
Zatem .
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1,12
/vdv:— ’ g/dy.
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1,129 213 1,12¢°
Chtopiec osiggnie odlegtosé 11,46 metra.

Przyktad 2. (chlopiec na §lizgawce z uwzglednieniem oporu powietrza) Jak daleko dojedzie
chtopiec z poprzedniego przyktadu, jesli dodatkowo dziata sita oporu powietrza réwna vg niu-
tonow, gdzie v oznacza predkos¢ chtopca.

Rozwigzanie Mamy
d
28 d—: = 1,129 — vg = —g(1,12 + v).
Stad
dv
28V — = —g(1,12 .

Zatem
0 y

/Ldv:—i/dy,
v+1,12 280
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Chtopiec przebedzie droge 4,4 metra.

Przyktad 3. (spadanie cial, gdy sita oporu powietrza jest proporcjonalna do predkosci)
Ciato o masie m spada z duzej wysokosci, przy czym opoér powietrza jest wprost proporcjonalny
do predkosci. Znalez¢ predkosé spadania jako funkcje czasu oraz zalezno$é przebytej drogi od
czasu. Znalez¢ predkosé graniczna.

Rozwigzanie Przyjmijmy kierunek dodatni w dot, a punkt, w ktorym zaczyna si¢ ruch, niech
ma wspotrzedng 0. Na ciato dziatajg dwie sity: sita grawitacji F' = mg oraz opor powietrza R,
ktory jest zawsze skierowany przeciwnie do kierunku ruchu, wiec R = —kv, gdzie v oznacza
predkosé, a k jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Zatem

v
m— = mg — kv.

dt
Dzielimy obie strony réwnania przez —Fk, rozdzielamy zmienne i naktadamy na obie strony
catke. Mamy
dv k
[tk
v — & m
k
In|v— % = ——zf—l—ln|(]|7
mg
O 77L .
V= + Ce
. . . mg .
Poniewaz v(0) = 0, wiec C' = % Ostatecznie
o(t) = 22 (1 - e,

a predkos¢ graniczna vg, = mg.
Uwaga. Zauwazmy, ze jesli wiemy, iz istnieje predko$¢ gramiczna, to jej wartos¢ mozemy
otrzymac, ktadac w réwnaniu rézniczkowym @ 0.
Zmajdzmy teraz zalezno$¢ miedzy przebytej drogi od czasu. Mamy
myg

2
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Poniewaz y(0) = 0, wiec C' = —m?g/k*. Zatem
2

y(t) = 7t - ?(1 — e kt/m),

Przyklad 4. Rakieta, na ktora dziata sita F, porusza sie ruchem prostoliniowym. Spalane
paliwo jest wyrzucane z predkoscia u wzgledem obserwatora w rakiecie. Wyprowadzi¢ réwnanie
ruchu rakiety:.



Rozwigzanie. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

M (t)—masa rakiety (z zawartym w niej paliwem) w chwili ¢;
v(t)—predkos¢ rakiety w chwili ¢;

m(t)-masa paliwa w rakiecie w chwili ¢;

Am-—masa paliwa wyrzuconego w przedziale czasu [t,t + At];
Av-przyrost predkosci w przedziale czasu [t,t + At];
p(t)—ped uktadu ztozonego z rakiety i paliwa w chwili .

Pod wplywem dziatania sily F' ped ulega zmianie, przy czym

_dp _ P+ AL —p(t)

F=p = Amy At

Mamy p(t) = M (t)v(t). Poniewaz predkos$é paliwa wzgledem rakiety wynosi u, wiec w ukladzie,
w ktorym rakieta porusza sie z predkoscia v, wynosi ona v — u. Zatem

p(t + At) = (M(t) — Am)(v(t) + Av) + Am(v(t) — ).

Stad
Fo M(t)v(t) — Amo(t) + M (t)Av — AmAv + Amu(t) — Amu — M(t)v(t)
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