5.4.1. Ruch unoszenia, wzgledny i bezwzgledny

Przy omawianiu ruchu punktu lub bryty zaktadalismy, ze punkt lub bryta
poruszaty si¢ wzgledem uktadu odniesienia X, y, z uwazanego za nieruchomy.
Mozna rozpatrzy¢ taki
przypadek, ze wspomniany
uktad odniesienia bedzie si¢
poruszat wzgledem innego
uktadu, uwazanego wtedy za
nieruchomy. Wéwczas ruch
punktu lub bryly nazywamy
ruchem ztozonym.

Ruch punktu lub bryty
wzgledem uktadu
nieruchomego nazywamy
ruchem bezwzglednym, a ruch
tego samego punktu lub bryty
wzgledem uktadu ruchomego
ruchem wzglednym.

Rys. 5.24. Ruch zlozony punktu

Ruch ruchomego uktadu odniesienia wzglgdem nieruchomego nazywamy ruchem
unoszenia.

W dalszej czgsci rozpatrzymy jedynie ruch ztozony punktu. Niech punkt M
porusza si¢ w sposob dowolny, nie zwiazany ani z nieruchomym ukladem
odniesienia X, y, z, ani z ruchomym x',y’, z" (rys. 5.24). Jezeli ruch tego punktu

bedzie obserwowany przez dwoch obserwatorow — jednego zwigzanego z uktadem
nieruchomym X, y, z, a drugiego zwiazanego z uktadem ruchomym x',y’,z' — to
kazdy z obserwatorow bedzie ,,widzial” ruch punktu M w inny sposéb (inny tor,
predkosé, przyspieszenie).

Tor, jaki zakre$li punkt M w ukladzie nieruchomym, nazywamy torem
bezwzglednym L, a w uktadzie ruchomym torem wzglednym L. Kazdy z punktow
toru wzglednego, zatem i punkt znajdujacy si¢ w tym samym miejscu co punkt M,
zakresli pewien tor L,. Ruch tego punktu wzglgdem uktadu nieruchomego
nazywamy ruchem unoszenia punktu M w rozwazanej chwili.



5.4.2. Predkos¢ i przySpieszenie w ruchu zlozonym punktu

W celu wyprowadzenia wzoréw na predko$¢ i przyspieszenie punktu M
postapimy podobnie jak podczas rozpatrywania kinematyki dowolnego punktu
bryly w ruchu ogoélnym, ale teraz punkt ten bgdzie si¢ poruszat wzglgdem bryly.
Zatem wektor wodzacy r’ punktu M w ukladzie ruchomym x’,y’, z' nie bedzie

staty, bedzie si¢ zmieniat zar6wno jego kierunek, jak i modut:
r' = |r’| # const . (@
Wektor wodzacy punktu M, zgodnie z rys. 5.24, jest suma dwoch wektorow:
r=ryo+r'. (5.76)

Podobnie jak w ruchu ogdélnym bryty (p. 5.3.2) wektor r, jest wektorem

laczacym poczatki obu ukladow wspdlrzednych. Zapiszemy go analitycznie w
nieruchomym uktadzie wspotrzednych x, y, z:

Iy =Xo ity jtzo k. (5.77)

Wektor r’ jest wektorem wodzacym punktu M w ukladzie x',y’,z'. Mozna
go wyrazi¢ za pomoca wspotrzednych w tym uktadzie:
r'=x'i'+y'j+z'k’. (5.78)

Wspotrzedne tego wektora na podstawie wzoru (a) begda si¢ zmienia¢ wraz z
ruchem punktu M wzgledem uktadu ruchomego x',y’, z’ . Mozna je zatem zapisac

w postaci funkcji czasu, ktore beda rownaniami ruchu wzglednego punktu M:
x' = x'(t), y'= y'(t), z'= z’(t) . (5.79)
Predko$¢ punktu M jest pochodna wektora wodzacego (5.76) wzgledem czasu:

dr, dr’
= O+

—_—. 5.80
dt dt (5:80)

Pochodna wektora r,, jest znang z p. 5.3.2 predkoscia poczatku O' ruchomego
uktadu wspotrzednych:

dro  dxo ., dyo . dzo
- o Doy, Doy, Foy (b)

dt dt dt dt

Vo

Pochodna wektora r' po zrézniczkowaniu wzoru (5.78) ma postac:



dr’ d&',, dy'., dz’ , ,di’ ,dj ,dk’
— =i+ —K+x —+y ——+z—. (c)
dt dt dt dt dt dt dt
Pierwsze trzy wyrazy w powyzszym wzorze przedstawiaja predkos¢ wzgledna v
punktu M:
v, =X W A2 (5.81)
dt dt dt

Po podstawieniu do trzech pozostatych wyrazéw wzoréw (5.31) na pochodne
wersorow 1', j', K’ otrzymamy:
dr’
dt

=V _+ox (x'i’+ y'j+ z’k').

=v, + x'(o)x i')+ y'((ox j')+ z'(o)x k') =

Wyrazenie wystgpujace w nawiasie, zgodnie ze wzorem (5.80), jest wektorem
wodzacym punktu M. Zatem powyzszy wzor upraszcza si¢ do postaci:

d—r:vw+mxr’. (d)
dt

Po podstawieniu do wzoru (5.80) oznaczenia (b) oraz wzoru (d) otrzymamy
zalezno$¢ na predkos¢ punktu M w ruchu ztozonym wzgledem nieruchomego
uktadu odniesienia (predkos¢ bezwzgledna):

V=V,+oxr+v, . (5.82)

Po poréwnaniu ze wzorem (5.32) widzimy, ze pierwsze dwa wyrazy w tym wzorze
przedstawiaja predkos¢ punktu bryly znajdujacego si¢ w tym samym miejscu co
punkt M, zatem jest to predkos$¢ unoszenia:

vV, =Vgtoxr'. (5.83)

Po uwzglednieniu tego oznaczenia we wzorze (5.82) zauwazymy, ze predkosé
bezwzgledna v w ruchu ztozonym punktu jest suma predkosci unoszenia v, i

predkosci wzglednej v, :
V=V, +V,. (5.84)

Przyspieszenie bezwzgledne a otrzymamy, obliczajac pochodna wzgledem czasu
predkosci bezwzglednej w postaci (5.82):



a=— = +—xr'+ox—+—% (e
dt dt dt d dt
Pochodna
dvg
a, =——
e (H

jest przys$pieszeniem punktu O’, a pochodna

do
—. = ¢ ()
dt
przyspieszeniem katowym bryly.
Wystepujaca we wzorze (e) pochodna wektora r' wzgledem czasu
obliczyli§my juz przy wyprowadzaniu wzoru na predkos¢ punktu M. Jest ona dana

wzorem (d). W celu obliczenia pochodnej predkosci wzglednej v, wzgledem

!

czasu zrozniczkujemy wzor (5.81) oraz wykorzystamy zaleznosci (5.31):

2 2 2 ' of 12 of !/ !’
de dx or d Y o d’z k'+dld_l+dld_~]+d_zd_k

= i+ i+ =
dt dt? dt? dt? dt dt dt dt dt dt
x' A dy’ . dz’ ,
=a_ +—(oxi' )+ —loxj )+ —oxk')=
8 i)+ o )+ 2 (k)
=a, + ox dii’+dlj'+d—zk' =a +oOxv,_, (h)
dt dt dt

gdzie ay, jest przys$pieszeniem wzglednym punktu M:

d2xr dzy' dZZr
= i+ i'+ k'. 5.85
Yoode? a e (585)

Po uwzglednieniu we wzorze (e) oznaczen (f) i (g) oraz wzoru (h) otrzymamy
przyspieszenie a punktu M.
a=a,+exr'+ox(oxr'+ vw)+ a +oxv, =
—a,+exr'+ox(oxr)+a, +20xV, . (5.86)
Pierwsze trzy wyrazy w tym wzorze znamy z ruchu ogolnego bryly jako

przyspieszenie dowolnego punktu bryly (wzér 5.33), a wigc jest to przyspieszenie
unoszenia a:

a, =a,+exr'+ox(oxr). (5.87)



Z kolei podwojony iloczyn wektorowy predkosci katowej e 1 predkosci wzglednej
v, jest przysSpieszeniem znanym jako przyspieszenie Coriolisa:

a.=20xv,. (5.88)

Tak wiec przyspieszenie bezwzgledne a punktu M w ruchu ztozonym jest
réwne sumie trzech przyspieszen: unoszenia a,, wzglednego a, i Coriolisa a:

a=a,+a +a.. (5.89)

Przy$pieszenie Coriolisa jest dodatkowym przy$pieszeniem wynikajacym z
ruchu obrotowego uktadu unoszenia. Mozna udowodni¢ [9], ze jest ono wywolane
zmiang wektora predkosci wzglednej v, wskutek jego obrotu z predkoscia katowa
e oraz zmiang wektora predkosci unoszenia v, spowodowang przemieszczaniem
si¢ punktu M z predkos$cia wzgledna v, .

Z wlasnosci iloczynu wektorowego wynika, ze przyspieszenie Coriolisa bedzie
rowne zeru w trzech przypadkach:

a) gdy @ = 0, wtedy ruch unoszenia jest ruchem postgpowym,

b) gdy wektory predkosci katowej w i predkosci wzglednej v, punktu M sa

rownolegte,

c) gdy predkos¢ wzgledna v, punktu M w pewnej chwili jest rowna zeru.

W zagadnieniach technicznych najczeséciej przyjmujemy, ze uktad odniesienia
zwigzany z Ziemia jest nieruchomy. Tym samym pomijamy przys$pieszenie
Coriolisa dzialajace na obiekty poruszajace si¢ wzgledem Ziemi, np. pojazdy, a
wywotane jej obrotem wokot wlasnej osi. Takie postgpowanie jest
usprawiedliwione, poniewaz przy$pieszenie to jest bardzo mate [11]. Jednak
przyspieszenie Coriolisa towarzyszy wielu zjawiskom wystgpujacym w przyrodzie,
wywotanym obrotem kuli ziemskiej. Do zjawisk tych naleza przyktadowo kierunki
pradéw morskich i wiatrow.

Przyklad 5.7. Pozioma rurka obraca si¢ wokol pionowej osi z, przechodzacej
przez jej $rodek (rys. 5.25a), zgodnie z rownaniem ruchu: ¢ =10t —1t>, gdzie
czas t jest wyrazony w sekundach, a kat ¢ w radianach. Wewnatrz rurki porusza si¢
punkt M zgodnie réwnaniem: OM =s=15sin nt/3 [cm]. Obliczy¢ predkos¢ i

przyspieszenie bezwzgledne punktu M dla czasu t, =1s.
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Rys. 5.25. Wyznaczenie predkosci i przyspieszenia punktu M w ruchu ztozonym

Rozwiqzanie. Punkt M porusza si¢ ruchem zlozonym z ruchu unoszenia
wywolanego obrotem rurki i ruchu wzglednego wzgledem rurki. Predkosé
bezwzgledna punktu M obliczymy ze wzoru (5.84):

Vg =V, + V. (a)

Wartos$¢ predkosci unoszenia punktu M wynikajaca z ruchu obrotowego rurki
v, =ws = (10—2t)15sin§t = (150—30t)sin§t,
gdzie o jest warto$cia predkosci katowej rurki:
o =‘(11—‘f =10-2tfs7].

Wartos¢ predkosci wzglednej punktu M

\' :§:15-£cos£t = Smcos—t.
dt 3

Wektory predkosci unoszenia i predkosci wzglednej zaznaczono na rys. 5.25b
przedstawiajacym rurke w rzucie z gory. Dla czasu t, = 1 s otrzymujemy:



v, =(150 - 30)sin§: 604/3 =103,9 cm /s,

v, = 51’[COS§ =25t=7,85cm/s.

Poniewaz wektory tych predkosci sa prostopadte, wartos$¢ predkosci bezwzglednej

punktu M

Va =4V +v2 =4/103,97 +7,85% =104,20cm /.

Przyspieszenie bezwzgledne punktu M obliczymy ze wzoru (5.89):
a=a +a +a.=a,+a,+a +a_.

Wartos$ci przys$pieszen w ruchu unoszenia sa nastgpujace:

a, =es=-2- 15c08—t = —30sin —t,
3 3

a =w’s=15(10 - 2t)* singt,

8:d—m:—2s_2.
dt

Wartos¢ przyspieszenia wzglednego punktu M obliczymy ze wzoru:

dv, 5 ,..m
a, = =——m'sin—t.
dt 3 3

Z kolei przys$pieszenie Coriolisa wyraza wzor (5.88):

a.=20xv,_,
a jego warto$¢

a, = 2c0vwsing =10(10 - 2t)ncos§t = (100 - 20t)ncos§t .

(b)

(©)

(d)

(e)

Wektory sktadowych przys$pieszen wystepujace we wzorze (b) przedstawiono na
rys. 2.25c. Wartosci tych przys$pieszen w chwili t, otrzymamy po podstawieniu do

wzordw (c), (d)i(e) t=t, =1s:



a’ = 30sin§ = —15y/3 = 2598 cm/s’,

a" =8’ -15sin§ = 480+/3 = 831,38 cm /s,

a, = —gnzsin— =———n’=-14,25cm/s’,
a, = 80ncos§ = 407 = 125,66 cm /5.

Na podstawie rys. 5.25c¢ warto$¢ przys$pieszenia bezwzglednego punktu M
obliczymy ze wzoru:

ay, =\/(aw +a§)2 +(a, —af,)2 — /845,632 + 99,687 =851 48 cm /s’



