1. Zasada indukcji matematycznej — przyktady

Przyktad 1. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi wzoér

1
1+2434...+n= n(n;_)
Niech W (n) oznacza zdanie 1+2+3+...+n = w Wéwezas W (1) jest postaci 1 = L2, wiec jest

zdaniem prawdziwym. Zalézmy, ze prawdziwe jest zdanie W (k). Pokazemy, ze prawdziwe jest zdanie
W(k +1). Zdanie W (k + 1) jest postaci

k+1)(k+2
1+2+3+...+k+(k+1):()2().

Korzystajac z prawdziwosci zdania W (k) (korzystajac z zalozenia indukcyjnego) mamy

z zal. ind.

14243+ . +k+(k+1)=14+2+3+...4+k) +k+1

:k(k2+1)+k+1:k’(k+l)—2|—2(k+l) _
_ (k+1)(k+2)
"

Zatem prawdziwe jest zdanie W (k 4 1). Na mocy zasady indukcji prawdziwe jest zdanie W(n) dla

n

kazdego n € N. Stad réwnos¢ 1 +2+4+3+...+n = w zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n.

Przyktad 2. Pokazaé, ze 6 | 13" — 7 dla kazdego n € N.
Rozwazmy zbior

A={neN:6|13" -7}
Pokazemy, ze 1 € A. Mamy 13! — 7 = 6, wiec 6 | 6, skad 1 € A.

Zalézmy teraz, ze k € A. Pokazemy, ze k+1 € A. Z zalozenia indukcyjnego (tzn., ze k € A) wiemy,
ze istnieje liczba calkowita j taka, ze 13¥ — 7 = 6;. Zatem

13- —7=13.13" —7=13(13 -7+ 7) -7 =
:13(13k_7)+13,7_7:13(13k_7)+12.7zza1iind.
=13-6j +12-7=6(135 + 14).

Stad liczba 13%+1 —7 jest podzielna przez 6, co oznacza, ze k+1 € A. Na mocy zasady indukcji A = N,
czyli 6 | 13" — 7 dla kazdego n € N.

Przykltad 3. Pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
1 1 1 1 1
ﬁ+2ﬁ+?+...+ﬁ<2—a. (1)
Niech W (n) oznacza nieréwno$é¢ (1). Wowczas zdanie W (1) jest postaci 15 < 2— 1, czyli 1 < 1. Jest to

zdanie prawdziwe. Zalézmy teraz, ze prawdziwe jest zdanie W (k). Pokazemy, ze prawdziwe jest zdanie
W(k + 1), czyli zdanie postaci

11 1 1 1 1
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etetetTeterge S it i
L, kD —k K 4E+1
k(k +1)2 k(k4+1)2 =
co KR o HEAT
ST k(b4 1) Kk +1)2
1
T k1



Zatem prawdziwe jest zdanie W (k + 1). Na mocy zasady indukcji matematycznej wlasnosé W(n)
zachodzi dla kazdego n € N.

Przyklad 4. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy 9 | 4™ + 15n — 1.

Pokazemy najpierw, ze rozwazana podzielnoéé zachodzi dla n = 1. Liczba 4! +15-1 — 1 = 18 jest
podzielna przez 9. Zatézmy, ze dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej k mamy 9 | 4* + 15k — 1, tzn.
istnieje liczba catkowita j taka, ze 4F + 15k — 1 = 95. Wéwcezas dla k + 1 mamy

A L 15(k+1) —1=4-4"+ 15k + 14 =
—4.4 4 4.15k—3.15k—4-14+4-1+14 =
:4(4k+15k_1)_45k+18zzaliind.
=4-95+9(-5k +2) =
=9(4j —5j +2).

Zatem liczba 4¥+1 4 15(k + 1) — 1 jest podzielna przez 9. Na mocy zasady indukcji 9 | 4" 4+ 15n — 1
dla kazdej liczby naturalnej n.

2. Zasada indukcji matematycznej — zadania

Zadanie 1. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n za-

chodzi réwnosé:
12422 + +n2_n(n+1)(2n—|—1)
. = 5 )

Zadanie 2. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n za-

chodzi réwnosé: )
P45 (21?2 TN 8 D)
. = 3 .

Zadanie 3. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n za-

chodzi réwnosé:
1 N 1 N 1 N 1 _n
1-3 3.5 5.7 @2n-1)2n+1) 2n+1

Zadanie 4. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n za-

chodzi réwnosé:
1 n

1 1
1-2+2-3+'”n(n+1) n+1
Zadanie 5. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n za-
chodzi rownosé:

1 2
13+25433 4+ +nd= {n(n;)} .

Zadanie 6. Metoda indukcji matematycznej wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n za-

chodzi réwno$cé:
10" —9n—10

81

1+11+111+...+11...1

n

Zadanie 7. Udowodnié stosujac metode indukcji matematycznej, ze

1. Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n3 — n jest podzielna przez 6.
Liczba 10™ 4 4™ — 2 jest podzielna przez 3 dla dowolnej liczby naturalnej n.
Liczba 22" — 6 jest podzielna przez 10 dla dowolnego n € N, n > 2.
Dla dowolnego n € N liczba 4™ + 15n — 1 jest podzielna przez 9.
Dla dowolnego n € N liczba 3%"*2 jest podzielna przez 10.
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6. Dla dowolnego n € N liczba n?® + 2n jest podzielna przez 3.

7. Dla dowolnego n € N liczba n3 — n jest podzielna przez 6.

8. Dla dowolnego n € N liczba n” — n jest podzielna przez 7.

9. Dla dowolnego n € N liczba 5" + 2 - 3"~ 4 1 jest podzielna przez 8.
10. Dla dowolnego n € N liczba 26n+1 4 32742 jest podzielna przez 11.
11. Dla kazdego n € N suma %3 + %2 + 5 jest liczba naturalna.

Zadanie 8. Udowodnié¢ stosujac metode indukcji matematycznej, ze prawdziwe sa nastepujace nie-
réwnosci (dla podanego warunku):
1. DlaneN, n>2

3"t S an 4 7.
2. DlaneN
2" > n.
3. Dlan € N takiego, ze n > 5
2" > n2.
4. Dla n € N takiego, ze n > 3
3" >n-2".

5. DlaneN, n>2

1+i+i+...+i>\/ﬁ.
V2 V3 vn
6. DlaneN,n>2
LIRS S
12 22 32 n? n



