
Analiza matematyczna I, / Zestaw nr 2 Indukcja matematyczna

Zadanie 1. Stosując metodę indukcji matematycznej pokaż, że

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

Zadanie 2. Metodą indukcji matematycznej udowodnij, że

(a) 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)2 ,

(b) 12 + 22 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)6 ,

(c) 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + · · ·+ n)2,

(d) 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

Zadanie 3. Pokaż, że dla każdego n ∈ N mamy, że

(a) liczba n3 + 2n jest podzielna przez 3,

(b) liczba 4n2 + 15n− 1 jest podzielna przez 9,

(c) liczba 7n − 1 jest podzielna przez 3,

(d) liczba 2n+2 + 32n+1 dzieli się przez 7.

Zadanie 4. Wykazać, że:

(a) dla każdego n > 2 zachodzi nierówność:

2n > 2n+ 1,

(b) dla każdego n ∈ N zachodzi nierówność:

4n > n3,

(c) dla każdego n > 4 zachodzi nierówność:

nn+1 > (n+ 1)n,

(d) dla każdego n ∈ N zachodzi nierówność:

1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
>
√
n.

Zadanie 5. Wykazać następujące własności symbolu Newtona

(a)
(
n
k

)
=
(
n−1
k−1
)
+
(
n−1
k

)
, gdy 0 < k < n, (b)

(
n
k

)
=
(
n
n−k
)
, gdzie k, n ∈ N.

Zadanie 6. Korzystając z zasady indukcji matematycznej i poprzednich zadań uzasadnić, że

(a)
∑n
k=0
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)
= 2n,

(b)
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)2
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)
,

(c)
∑n
k=0(−1)k ·

(
n
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)
= 0,

(d)
∑n
k=1 k

(
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)
= n2n−1.
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