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Blok 1. Rachunek wektorowy i jego zastosowanie w fizyce.
Podstawowe wielkosci fizyczne w kinematyce.
Opis ruchu w réznych uktadach odniesienia. Ruch
wzgledny.

l. Rachunek wektorowy i jego zastosowanie w fizyce.

Wszystkie wielkosci fizyczne sg albo skalarami albo wektorami. Skalar ma tylko wartos$¢
(podajemy go jako liczbe wraz z jednostka), natomiast wektor ma warto$¢ (zwang inaczej
diugoscig wektora lub jego modutem, podawang jako liczba nieujemna wraz z jednostka),
kierunek i zwrot.

YN}

Kazdy wektor mozna przedstawi¢ w uktadzie
wspohz ednych , w ktérym osie sg skalowane w tych
samych jednostkach, co warto$¢ wektora.

4

> Przyktad 1.1: site I#:l mozna przedstawi¢ na rysunku:

Ogodlnie wektor @ mozemy zapisa¢ w dwojaki sposdéb:
* poprzez wspéirz edne wektora a= [ax Ay ,aZJ;
Wspohrzedne wektora mogag byc¢ zaréwno dodatnie jak i ujemne oraz przyjmowac wartosc zero.

y

*  jako sum e wektorow sktadowych 3, ,a, ,a,:

a=a, +a, +a, =a,i +a,j+a,k, gdzie i, j k sa
wersorami prostokatnego uktadu wspétrzednych, czyli
wektorami o jednostkowej diugo$ci, odpowiednio
réwnolegtymi do osi uktadu wspoétrzednych i zwréconymi i
zgodnie z tymi osiami:
Wspéiczynniki stojgce przy wersorach sg rowne
wspohzednym wektora. Z

*~N\]—> =
x

YN}

P> zatem w Przykladzie 1 site Ifl mozna zapisac:

- poprzez wspotrzedne I#:1 = [— 3N,4N,0 N] i

- jako sume wektoréw skladowych: I#:1 =-3NO+4Nk , —
gdzie wektorami skladowymi sa:

Fo =—3Ni , Ry, =4N], F, =0k.

Czesto na jednym rysunku przedstawiamy r6zne wektorowe wielkosci fizyczne (np.
przemieszczenia i predkosci). Wowczas naktadamy na siebie wszystkie uklady wspotrzednych
tak, aby ich osie pokrywaly sie. Dla uproszczenia zapisu wspélny uktad wspétrzednych
opisujemy symbolami X, y, z i skalujemy bez zapisu jednostek fizycznych.
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Warto $¢ (dtugosc) wektora & oznacza sie [@] lub a. Wartosé wektora a= [ax Ay ,aZJ jest

rowna: [aEa=.a +a; +aj .

Wartos¢ wektora jest zawsze dodatnia lub réwna zeru.

Wektorem przeciwnym do wektora a jest wektor —a. a
Oba te wektory majg te sama wartos¢, ten sam kierunek, ale przeciwne zwroty.
Jesli a=|a, ,a, ,azJ, to —a= [— ay,—ay ,—azj r

Suma wektoréw @ i b jest wektor, ktéry mozna skonstruowag, korzystajac z:

—
b
= — % —_ —>
a = — a+b
b a
dwa wektory metoda réwnolegtoboku metoda wieloboku

Jesli a=|a, a, ,a,] i Bz[bx,by,bz], to é+5=[ax +b, a, +by a, +bz].

Dlugosé wektora @+ b):

ja+bl=+ af? + [b[? + 2[a|]b|Gosa ,
gdzie a jest miarg kata pomiedzy wektorami & i b.

Réznic g wektoréw & i b jest wektor bedacy sumg wektora a i wektora przeciwnego do wektora

5, czyli:
_)

Jesl a=la, a,.,a,] i

-b
b=[oy.by b, ], 10 % - x
é—Bz[aX—bx,ay—by,az—bz]. a b a-b

lloczynem wektora a przez liczb e k nazywamy wektor, ktérego kierunek jest zgodny z
kierunkiem wektora a, a dtugos¢ jest réwna:

[k [t (K[ [al,
natomiast zwrot jest: - kKa
= ka
 zgodny ze zwrotem wektora &, jesli k >0
« przeciwny do zwrotu wektora &, jesli k<0 \ .
a a
k>0 0

k<

lloczyn skalarny wektoréw & i b jest liczba, ktéra mozemy obliczy¢ na dwa sposoby:
. zapomoca wspélrzednych: aob=a, [b, +a, b, +a, (b,

« aob= [’a|E|B| [Cosa , gdzie a jest miarg kata pomiedzy tymi wektorami.
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lloczyn wektorowy wektorow & i b jest wektorem, ktdrg mozemy obliczy¢ na dwa sposoby:

ij ok
e za pomocg wyznacznika: axb= ay ay a,
b, by b,

- obliczajac jego dtugosé: [ax b Ja[db|sina|, gdzie o jest miara kata
pomiedzy tymi wektorami i wiedzac, ze kierunek tego wektora jest prostopadty
do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory @ i b (czyli prostopadty zaréwno
do a,jaki do B), a jego zwrot mozna okresli¢ z reguty sruby prawoskretnej

Dwa wektory niezerowe sg do siebie rownolegte, wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn
wektorowy jest réwny zeru: 73||5 -~ axb=0.
Dwa wektory niezerowe sg do siebie prostopadte, wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn

skalarny jest réwny zeru: alJ b~ aob=0. "'

Rownanie wektorowe .

W fizyce czesto mamy do czynienia z réwnaniami wektorowymi. Aby rozwigzaé takie réwnania,
najczesciej musimy przejs¢ od postaci wektorowej do réwnan algebraicznych (wspotrzednych),
korzystajac z twierdzenia o rownosci dwoch wektorow:

a, =b,
Dla é:[ax ay ,azji B:[bx,by,bz], a=b < a, =b, .
a, =b,

Nie mo zna oblicza ¢ konkretnych warto $ci wspotrz ednych oraz diugo $ci wektorow
bezpo $rednio z réwnania wektorowego!

'

7 Zeby rozpisa¢ rownanie wektorowe na réwnania wspotrzednych, trzeba najpierw wybraé uktad
wspotrzednych; wybor jest dowolny, ale potem trzeba konsekwentnie sie go trzymac.

—‘j

e

Z jednego rownania wektorowego otrzymujemy tyle réwnan algebraicznych, ile
wspohzednych przestrzennych jest zaangazowanych w zadaniu (tzn. w ruchu po linii prostej
jest zaangazowana tylko jedna wspotrzedna, w ruchu na ptaszczyznie - dwie wspétrzedne,

w ruchu w przestrzeni — wszystkie trzy wspéirzedne). ‘/

» Przykiad 1.2 : Il zasada dynamiki Newtona jest opisywana rownaniem wektorowym F=ma.
Jesli ruch odbywa sie w przestrzeni tréjwymiarowej, to otrzymujemy trzy réwnania algebraiczne,
ktére musza byc¢ spetnione jednoczesnie:

F=m@ = F=miiF =mi, iF=mH,.
W réwnaniach tych F K, ,F, oraz a, ,a,.,a, sgwspotrzednymi wektoréw, mogg wiec

przyjmowac wartosci zaréwno dodatnie jak i uiemne.
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Najczesciej upraszczamy sobie rozwigzywanie zadan, gdy zapisujac réwnanie we
wspoirzednych, jawnie uwzglednimy ich znaki. Wéwczas symbole lub liczby wstawiane do

tych réwnan oznaczajg warto $ci, a nie wspoétrzedne sktadowych wektorow. r

S

Znak plus wstawiamy w rownaniu wspoétrzednych wtedy, gdy wiemy, ze zwrot osi uktadu
wspoirzednych jest zgodny ze zwrotem odpowiedniej sktadowej wektora.
Znak minus wstawiamy w réwnaniu wspotrzednych wtedy, gdy wiemy zwrot osi uktadu

wspoirzednych jest przeciwny do zwrotu odpowiedniej sktadowej wektora. r

» Przyktad 1.3: Chiopiec ciggnie sanki po $niegu sitg o wartosci |IE|. Rozpisz Il zasade dynamiki
Newtona dla sanek, uwzgledniajgc tarcie ptoz o $nieg i oblicz przyspieszenie sanek.

Rozwigzanie: g

R+mg+T+F=ma

oX: [F [=ITlFmla, |, . . )

OY:|R|+|F, |-m[gl=m [, [F O, L S
REETNEDTN

gdzie: R sita sprezystosci (reakcji) podtoza, mg - sita 4

ciezkosci dziatajgca na sanki, T - sitatarcia, @ -

przyspieszenie sanek. l

> _|F |-1T|_Fcosa-T
m m

~_ [1= 12 L 1=
2=y 1ax I” +[ay |

Il. Podstawowe wielko s$ci fizyczne w kinematyce.

Ruch polega na zmianie polozenia ciata wzgledem innego, dowolnie wybranego ciata lub uktadu
ciat, zwanego uktadem odniesienia.

Tor ruchu to linia, ktorg ciato zakresla w czasie ruchu.

/'——

Symbol A oznacza w fizyce przyrost (dodatni lub ujemny) albo inaczej méwiac - zmiane

wielkosci fizyczne,j.

— g przewazajacej liczbie przyktaddw przyrost (zmiana) wielkosci fizycznej nastepuje w

pewnym czasie — mozemy wiec okre$li¢ wielkosc¢ fizyczng w chwili poczatkowej (1) i w chwili
koncowej (2). Przyrost tej wielkosci definiuje sie wtedy jako:
o AX =X, —Xy, jesli rozpatrywang wielkoscig fizyczna jest skalar, X

o AX= Xz - Xl, jesli rozpatrywang wielkoscig fizyczng jest wektor, X
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Droga to dlugos¢ czesci toru, ktdrag przebyto ciato.

Szybko $¢ srednia to wielkos¢ skalarna zdefiniowana wzorem:
_bs

At’
gdzie As - catkowita droga, ktérg przebyto ciato w czasie At.

us’.r

Szybko $¢€ chwilowa (czyli po prostu szybko $¢) to wielko$¢ skalarna zdefiniowana jako iloraz
drogi przebytej przez ciato i czasu, w ktorym ta droga zostata przebyta, przy czym czas ten jest
bardzo krétki (zmierza do zera):
_ (Asj
u = —
At p 0

Wektorem poto zenia ciata (lub wektorem wodz gcym) jest @I

wektor, ktérego poczatek znajduje sie w poczatku uktadu

wspéirzednych, a koniec w punkcie w ktérym ciato znajduje sie

w danej chwili. =

RN

» Przyktad 1.4: Na rysunku wektorami potozenia sa wektory

-

A~
A 4

-

Przemieszczenie AT jest wektorem opisujgcym zmiane

potozenia ciata w czasie ruchu od potozenia poczatkowego,

opisywanego wektorem potozenia T; do potozenia koncowego,
opisywanego wektorem potozenia T, :
AT=T, -1

Predko $¢ srednia jest wektorem zdefiniowanym jako:
V. = AT
Sr At ’
gdzie Ar - catkowite przemieszczenie w czasie At .
Wartos¢ predkosci Sredniej najczesciej nie jest rowna szybkosci srednigj ciata.

Predko $¢ chwilowa (czyli po prostu predko $€) jest wektorem zdefiniowanym jako iloraz
przemieszczenia ciata i czasu, w ktérym to przemieszczenie nastapito, przy czym czas ten jest
bardzo krétki (zmierza do zera):
- (A?J
V_ —_
At Jp -0

Predkosc¢ chwilowa jest w kazdym punkcie styczna do toru.
Wartos¢ predkosci chwilowej jest zawsze réwna szybkosci chwilowej ciata.
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1. Opis ruchu w r6 znych ukfadach odniesienia. Ruch wzgl edny.

Opisy ruchu tego samego ciata moga sie od siebie rézni¢, jesli rozpatrujemy je z punktu widzenia
réznych uktadéw wspotrzednych.

» Przyktad 1.5: Po spokojnych Y, 4
wodach jeziora porusza sie statek

(C). W dnie jeziora zakotwiczono Ve A
bojke (B). Oblicz predko$¢ bojki w ¢ \ZA
uktadzie odniesienia statku Vgc, -
jesli predkos¢ statku wzgledem
uktadu wspoétrzednych
Zwigzanego z brzegiem jeziora L Xc
(A) wynosi Vgp - '

>

Ye

v

Rozwigzanie: Xa
» Pokazane na rysunku ukfady wspotrzednych wigzemy z obiektami: uktad wsp6irzednych (A)
spoczywa wzgledem brzegow jeziora, bojka nie porusza sie w ukfadzie (B), statek nie
porusza sie w ukiladzie (C).
» Bojka nie porusza sie takze wzgledem uktadu A, ale wzgledem statku przesuwa sie w lewo

z predkoscig — Vip -

dczas rozwigzywania tego typu zadan najwygodniej jest skorzysta¢ z metody
mnemotechnicznej:

. Z kazdym z obiektow wyréznionych w zadaniu wigzemy jego wtasny uktad
wspoétrzednych i oznaczamy go literg. Tq sama literg oznaczamy sam obiekt. Obiekty
spoczywajg w swoich uktadach wspoétrzednych. Odpowiednie osie wszystkich uktladow
wspoétrzednych sa do siebie réwnolegte i tak samo zorientowane.

. Predkos¢ dowolnie wybranego obiektu B w ukladzie A oznaczamy: Vg, .Wazna jest
kolejno$c¢ liter!

. Obowigzuje Vaa =0 dla kazdego A; Vg =—Vpgp -

. Obowigzuje zasada skladania predkosci: Vge =Vgp +Vac (zawsze suma
wektorowa ); dolne wskazn|k| po prawej strome rownanla wp|su1emy tak aby povvtarza

.Vgc =VBa + Vac'). Kolejnos¢ liter w alfabecie nie ma tutaj znacz

P Wracajac do Przyktadu 1.5: Vg =Vgp + Ve, ale bojka nie porusza sie wzgledem uktadu A,
wigc Vgp =0. Wiemy takze, ze Ve =—Vca. Stad: Ve =—Vp -jak juz wezesdniej
wydedukowano.

Zgodnie z powyzsza regula, predko $¢ wzgl edna ciata A wzgledem ciata B jest rowna:
Vag =Va Vg,

gdzie V, i Vg sg odpowiednio predkoscig ciata A i predko$cig ciata B w laboratoryjnym

(spoczywajacym wzgledem Ziemi) uktadzie wspotrzednych.
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