Zadania z Mechaniki — ¢wiczenia audytoryjne

Dr inz. Jerzy Winczek
Materialy pomocnicze do wyktadu z przedmiotu: Mechanika
Zadania z mechaniki — ¢wiczenia audytoryjne

Przedmiot podstawowy w ramach kierunku Mechatronika— studia stacjonarne
inzynierskie. Semestr I1.

STATYKA

Suma dwoch wektorow
Przyklad 1.

Wyznaczy¢é wypadkowa dwoch sit™ P=40[N] i F =30[N], ktorych katy miedzy

kierunkami ich dziatania wynosza: & =60° , @ =90" i a =0.
Rozwiazanie.

Wypadkowa dwoch sit P i F jest wektor W wychodzacy z punktu przylozenia i
lezacy na przekatnej rownolegtoboku:

W=P+F

Modut wektora W jest rowny dtugosci przekatnej réwnolegtoboku:

W = P2+ F?+2PF cosa = 60,83[N]

Jezeli kat a bylby rowny 90°, wowczas otrzymujemy wzor Pitagorasa:

W =P*+F*=50[N]

* Oznaczenia wektorow wytluszczona kursywa przyjeto zgodnie z notacja w wykladach
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Z kolei gdyby a =0:

W =P+ F?>+2PF =/(P+F)Y =P+ F =70[N].
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Plaski zbiezny ukiad sit
Przyklad 2.

Na tancuchach AC podczepionym do poziomego sufitu i BC podczepionym do
pionowej $ciany zawieszono ci¢zar G =5 [kN] w miejscu potaczenia tancuchow. Kat zawarty
pomigdzy tancuchem AC i sufitem wynosi « =60, a kat zawarty pomigdzy tancuchem BC
i poziomem wynosi S =30°. Wyznaczyé sily napiecia tancuchéw korzystajac z warunku
rownowagi plaskiego zbieznego uktadu sil i twierdzenia o trzech sitach.

%
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Rozwiazanie.
1) stosujac warunki rownowagi plaskiego zbieznego uktadu sit
Przecinamy mys$lowo fancuchy i wprowadzamy sity ich napigcia §, 1 §,. Uklad

wspotrzednych prostokatnych zaczepiamy w punkcie zbiezno$ci kierunkow sit
wystepujacych w uktadzie.
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Woweczas rzutujac sily na osie na uktadu otrzymujemy réwnania:

1) ZR =-S,cos f+S,cosa =0
2) Y P, =S,sinf+5;sina-G=0

Z pierwszego roéwnania wyliczamy:

i wstawiamy do réwnania (2):

stinﬁ+S2\/§sina=G:>S2=%

Natomiast:

NE]

SleZ\/_=73G
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2) stosujac twierdzenie o trzech sitach

Sity lezace na plaszczyznie bedace w rownowadze przecinaja si¢ w jednym punkcie,
a wektory tych sit tworza trdjkat zamknigty. Tworzac taki trojkat z kierunkéw dziatania sit
skorzystamy z twierdzenia sinuséw:

G S5 S,

sin7 - sin ¥ - sin @
9=90"—a =30°
7=90° - =60°

7=180°—p—y =90

stad
G5 o siny g_¥36
sinz  siny sin7y 2
Dale;j:
685 the; 0
sinz7  sing sin7n 2
Przyklad 3.

Rama zamocowana w przegubie A, oparta o gltadka $ciang w punkcie B zostala
obciazona w punkcie D pionowa sita P =2[kN]. Wyznaczy¢ reakcje w przegubie 4 i w
miejscu podparcia B, jezeli AC=CD =CB,akat ACB=r/2[rad].
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Rozwiazanie.

Kierunek dziatania reakcji R, 1 sity P przecinaja si¢ w punkcie D . Poniewaz te dwie sity
1 reakcja R, sa w rownowadze, to kierunek dziatania reakcji R, lezy na prostej
przechodzacej przez punkty 4 1 D.

7

NI

D
B R ™
P
Sity te tworza trojkat zamknigty:
R,
o
P
Rp

Poniewaz kat zawarty pomigdzy sitami R, 1 R,, podobnie jak pomigdzy sitami R, 1 P
wynosi 45° (kat pomiedzy sitami R, i P jest prosty, a trojkat ACB jest rtownoramienny) to:

Ri —sin(45°)= R, = 24/2 [kN]
A

Z kolet:
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i:zg(a)=1:»RB = 2[kN]
B

Plaski dowolny ukiad sit
Przyklad 4.

Pret stalowy o dlugosci 2/ zgigty w polowie dlugosci pod katem « (jak na rysunku)
zamurowano w $cianie, a jego swobodny koniec obciazono sita F prostopadta do osi preta.
Okresli¢ reakcje i moment utwierdzenia pregta w Scianie w funkcji kata « . Wiedzac, ze
warto$¢ sity F =2[kN], a dlugo$¢ / =1[m] wyznaczy¢ wartoSci reakcji w utwierdzeniu dla

wartoéci kata o odpowiednio 0, 60° i 90°.

Rozwiazanie.

Poniewaz pret jest utwierdzony w $cianie poszukiwanymi wielko$ciami sa sktadowe reakc;ji
R, 1 R, oraz moment utwierdzenia M ,. Rzutujac sily ukladu na osie ukfadu

wspotrzednych otrzymujemy nastepujace rdwnania rbwnowagi:
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y 1+1cos(a)
A
el N
R
A - x
RAx a
1 cos(a) Bl o F
F,
1
h

ZP. =R, —Fsina=0=R, =Fsina

ix
i

ZPW =R, —Fcosa=0=R, =Fcosa
Réwnanie momentdéw zapiszemy korzystajac wprost z definicji momentu sity F wzgledem
punktu A okre$lajac ramig dziatania sity:

h=[+Icosa.
Wowczas:

ZMi(A):MA—Fh:MA—F(I+Zcosa):0:MA :Fl(l+c0sa)

Réwnanie momentéw mozna tez zapisa¢ korzystajac z twierdzenia Varignon’a:
ZMi(A) =M, —Fxlsina—Fy(l+lcosa): 0

Uwzgledniajac:
F, =Fsina, F,=Fcosa
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otrzymujemy:
ZMi(A) =M ,— Fsina(Isina)+ Fcosa(l+Icosa)=0
Stad
M , = Flsin® a + Flcos’ a+ Flcosa = Fl(1+cosa).

Dla kata & =60° otrzymujemy:
R, =3[kN], R, =1[kN], M, =3[kNm]
Dla kata ¢ =0 (pret prostoliniowy):

R, =0, R, =2[kN], M, =4[kNm]

Dla kata o =90° (pret zgiety pod katem prostym):

R, =2[kN], R, =0, M, =2 [kNm]

Przyklad S.

Belke o dlugosci 4/ zamocowana na podporach przegubowych statej i przesuwnej
obciazono momentem M , sita skupiona P i obciazeniem natozonym o stalym nat¢zeniu ¢,

jak pokazano na rysunku. Obliczy¢ wartosci reakcji, jezeli M =3[kNm], q=1[kN/m],
P=2[kN], a=xn/6[rad], [ =1[m].

y
M “RA d ATRB,V
n ~
C v e
RBx
| 21 |
Rozwiazanie.

Uktad wspotrzednych zaczepimy na lewym swobodnym koncu belki. Réwnania rownowagi
ptaskiego dowolnego uktadu sit dziatajacych na belke maja postaé:

1) ZPm =R, —Pcosa=0
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2) P, =R,—2ql+R, —Psina=0
3) ZMI.(A) =M -2ql* +2R,] -3Plsina =0

Z réwnania (1) wynika, ze:
R, =Pcosa =1,73[kN]

Z kolei z rownania momentow wyznaczamy:

_ =M +2ql’ +3PIsina

R
i 21

= 1[kN]

Podstawiajac wartos¢ R, do rownania (2) wyliczamy:

R, =+2ql— Ry + Psina =2 [kN]

Ukiady sit 7 tarciem
Przyklad 6.

Pakowarka P wypycha produkty o masie m na rowni¢ pochyla. Wiedzac, ze
wspotczynnik tarcia miedzy produktem a rownia wynosi ¢ wyznaczy¢ minimalng warto$¢

kata nachylenia réwni do poziomu, by produkty zsuwaly si¢ na tasme.

PT

-10 -
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Rozwiazanie.

Wyznaczymy kat graniczny « przy ktorym cialo o masie m pozostaje w stanie rOwnowagi
(nieruchome na rowni). Uktad wspotrzednych zaczepimy w $rodku masy ciata z osia x
rownolegta do kierunku réwni.

Warunki réwnowagi ciala na rowni zapiszemy w postaci:

1) Y B, =—0sina+N =0

2) prx =—T+Qcosa =0

1 uzupetnimy prawem tarcia

3) T=uN.

Wykorzystujac (3) W rdwnania (2) uzyskujemy uktad dwoch rownan:

QOsina = uN
Qcosa =N

ktore po podzieleniu stronami daja rezultat:
tgo=u
Kat nachylenia réwni @' zapewniajacy zsuwanie si¢ produktoéw po réwni musi speiniaé

warunek:
a'>arc tg(u).

-11 -
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Przyklad 7.

Okragly pret o promieniu 7 cigty jest na automacie na waleczki, ktore po odcigciu
staczaja si¢ po rowni pochytej do pojemnika. Jaki winien by¢ kat a nachylenia rowni do
poziomu, by wateczki pod dzialaniem swojego cigzaru staczaly si¢ do pojemnika, jezeli
wspotczynnik tarcia tocznego wynosi f .

Rozwiazanie.

Z warunku rownowagi momentow wzgledem chwilowego srodka obrotu A4 :
1) Nf —QOrsina =0

Z kolei rzutujac sity na o$ y:

2) N—Qcosa =0
Wyliczajac z rbwnania (2) wartos¢ sity NV :

N =Qcosa
i wstawiajac do réwnania (1):
f-rtga=0
skad wyznaczamy
1ga = i
r
Kat nachylenia réwni winien by¢ wigkszy od a = arc tg(ij .
r

-12 -
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Belka 7 przegubem
Przyklad 8.

Belke sktadajaca si¢ z dwoch czgéci o jednakowej dlugosci 2/ potaczonych
przegubem pokazana na rysunku obciazono sita skupiona P i obciazeniem ciagtym o stalym
natgzeniu ¢ . Obliczy¢ reakcje w utwierdzeniu i podporze, jezeli sita P =2[kN] jest
przytozona pod katem « = 7 /6[rad], obciazenie ciaglte ma warto$¢ ¢ =1[kN/m], a dlugos¢
[ =1[m].

P /L
i

AN\
§>3

—_
J—
J—
J—

A

Rozwiazanie.

Uktad wspoétrzednych prostokatnych zaczepimy w punkcie A utwierdzenia belki w
Scianie. Do wyznaczenia mamy cztery niewiadome: moment utwierdzenia M ,, skladowe

reakeji R, 1 R, oraz warto$¢ reakeji R, podpory przesuwnej.

Rp, /—
“ YYYVYIVYYY :

7

\
A

Y
Y

Zapiszemy warunki réwnowagi dla catej belki:

1) > P, =R, —Pcosa=0

-13 -
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2) > B,=R, —Psina—q2l+R, =0
3) ZM,,(A) =M ,—Plsina—6ql> +R,31=0

Poniewaz w treSci zadania nie wymagane jest obliczenie reakcji w przegubie, to po
rozdzieleniu belki w przegubie rownanie momentoéw dla prawej jej czesci zapiszemy
wzgledem przegubu C':

R

By /_
YYYVYYVYYY

A

4) ZM,.(C) =R,1-2qI’=0.

Z réwnania (4) wyznaczymy warto$¢ reakcji:
R, =2ql =2[kN]
Z réwnania (1) wynika:
R, = Pcosa =173[kN].
Podstawiajac warto$¢ R, do réwnan (2) 1 (3) wyliczamy:
R, =Psina+2ql—R; =1[kN]

oraz warto$¢ momentu utwierdzenia:

M , = Plsina +6ql* —3R,I = 1[kNm]

Przyklad 9.
Rama stalowa sktadajaca si¢ z dwoch czgsci potaczonych przegubowo zamocowana

na jednej podporze nieruchomej i dwdch przesuwnych jest zwymiarowana i obcigzona jak na
rysunku. Obliczy¢ reakcje podporowe i w przegubie, jezeli » =1[m], asita P =2[kN].

-14 -
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T

/)

7

Rozwiazanie.

Uktad wspotrzednych prostokatnych zaczepimy w podporze nieruchomej A .

W podporze tej mamy niewiadome dwie sktadowe reakcji R,, 1 R, . Podpory B 1 D sa
podporami ruchomymi, wigc kierunek reakcji jest okreslony, natomiast wyznaczy¢ nalezy
wartosci Ry 1 R, . Uwzgledniajac dwie niewiadome sktadowe reakcji w przegubie R, 1 R,

mamy tacznie 6 niewiadomych, do ktérych potrzebujemy tej samej ilosci rownan. W tym celu
ramg nalezy rozdzieli¢ w przegubie. Zadanie mozna rozwiaza¢ dwoma sposobami: zapisujac
réwnania réwnowagi dla poszczegolnych czgsci ramy lub réwnania réwnowagi dla catosci
ramy i dla jednej z jej czgsci.

-15 -
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Sposoéb 1.

Po rozdzieleniu ramy w przegubie C i zastgpujemy oddzialywanie na siebie poszczego6lnych
czesSci ramy sktadowymi reakeji R, i R, . Silg P dzialajaca na przegub pozostawiamy na

lewej czesci ramy. Kat a = /4, co wynika z wymiaréw geometrycznych ramy.
Otrzymujemy nastgpujace warunki rownowagi:

- dla czesci lewej

1) ZPix =R, +Pcosa+R. =0

2) > B, =R, —Psina—P-R;, =0

Réwnanie momentéw zapiszemy wzgledem punktu O

3) ZMi(O) =—R,r—R.r=0

- dla prawej czesci:

-16 -
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Y T
>
R P
C
Rex W

Y

E Ry /

B ¥/~ x
Rp =

4) ZPM :_RCx _RB :O
5) 2B, =R, ~P+R, =0

6) ZM,.(E) =R, r+Rer=0

Z réwnania (6) wynika, ze:

RCx = RCy

Do réownania (3) w miejsce R, wstawiamy R, otrzymujac:

ktora to zalezno$¢ wykorzystujemy w rownaniu (2):
R, —Psina—P+RAy =0

P[\/EH]
R, :T:IJ [AN]

stad

RC

X

=R, =—R, =-17[kN]

Z réwnania (1) wyliczamy:

V2

R, =—R. —Pcosa = 1,7—27 = 0,3 [kN]

-17-
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Z réwnania (4) wynika:
R, =—R. =17[kN]
natomiast z rGwnania (5):
R, =-R, +P=3T[kN]
Sposéb I1.

Zapisujemy rownania rownowagi dla catej ramy:

1) ZRX =R, +Pcosa—R, =0
2) ZEy =R, —Psina—P—P+R, =0

Réwnanie momentdw zapiszemy wzgledem punktu 4 :

3) ZM,.M) = —Pa—Pr—P(2r)+R,(2r)=0,

gdzie:

a=rsin a = Tr , stad
3) DM, = —Pgr—Pr— P(2r)+R,(2r)=0,

oraz rownania rownowagi dla jednej z czgsci — prawe;:

4) ZPIX :_RCx_RB :O
5) 2P, =Re,~P+R, =0

6) ZMI.(E) =R, r+Rer=0

Z réwnania (3) wyliczamy:

-18 -
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Wstawiajac wartos¢ R, do roOwnania (2) otrzymujemy:
R, =Psina+P+P-R,=L7[kN]

Z kolei z rownania (5) mamy:
Ro, =P—-R,=-17[kN]
Zgodnie z rGwnaniem (6)
RC

X

=R, =—-17[kN]
Z réwnania (4) wynika:
R, =—R. =17[kN]
a z rownania (1)
R, =R, —Pcosa =03[kN]

Srodki masy
Przyklad 10.
Wyznaczy¢ srodek masy preta stalowego sktadajacego sig z prostoliniowego odcinka

o dhugosci / =5 [cm] potaczonego z potokregiem o promieniu » = 2 [cm], jak pokazano na
rysunku.

0 HHHH\‘HHH\H‘\H\H\HiHH\HH‘HHHH\i\HHHHiH\HHH‘\HHHH

0 1 2 3 4 5 6 7 8 X

-19 -
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Rozwiazanie.

Wspotrzedne srodka masy preta wyznaczymy korzystajac z wzordw na wspotrzedne
srodka masy linii:

ixili iyili
X, =— Ve="tH—

> >

i i

Pret sktada si¢ z dwdch cze$ci: odcinka i potokregu, stad powyzsze wzory przyjma postac:

x [ +x,/
-xc: 1%1 22
L +1,

_J i+ 2ol
‘ L +1,
gdzie: x,, y,, I, sa wspotrzgdnymi $rodka masy i dlugoscia odcinka prostoliniowego preta,
ax,,y,,l, - potokregu.
Okreslimy powyzsze wielkos$ci dla:
- odcinka prostego:

x,=15[cm] y, =2[cm]

dhugo$¢ podana jest w tresci zadania i wynosi: /, =5 [cm].
- dla potokregu
2r

x, =5[cm] v, =4+ . =5,27 [cm]

natomiast jego dtugo$¢:
L, =m =06,28[cm]

Podstawiajac do wcze$niej okreslonych wzorow:

_xl+xl, 15-5+5-6,28
L +1, 546,28

=3,45[cm]

c

vli+yl, 2-5+527-6,28
L+, 5+6,28

=3,82 [cm]

c

-20 -
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Przyklad 11.

Chwytak elektromagnetyczny robota przemyslowego przenosi pomigdzy ptaskimi
stolami centrow obrdbezych stalowa ptyte o wymiarach w podanych w centymetrach, jak na
rysunku. W ktorym miejscu ptyty powinien by¢ przytozony chwytak, by ptyta podczas
transportu znajdowata si¢ w potozeniu poziomym.

20
<>

10

7 .

50

.

[ =
on
v
—

40

Rozwiazanie.

Plyta podczas przenoszenia begdzie znajdowata si¢ w potozeniu rownowagi poziomej, jezeli
chwytak zostanie przylozony w jej $rodku masy. W celu wyznaczenia wspotrzednych tego
srodka, rozwazana figur¢ ptaska potraktujemy jako prostokat (l) o wymiarach 40x50 o

Scigtym narozu (2) z wydrazonymi otworami (3) i (4).
Wzory ogdlne na wspotrzedne srodka masy w uktadzie ptaskim maja postac:

iAixi iAiyi
Xe = ' n 2 Ve = =

>4 >4
i=1

Okreslimy pola 1 wspotrzedne §rodkow masy figur, ktére wyodrgbniliSmy w ptycie.
1) prostokat:

A =40-50=2000[cm’], x, =20[cm], y, =25[cm];
2) trojkat:

4, =%2o-2o =200 [cm?], x, =40—%2o =33,33[cm], y, = 50—%20 = 4333 [cm];

-21 -
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3) koto o $rednicy 3 [cm]:

2
4, = mf =7,07[cm’], x, =10[cm], y, =40 [cm];

4) koto o $rednicy 5[cm]:

2
A, = mi“ =19,63[cm’], x, =20[cm], y, =15[cm];

y
1 2
| y2
4
7,
\E 1Y
Y1 :
Ye ]}4
7 x
X3
<>
Xc
X1
<>
X4
<>
X2

Pole powierzchni rozwazanej plyty wynosi:

4
A=Y A =4 -4, — A~ A4, =17733[cm’].

i=1

Wowczas mozemy zapisac:

-2 -
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_ Ay Ay, Ay, — Ay,
< A

Po podstawieniu wczes$niej obliczonych wartosci otrzymujemy:

x. =1853[cm], y, =22,98[cm]

Kratownice
Przyklad 12.
Kratownice zamocowana przegubowo na podporze nieruchomej w wezle A i

podporze ruchomej w wezle B, zwymiarowana jak na rysunku, obciazona w weztach C 1 D
sitami F' =5[kN] rozwiaza¢ metoda analitycznego rownowazenia weziow.

F
§ B
’ C
D
[ oy F
A
1

Rozwiazanie.

Przed przystapieniem do wyznaczania sit wewngtrznych w pretach kratownicy
sprawdzamy warunek statycznej wyznaczalnosci kratownicy:

p=2w-3
gdzie p - liczba pretow, w-liczba weziow.

5=2-4-3 - kratownica jest statycznie wyznaczalna.

-23-
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W celu wyznaczenie sit wewngtrznych w pretach kratownicy wytniemy myslowo
(oswobodzimy z wigzoéw) wezty kratownicy . Oddziatywanie podpor zastapimy sitami R, ,
R, i R,. Z kolei oddzialywanie pretow zastgpujemy sitami §, —S;, przy czym
przyjmujemy, ze sity te dziataja ,,od wezta” (ze znakiem +) czyli rozciagaja prety. Zwrot
rzeczywisty sity wynika z obliczonej wartosci sity w precie. Warto$¢ dodatnia wskazuje na
prawidtowo zatozony znak, warto$¢ ujemna méwi, ze przyjety znak jest w rzeczywistosci
przeciwny. Poniewaz, w kratownicy mamy cztery wegzly, wigc uzyskamy osiem réwnan
rownowagi, ktore pozwola na wyznaczenie niewiadomym warto$ci (trzech reakcji 1 pigciu sit
w pretach.

Rozwiazywanie zaczyna si¢ od we¢zla, w ktorym schodza si¢ dwie niewiadomy sit
wewngetrznych.

Warunki réwnowagi wezta C :

S

-4 -
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Y P =-5=0=5=0

D> P =-F-S,=0=5,=—F =-5[kN]

Warunki réwnowagi wezla D:

/
Ss F

ZBy:S4+S3sina:0:S3:—i:£

sinag /2
5

Z})ix ==8;,-S;cosa—F=0=S§; =—S3cosa—F:—\/EFTZ—F:—2F=—10[I¢N]

i

= 5v2 [kN]

Warunki réwnowagi we¢zta B

D)
w

Ss
Ss

D P =R, +S +S;cosa=0= R, =—S,—S;cosax = —F =5 [kN]

V2

ZEy=—S2—S3sina=0:>S2=—S3sina=—\/§F 5 =—F =-5[kN]

i

Warunki réwnowagi wezlta A

S,

RAx SS

7\
G/
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Y P =R, +8=0=R, =-5 =10[kN]

> P =R, +S,=0=>R, =-S,=F =5[kN]

Wyniki obliczen zestawiamy w tabeli:

Sita | Wartos$¢ [kN] Obciazenie preta
S, 0 Zerowy
S, -5 Sciskany
S, 52 rozciagany
S, -5 Sciskany
S -10 $ciskany
R, 10 rozciagany
R, 5 rozciagany
R, -5 sciskany

Korzystajac z warunkow zewngtrznej statycznej rownowagi (warunkow rownowagi uktadu
sit zewngtrznych dziatajacych na kratownicg) obliczamy ponownie wartosci reakcji
podporowych:

) D P =R, +R,—~F=0

2) 2P =R,-F=0

3) ZMi(A) =-R,/-FI=0

Z rownania (3) wyznaczamy
z (2)
1z (1)

R, =—F =—5[kN]

R,

y

= F =5[kN]

R, =10[kN]

co potwierdza poprawnos$¢ rozwiazania uktadu rownan rownowagi weztow.
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Dowolny przestrzenny uktad sit
Przyklad 13.

Stalowy wat o promieniu » zamocowany w tozyskach 4 1 B oddalonych od siebie
od 5/ shizy do podnoszenia cigzarow Q i1 G . Cigzar G zawieszony jest na linie, ktora
przesuwa si¢ przez gladki krazek C 1 poziomo nawijana jest na wal. Lina, na ktorej
zawieszony jest cigzar 0 zwisa pionowo z watu. Jaki moment powinien by¢ przytozony do
kota napedowego K oddalonego o / od tozyska A4 i zamocowanego po przeciwnej stronie

niz wal, by uktad pozostat w rownowadze i jakie woéwczas wystapia reakcje w tozyskach,
jezeli [ =1[m] 1 R=0,2[m], a obciazenie wynosi: G =1[kN] 1 Q=2[kN].

2]

Rozwiazanie.

Do wyznaczenia mamy pig¢¢ niewiadomych. Po dwie sktadowe reakcji w tozyskach 4 1 B
oraz warto$¢ momentu M .

-27 -



Zadania z Mechaniki — ¢wiczenia audytoryjne

Warto$§¢ momentu M wyznaczymy bezposrednio z rownania momentow wzgledem osi x :

G+
D ZM,.(X):M—Gr—Qr:O:M:TQ
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Wartosci sktadowych reakcji w tozyskach wyznaczymy rozwiazujac uktad rownan rzutow sit
naosie y i z oraz momentow wzgledem tych osi.

RBy y

21

21

2) ZMi(z)=G21+RA}»Sl=O:>RAy :_%G

3) YB, =Ry +G 4R, =0= R, =- G

3

4> M, =03-R,S5I=0=R,, :%Q

R,
Rg,

()

21 31
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2
5) Zpiy :RAZ_Q+RBZ :0:>RBZ :gQ

Podstawiajac warto$ci do otrzymanych rozwiazan obliczamy:

M =15[kNm], R,, =02 [kN], R,. =12 [kN], R,, = -0.6 [kN], Ry, = 0,8 [kN].

Przyklad 14.

Plyte stalowa prostokatna o wymiarach axb i cigzarze G zamocowano w przegubach
kulistym A4 i walcowym B oraz za pomoca ciggna do $ciany na wysokosci 4 do plaszczyzny
plyty znajdujacej si¢ w poziomie, jak pokazano na rysunku. Wyznaczy¢ reakcje w przegubach
i site w ciggnie, jezeli warto$¢ sity G =10[kN], a=6[m], b=4[m], h=3,317[m].

C

[

h !

bd | &

W= | B

Rozwiazanie.

W ukladzie wystgpuje sita czynna cigzaru G plyty oraz sily bierne reakcji w

przegubach kulistym R, , R, , R, oraz walcowym R, , R, oraz sila napigcia ciggna S .
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B0

b | B

= | B

W celu wyznaczenia sze$ciu niewiadomych sformutujemy warunki réwnowago dowolnego
przestrzennego uktadu sit. Rzutujac sity na o$ z:

)Y P.=R,+R,, —G+Ssina=0

Przed zapisaniem rownan rzutow sil na pozostale dwie osie okre§lamy rzut sity § na
plaszczyzne (x, y):

S'=Scosa
wowczas
2) ZPix =R, —Scosasinff=0
3) ZPD, =R, +R, —Scosacosf=0
Poniewaz:

2
ED = (ﬁj +5
2
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2

CD =+/i* +(EDY = h2+%+b2

to

sin ff = ?
2 %4-[)2

cosff = Zb
%erz

. h

sina = ~
hz+%+b2

2
(3) +b°

cosa = 5
h%L%er2

Roéwnanie momentow wzgledem osi (z) sformutujemy postugujac si¢ schematem

\\\\\ B (Z) RAy y
< r

\\\\\ : A\ 4 RAx 2

\\\\\ G
Tl a
a
R 4

Rp,
y
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Warto$¢ momentu sity § wzgledem osi z obliczamy mnozac warto$¢ S' jej rzutu na
plaszczyzne (x, y) przez rami¢

r=>bsin B
wtedy

4) ZMi(Z) = RByia—Sbcosasinﬂ =0
Wzgledem osi (x) roOwnanie momentow przyjmie postac:
5) D M, =Sbsina - GZ-o
T 2
a wzgledem osi () :
6) S My, =GL-R,>a-Sacosa =0
- ily 2 4 4

Podstawiajac wartosci liczbowe do wczesniej okreslonych wzorow na wartosci funkcji
trygonometrycznych otrzymujemy:

ED=5[m], CD=6[m], sinﬂ:%, cosﬂ=%,sina=0,553, cosa:%

Z réwnania (5) wyliczamy:
G
2sina

S = = 9,04 [kN]

Wstawiajac obliczona wartos¢ sity S do rownan (4) 1 (6) obliczamy:
b4 .
Ry, = S—gcosasmﬂ =2,41[kN]
a

R, = %(% — S cos aj =-2,03[kN]

Z rownan (1), (2) i (3) wyliczamy sktadowe reakcji R, :
R, =-R, +G—Ssina =721[kN]
R, =Scosasin f=4,52[kN]

R, =-R, +Scosacosf=3,62[kN]
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KINEMATYKA

Rownania ruchu i toru, predkosé i przyspieszenie punktu materialnego
Przyklad 15.

Punkt porusza si¢ zgodnie z rownaniami ruchu:

1) y=t>+2t+1
t
2) x=—
) 2

Okresli¢ rownanie toru punktu i obliczy¢ predko$¢ i1 przyspieszenie punktu w czasie ¢, =1[s].
Rozwiazanie.

Roéwnanie toru wyznaczymy rugujac z rownahn ruchu zmiang czasu ¢. Wstawiajac do
rownania (1) wartoé¢ ¢ wyliczona z réwnania (2):

t=2x
otrzymujemy:
y=4x"+2x+1.
Torem punktu jest parabola :

HHHH\‘HH\HH‘HHHH\‘HHHH\‘HHHHHH\HHH‘HHH\H‘HHH\H‘HHHH\‘H\HHH

|
-1 HH‘HHH\H‘\HHHH
-1 0 1

Predkos¢ 1 przyspieszenie obliczymy rozniczkujac po czasie rOwnania ruchu:

V,=y=2t+2,
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V.=x= 1
2
Stad predkos¢ punktu w czasie ¢, =1[s] :

V)= m/s]

V,(t,)=2t,+2=4[m/s]

V(6)= 0.0 +,(6)f = 4+ =212[m/s]

1
2

Obliczamy przyspieszenie:

stad przyspieszenie w trakcie ruchu ma warto$é niezmienna a =2 [m/s’].
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Przyklad 16.

Korba OK obraca si¢ dookota tozyska O ze stala predkoscia katowa
w=m/6[rad/s] 1 uruchamia pr¢t KB. Wodzik W porusza si¢ po osi pionowej, ktorej
kierunek przechodzi przez punkt 0. Wyznaczy¢ rownania ruchu punktu B oraz jego predkos¢
1 przyspieszenie w czasie ¢, = 2[s], jezeli w chwili poczatkowej koniec korby K znajdowat

si¢ w lewym skrajnym potozeniu. Wymiary: OK = KW = KB/3=0,2[m].

B
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Rozwiazanie.

Do wyznaczenia réwnan ruchu postuzymy si¢ schematem:

Po rozpoczegciu ruchu obrotowego korba OB po czasie ¢t obroci sig o kat:
o= ot
Wowczas kat (CK W) réwniez wynosi « , a polozenie punktu B w uktadzie wspotrzednych

okreslimy nastepujaco:
Xz, =WBcosa

v, =0Ksina + KBsina
Przyjmujac OK =a, WB =2a, KB =3a, gdzie a =0,2 [m] otrzymujemy:
Xz =2acosa
vy =4asina
czyli rownania ruchu punktu postaci:
x, = 2acos(wt)
y, = 4asin(awt)

lub w postaci wektorowe;j
r = [2acos(t )i +[4asin(wr)|j
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gdzie i oraz j sa wersorami kierunkowymi osi uktadu wspotrzednych odpowiednio x i y .
Rzuty wektora predkosci okreslimy roézniczkujac po czasie wspotrzedne punktu B :

X, = —2wasin(wt)

vy =4wa cos(a)t)
a rzuty wektora przyspieszenia:

%, = 20 acos(wt)
$, = 4w’ asin(at)

Stad predko$¢ punktu B w czasie ¢, =2 [s]:

Vs (t1 ) = \/(XB (f1 ))2 + (.).}B (t1 ))2 = \/(— 2wa sin(a)t))2 + (4a)a sin(a)t))2 =

= wvJ4asin® (ot ) +16a cos*(wt) = %\/4-0,2-sinz(%2j+l6-0,2-cosz(%Zj =

=7 Jo08-sin?| T |+5,2.cos2| = :E‘/O,8-§+5,2-l=0,72[m/s]
6 3 3) 6 4 4

natomiast przyspieszenie:

axlt) = (50 + (546 =V(-20%acos(@n)) +(-4e?asin(en)) =

2
= w*yJ4acos’(at)+16asin’(ewr) = %\/4-0,2-005(%2)—1—16-0,2-sinz(%2j =

2 2
=7 108-cos?| Z |+5,2-sin?| = :ﬂ—1/0,8~l+5,2~§:1,12[m/s2]
36 3 3) 36 4 4

Ruch ztoZony punktu materialnego

Przykiad 17.

Nurt rzeki o szeroko$ci d =15[m] ma predkoscia u =0,5[m/s]. Pod jaki katem w
stosunku do brzegu powinien ptynaé¢ pltywak z predkoscia w=1[m/s] , by poruszaé sig
prostopadle do brzegu. Jaka bedzie predkos¢ plywaka wzgledem nieruchomego obserwatora
stojacego w miejscu, gdzie ptywak rozpoczat przeprawe. Po jakim czasie ptywak osiagnie
przeciwny brzeg. O ile metrow przesunie si¢ z biegiem rzeki punkt osiagnigcia przeciwnego
brzegu, jezeli ptywak bedzie ptynat prostopadle do nurtu i ile wtedy bedzie trwata przeprawa.
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Rozwiazanie.

Rozwazymy najpierw przypadek, gdy ptywak begdzie ptynal prostopadle do brzegu
(pod katem wzgledem nurtu rzeki).

mfi

Kat, pod jakim ptywak powinien ptyna¢ w stosunku do nurtu rzeki wyznaczymy z zalezno$ci
trygonometrycznej:

:l:a:60°

u
cosa =—
w2

Podobnie wyznaczymy predkos¢ wzgledem nieruchomego obserwatora na brzegu rzeki:

4 NG
w

=sina =7= 0,866 [m/ s]

Stad wyznaczymy czas, jaki potrzebny jest ptywakowi do osiagnigcia przeciwleglego brzegu
rzeki:

t:i: 15 =17,32[s].
V0,866
W drugim przypadku:
Y/
W, % .
W
U
/4
ptywak osiagnie drugi brzeg po czasie:
41 s
w1

a nurt zniesie ptywaka o
s=u-t=0,5-15=7,5[m],

a jego predkos¢ wzgledem nieruchomego obserwatora na brzegu wyznaczymy wypadkowa

wektorow predkosci ruchu unoszenia u i predkosci pltywaka wzgledem wody w :
V=~u>+w> =1118[m/s].
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Przyklad 18.

Robot przemyslowy przenosi detal pomigdzy dwoma stanowiskami obrobczymi S, 1
S, oddalonymi od siebie o d =2[m] wykonujac obrot wokot osi pionowej O o 180° z
predkoscia katowa w=xw/4[rad/s]. Jednocze$nie chwytak robota wykonuje ruch
posuwisto-zwrotny wzdhuz ramienia ze stata predkoscia w=0,25[m/s]: do potowy obrotu (o

90°) z wektorem skierowanym do osi obrotu, podczas pozostatej czesci obrotu ze zwrotem
przeciwnym. Obliczy¢ bezwzgledne predkos$¢ 1 przyspieszenie chwytaka robota dla czasu
t,=1[s] 1 t, =2[s], przyjmujac czas t = 0 jako rozpoczgcie przenoszenia detalu.

Rozwiazanie.

Uwzgledniajac predkos¢ katowa ruchu obrotowego mozna stwierdzi¢, ze predkos¢ i
przyspieszenie dla czaséw ¢, =1[s] 1 ¢, =2[s] nalezy okresli¢ dla pierwszej czg$ci ruchu

0<p< 90, podczas ktérego promien wodzacy chwytaka okreslimy wzorem:

gdzie

Predkos¢ chwytaka jest wypadkowa predkosci wzglednej w 1 predkosci unoszenia
wynikajacej z ruchu obrotowego robota:

v, :a)p:a)(r—wt)
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Predkos¢ bezwzgledna okreslimy wigc:

V =\/(V“)2+w2 =\/[a)(r—wt)]2 +w

Wektor przyspieszenia bezwzglednego chwytaka jest wypadkowa wektoréw przyspieszen
ruchu unoszenia, wzglednego 1 przyspieszenia Coriolisa:

a=a,+a, +a,.
W przypadku chwytaka robota przyspieszenie ruchu unoszenia:
a,=w'p=0w(r—wt)

Poniewaz predkos¢ ruchu wzglednego w = const., stad a, =0.
Warto$¢ przyspieszenia Coriolisa okre§lamy ze wzoru:

a, =2owsina

gdzie « jest katem zawartym pomigdzy wektorami pregdkosci katowej @ 1 predkosci
wzglednej w . W rozwazanym przypadku kat ten wynosi a = 90°,
wiec ostatecznie:

a, =2ow

s

Warto$¢ przyspieszenia chwytaka okreslimy korzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

[ 2 2
a=,a, +a,

ostatecznie

a= \/(a)z (r - wt))2 + (2a)w)2

Predkos¢ chwytaka w czasie ¢, =1[s] wynosi:
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Vi = Jlo(r—we)f +w* = \/[%(1 —0.25~1)} +0.25% = 0,8 [m/s]

a przyspieszenie:

ay = (@ (= we)f +2aw) = \/[%(I—O,Zs-l)j +(2%0,25j = 1,089 [m/s]

Z kolei dla czasu ¢, =2 [s] otrzymujemy:

Via) = Jlo(r—we)f +w* = \/E(l ~0.25- 2)} +0.25% = 0,675 [m/s],

a przyspieszenie:

2

gy = Y@ (= we)) + (2ow) = \/(71[—6(1 ~0,25- 2)} +(2%0,zsj =0,5[m/s’].

Ruch plaski ciala sztywnego.
Przyklad 19.

Ramig¢ robota przemystowego zamocowane w korpusie w przegubie sklada si¢ z
ramienia dolnego AB o dlugosci a=470[mm] i ramienia gérnego BC o dlugosci
b =670 [mm]. Ramig dolne potaczone jest z ramieniem gérnym przegubem B i zakonczone
z drugiej strony przegubem C do montazu chwytaka. Maksymalny zasi¢g ramienia wynosi
[ =886[mm]. Okreslic w funkcji czasu predkos¢é przegubu C, jezeli bedzie on
przemieszczany wzdluz linii poziomej w strong przegubu A, jezeli rami¢ dolne begdzie sig
obracato wzgledem przegubu A z predkoscia katowa @ = /4 [rad/s].
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Rozwiazanie.

Rami¢ AB obraca si¢ ze stata predkoscia katowa:

=
dt
Stad
df =wdt
Calkujac po czasie otrzymujemy:
B =awt+ [

gdzie f, jest poczatkowa wartoscia kata f dla maksymalnego zasiggu robota. Warto$¢ tego
kata wyznaczymy korzystajac z twierdzenia Carnota (cosinusow):

b* =a’ +1* —2abcos B,

skad

2,72 72
cos f3, = u =0.642787609686539 = [, = 0.872664625997165 [rad] = 50°
2ac

Wartos$ci pozostalych katow mozemy wyznaczy¢ korzystajac z powyzszego twierdzenia badz
z twierdzenia sinusow:
b a [

sin 3, " sin a, ~sin Yo
otrzymujac
o, =0.523598775598299 =30°

¥, =1.74532925199433 =100°

W chwili, gdy rami¢ 4B tworzy z poziomem kat [, kat zawarty pomigdzy ramieniem BC i
poziomem wynosi . Wowczas:
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h=asinf
oraz
h=bsinx
skad wynika
asin f =bsina
czyli

: a .
sinx :zsmﬂ

Punkt B porusza si¢ z predkoscia V)
Vy, =wa

prostopadla do ramienia a pod katem ¢ w stosunku do prostej wyznaczonej kierunkiem
ramienia b, a punkt C porusza si¢ po prostej poziomej, z ktora rami¢ b tworzy kat o .
Dlatego mozna zastosowac twierdzenie, ze rzuty predkosci dwodch punktdéw ciata sztywnego
na prosta laczaca te punkty sa sobie rowne. Zgodnie z tym twierdzeniem:

V=V
Poniewaz:
V,=V,cosp
VC' =V.cosax
stad

Vycosp=V.cosa.
Warto$¢ kata ¢ wynosi:

9=90—(a+pB),
wiec
V,cos(90—(ax + ) = V.. cosax
czyli
V,sin(a+ f) =V, cosa
skad
v.=v, sin(a + )
cosa
Uwzgledniajac
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sin(a + ) = sina cos B+ cosasin 8

oraz
cosa =+/1-sin’ «
mamy
sina cos ff + cosasin
Ve =wa - .
\/1 —sin”

Podstawiajac wczes$niej wyznaczone wielko$ci otrzymujemy ostatecznie:

sin(at + f3, ){Z cos(wt + )+ \/1 - (Z sin(wt + f3, )] }

\/1 —(Zsin(a)t + B, )jz

Ve =wa

Ruch plaski ciala sztywnego. Chwilowy srodek obrotu

Przyklad 20.

Silnik motocykla Yamaha DTS8OLC osiaga moc maksymalna przy predkosci obrotowe;j
6000 obr./min. Skok ttoka wynosi A =42[mm]. Odlegtos¢ pomigdzy sworzniami

mocujacymi korbowod z watem korbowym 1 ttokiem wynosi L =84 mm . Obliczy¢:
a) metoda analityczna predko$¢ ruchu posuwistego tloka dla katow ¢, =0,
@, =n/4[rad] i ¢, =n/2[rad],
b) metoda chwilowego srodka obrotu predkos¢ ttoka dla kata ¢ =7/4[rad].

Rozwiazanie.

Jezeli skok ttoka wynosi 4 to promien waty korbowego wynosi:
h
r= 5 =21[mm]=0,021[m]

Z kolei okreslimy predkos¢ katowa promienia OA4 :
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600027
w=—-—

= 628,318 [rad / s]
60

a) obliczenie predkosci ttoka dla katow ¢, =01 ¢, =7/2[rad]

A

Xp

Roéwnanie ruchu tloka okreslimy z zaleznosci:

xy =OB=0D+DB

Yy =0

OD =rcos¢p

DB =Lcosf
czyli

Xz =rcos@+Lcosf
Poniewaz
AD=rsinp=Lsinf,
oraz
L=4r

stad

. sin g

sin ff = :

p 4

Z kolei

. 2 . 2

cos ff =+/1—sin’ B :\/1—81111;0 :\/16 lsgn 1 :%\/16—sin2¢) ,
wiec
Xy = rcos¢>+§w/16—sin2(p =rcos@+r416—sin’ ¢ .
Ale
Q= ot

stad rownanie ruchu ttoka przyjmuje postac:

Xy = r|_cos(a)t)+ \16 - sinz(a)t)J
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Predkos¢ ttoka obliczymy rézniczkujac po czasie rownanie ruchu tloka:

1
2,16 —sin*(wx)

Xy = —r[a) sin(ar )+ 2w sin(a)t)cos(a)t)}

1 po uporzadkowaniu warto$¢ predkosci V, wyrazimy wzorem:

Xp = —ra)[sin(a)t)+

sin(2et ) }

216 —sin*(at)

Dla obliczenia predkosci tloka dla roznych warto$ci kata postuzymy si¢ wzorem
wprowadzajac ¢ = ot :

Xy =—ro) sin(o+—sm(2¢)
’ 2,16 —sin’ @ '

Dlakata ¢, =0=V, =0 .
V2
2

Dlakata ¢, = 7/4 = singp = —, skad

2

. (\5 V62
Xp = —TrQ) +6—2

J =—11,005 [m/s]

Dla kata ¢, =7x/4 predkos¢ ttoka wyniesie V, =11,005[m/s], a jej wektor bedzie
zwrbdcony w strong §rodka obrotu watlu korbowego.
Dlakata ¢, =7/2 = sinp =1,sin2¢ = 0. Wowczas:

Xy =—rw=-1319[m/s]

Dla kata ¢, =n/2 predkos¢ tloka wyniesie V, =13,19[m/s], a jej wektor bedzie
zwrocony w strong srodka obrotu watlu korbowego.

b) obliczenie predkos¢ tloka dla kata ¢ = /4 [rad] metoda chwilowego srodka obrotu
Postuzymy si¢ nastgpujacym schematem:
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Chwilowy $rodek obrotu wyznaczamy prowadzac proste prostopadie do kierunkow
predkosci V', 1 V. Proste te przecinaja si¢ w punkcie C . Predko$¢ punktu A wynosi:

V,=or
oraz
V,=w'CA

Z trojkata OAB korzystajac z twierdzenia sinusow:

0
r  r
sing sinf
czyli
sin 8 = ST” = % — =0,177 [rad]

Z kolei dla trojkata ABC z twierdzenia sinuséw wynika:

4r AC BC

sin(;z —qoj sin(;r —,Bj ) sin((/)+ ﬁ)

Uwzgledniajac, ze:
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sin(%— go) =CcosQ 1 sin(% —,BJ =cosf

mamy:
4  AC _ BC
cosp cosf sin(go + ﬁ')
AC = 47 58P
cos @
AC=0,116923[m].
Poniewaz
A
CA
stad

=" =112,849[rad /s].
CA

Predkos¢ ttoka okreslimy z zaleznoSci:

V,=wBC,
gdzie:
e = 4p S0+ B) _ 0,097526 [m].
cos@
Ostatecznie:

V, =& BC =11,005[m/s].

- 49 -



Zadania z Mechaniki — ¢wiczenia audytoryjne

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

Calkowanie rownan rozniczkowych ruchu punktu materialnego

Przyklad 21.

Dla ciata o masie m spadajacego swobodnie na ziemi¢ z wysokosci ~ z predkoscia
poczatkowa V), skierowana pionowo w dot okresli¢ rownanie ruchu. Obliczy¢ po jakim czasie

i z jaka predkoscia ciato uderzy o ziemig¢ z predkosciami poczatkowymi ¥V, =10[m/s] oraz
V, =0, jezeli w chwili # =0 cialo znajdowato si¢ na wysokos$ci /=30 [m]. Opory powietrza

pominac.
Rozwiazanie.

Przyyjmujemy o$ y uktadu wspotrzednych skierowana pionowo do gory.

y
—— QM
Vo
A\ 4
h
0
{
X
my =—gm
y=-g.
Calkujac otrzymujemy:
y=-gt+C
gt’

y=—7+C1t+C2

State catkowania wyznaczamy z warunkow poczatkowych:

dlat=0

y=F,=C =,
dlat=0

y=h=C,=h.
Stad
V,=-gt=V,

a rOwnanie ruchu:
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2
y:—%—V0 t+h

Rozwazymy przypadek, gdy V, =10[m/s].
Znajdujac pierwiastki rOwnania

2
—%—V()tho

wyznaczamy czas po jakim czasie cialo spadnie na ziemig: ¢ =1,65557[s], a nastgpnie
podstawiajac do wzoru na predkoscé:

V,=—gt, =V, =-26,24[m/s].

Dla przypadku, gdy V, =0:
gty
=0 -===h
Y 2
stad

2h

g

2

Wstawiajac do réwnania na predkos¢:

V,=—2gh =-24,26[m/s].

Przyklad 22.

Tomasz Majewski podczas olimpiady w Pekinie w roku 2008 zdobyl ztoty medal
rzucajac kulg o masie m =7,62[kg] z predkoscia poczatkowa v, =14,5247 [m/s] pod katem
a =45, Traktujac kule jako punkt materialny i pomijajac opory powietrza wyznaczy¢
predkos$¢ kuli w funkcji czasu oraz jej rownania ruchu. Okres§li¢ rownanie toru, wysokos¢
rzutu oraz dlugos$¢ rzutu.
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Rozwiazanie.

y

mg
Ymax
Vo
a X
7 _
X,
Dynamiczne rownania ruchu kuli:
mx =0
my =—mg

skad po scatkowaniu otrzymujemy wzory na wartosci sktadowych wektora predkosci:

v. =x=C,

X

v =y=—gt+C,

y
Z warunku poczatkowego
v (t=0)=v,cosa = C, =v,cosx

v,(t=0)=yssinad = C, =v;sina
otrzymujemy
V. =X=y,cosx

=y=—-gt+v,sina

Vy
2 2 2,2 .
v=4v, +v, =\/gt —2gtv,sina +1

Z kolei ponownie catkujac
x=vygcosa+D,

2
t .
—g—+v0ts1na +D,
2
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1 korzystajac z warunkoéw poczatkowych

x(t=0)=0
oraz
y(t=0)=0
wynika, ze
D =D,=0
Ostatecznie
v,(t=0)=y;sinad = C, =v,sina
X =vcosa
t? :
y= _gT +v,fsma
Podstawiajac
X
[ =
Vv, COs &
do wzoruna y otrzymujemy
y=-—7 g 5 x2+(tga)x
2v, cos” a

Pierwiastkami powyzszego rownania kwadratowego sa

x,=0
oraz
2 .
Vv, sin2a
X, =———
g

Stad zasigg rzutu wynosi

2 2
x:l:w:m,ﬁ[m]_
g 980655

W celu okreslenia maksymalnej wysokosci rzutu nalezy obliczy¢ maksimum funkeji y(x).

'

_ g
y'=-2x 5

> +tga=0
2v, cos” a
dla
2 .
v, sinacosa
X=——"
2g

wowczas otrzymujemy

2

y =2 sin’ @ =538[m].
2g
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Metoda d’Alemberta
Przyklad 23.

Do odbierania detali ze stolu centrum obrdbczego obrobionych i sktadowania ich w
koszu zastosowano manipulator stawowy. Jaka sita dziala na przegub P chwytaka podczas
przenoszenia detali zaniedbujac sily podczas ruchu poziomego chwytaka, jezeli masa
chwytaka z detalem wynosi m , a przyspieszenie chwytaka w ruchu pionowym wynosi a .

Rozwiazanie.

Zadania rozwiazemy stosujac zasad¢ d’Alemberta. Przyjmiemy pionowa o$ uktadu
wspotrzednych skierowana ku gorze, na ktora bedziemy rzutowac sity dziatajace na przegub.
Najpierw rozwazymy przypadek, gdy chwytak pobiera detal ze stotu centrum obrdbczego.
Cigzar chwytaka 1 przenoszonego detalu oznaczymy jako @ . Sil¢ dzialajac na przegub

oznaczymy jako § . Zgodnie z zasada d’Alemberta sita bezwtadnosci B bedzie skierowana
w dot, przeciwnie do zwrotu wektora przyspieszenia a .

Dla quasistatycznego warunku réwnowagi rzutujac sity na o§ otrzymujemy rdwnanie
skalarne:
S-0-B=0.
Poniewaz:
Q=mg

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim, oraz

otrzymujemy:

skad wynika:
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S=m(g+a)

Podczas podnoszenia detalu ze stolu z przyspieszeniem a sita dzialajaca na przegub
chwytaka jest rowna iloczynowi masy chwytaka i1 detalu przez sumg¢ przyspieszen
podnoszenia a i przyspieszenia ziemskiego g .

Rozwazymy przypadek opuszczania detalu do kosza. Wowczas:

S+B-0=0.
Wartos¢ sity:
S=0-B :m(g—a).

Jezeli przyspieszenie a=g to sita S=0. Jezeli natomiast a=0, gdy detal bedzie
podnoszony lub opuszczany ze stala predkoscia, badZz podczas poziomego ruchu chwytaka
sita bedzie réwna cigzarowi chwytaka i detaluS = Q.

Przyklad 24.

Przedmiot o masie m jest podnoszony do gory za pomoca liny o pomijalnie matej
masie nawijanej na bgben wciagarki w postaci petnego walca o masie m, 1 promieniu r. Z
jakim przyspieszeniem bgdzie poruszat si¢ przedmiot i jaka bedzie wartos¢ sity napigcia liny,
jezeli do bebna przytozony zostanie moment obrotowy M .
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Rozwiazanie.

Rozpoczniemy od myslowego przecigcia liny, na ktorej zawieszony jest cigzar i
zastapienie jej sila napigcia § . Rozwazymy ruch przedmiotu o masie m .

Korzystajac z metody d’Alemberta przy ruchu przedmiotu w gorg i sile bezwtadnosci B
skierowanej pionowo w dot dla stanu fikcyjnej rownowagi mozemy zapisa¢ rownanie:

S—-B-0=0.
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Poniewaz B =ma, Q = mg warto$¢ sily napigcia liny bedzie rowna:
S=m(a-g).

Nastepnie rozwazymy ruch bgbna wciagarki. Na begben dziataja dwa momenty: moment
obrotowy M oraz moment wywotany sita § dzialajaca na ramieniu ». Poniewaz zmiana
kretu bgbna roéwna jest sumie momentdéw dzialajacych na niego, to:

M—-Je—-Sr=0.
Uwzgledniajac, ze moment bezwladnosci bebna wzgledem jego osi obrotu wynosi:

J=—m,r’
2 B

oraz zwiazek pomigdzy przyspieszeniem katowym bebna i przyspieszeniem przedmiotu

oraz wczesniej okreslone wyrazenie na wartosc¢ sity § otrzymujemy:

M—lmBFZE—m(a—g)r:O,
2 r

skad wyznaczamy przyspieszenie przedmiotu:

g ]\I[ +mgr '
r(z my + mj
Sita napigcia liny wyniesie wigc:
S—m m(M+mgr)_mg.

1
r(sz +mj

Prawo zachowanie kretu punktu materialnego

Przyklad 24.

Robot przemystowy za pomoca chwytaka wiszacego na ciggnie przenosi detal o masie
m pomigdzy dwoma stanowiskami obrobczymi S, i S, po torze stanowiacym c¢wiartke

elipsy o potosiach 1, =1,2[m] 1 r, =0,8[m]. Okresli¢ predkos¢ katowa @ obrotu robota w
funkcji promienia r chwytaka, tak by rzuty na plaszczyzng torow chwytaka i detalu
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pokrywaly sig. Obliczy¢ predkos¢ katowa w, 1 liniowa V, detalu w punkcie S,, jezeli w
punkcie S, obrot robota rozpoczat si¢ z predkoscia katowa @, = 7 /10 [rad / s].

Rozwiazanie.

Zaktadajac, ze na detal nie dziataja zadne sity zewngtrzne i traktujac go jako punkt materialny
korzystamy z prawa zachowania kretu:

K =K,,
gdzie K, jest kretem detalu w punkcie S, wzgledem osi obrotu robota O, a K, kretem

detalu podczas przenoszenia w potozeniu i wzgledem tej samej osi. Wartos¢ kretu w punkcie
okreslonym potozeniem promienia 7; wynosi:

K, =mVn,
a w punkcie i :
K, =mVyr,
Dlatego mozemy zapisac:
mVr, =mVr,
Z kolei:
Vi =on

co po podstawieniu do powyzszego rownania daje:

2 2
maoyn” =moyr,

1
Dzielimy obustronnie rOwnanie przez mas¢ m :
2 2
on =or,

a3

a nastgpnie wyznaczamy predkos¢ katowa @, w funkcji promienia 7 :
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1

2
h
. = — (01
}';.
Predkos¢ katowa detalu w punkcie S, wyniesie:

_21 =0,2257 = 0,707 [rad / s]
8) 10
a predkos¢ liniowa

V, = @, =0,707-0,8 = 0,565 [m/s].

Prawo zachowania energii

Przyklad 25.

Odporno$¢ materiatu na ztamanie przy uderzeniu okresla si¢ podczas udarowej proby
zginania, ktoéra wykonuje si¢ z wykorzystaniem stalowego mlota o masie m =24[kg]

zamocowanego na precie, ktory razem z mlotem obraca si¢ wokol nieruchomej osi 0.
Wstgpne wychylenie miota od pionu w gornym potozeniu 4 wynosi ¢ =5, a dlugosé
ramienia mtota / =0,64 [m]. Pomijajac masg preta 1 tarcie w tozysku 0 obliczy¢ predkosé
mtota w skrajnym dolnym potozeniu P oraz prac¢ wykonana podczas ztamania probki, jezeli
po ztamaniu probki mtot wychylit si¢ o kat S =60".

Rozwiazanie.

Potraktujemy mtot jako punkt materialny.
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Praca sily cigzkosci O =mg na drodze H energii potencjalnej mtota wzgledem punktu

WYynosi:

L, =mgH ,
gdzie:

H=I[+a.
Z kolei

a=Icosg,
stad

H=I[+Icosp=I(1+cosp).

W dolnym potozeniu P energia kinetyczna mtota wynosi:

2
g ="
2
Przyrownujac:
L,=E,,
czyli

2
mgl(1+cosp) = m;/ ,

wyznaczamy predko$¢ miota w najnizszym potozeniu:

V =.2gl(1+cosp)

Przyspieszenie ziemskie wynosi g = 9,80665 [m/s], wiec: V =5,005697 [m/s].

Poniewaz
cos@ = c0s(0.0872664) = 0,9962 = 1

v =\Jagl =/2gH

a obliczona predkos$¢ przy przyjetym uproszczeniu wynosi V' =5,01[m/s].

mozemy przyjac, ze:

Prac¢ wykonana na ztamanie probki obliczymy z rdznicy energii potencjalnych w punktach
AiB:
L=E,—FE,=mgH—-mgh=mg(H —h)
Wysoko$¢ & wyznaczymy z zalezno$ci trygonometrycznej:
h=Ilcospf,
stad
L=mg(l(1+cosp)—Icosf) = mgl(l +cosp— cos,b’),
a przyjmujac wczesniejsze uproszczenie:

L =mgl(2—cos )

Praca wykonana na ztamanie probki wynosi L =226[J].
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