Lista IV — Relacje i funkcje

1. Znajdz dziedzine i przeciwdziedzine relacji:

a) R={(a,b),(a,c),(b,c)} b) R ={(a,a),(a,b),(a,c)} c) aRb<= (ae NAbeNAa<b}

2. Zbadaj, czy relacja jest: zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia, spdjna.
a) RC{a,b}*> R={(a,a)(bb) (a,b)},
b) R C{a,b,c,d}> R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(ba)},
¢) RC{a,b,c,d}*> R=/{(a,b),(a,c),(bc),(cc),(a,a),(bb)},

d) RCN? zRy < x|y, j) RCR? zRysx+y>2

e) RCN? 2Ry 2|(x+vy), k) RCR? zRy & 22 =y?

f) RCR? 2Ry |z| <y, ) RCR? xRy 2% #47,

g) RCZ® zRy <« 3|(z—y), m) RC7Z? zRy< |z + |yl #3

h) RER* zRy & |z +y+1]=1, n) L C X? X = zbhiér wszystkich prostych na ptasz-

i) RCR? zRyso+y=1, czyZnie.

3. Ogolna definicja funkcji sformulowana za pomoca teorii mnogosci pochodzi od G. Peano (1911 r.):

Niech X 1Y bedqg dowolnymi zbiorami. Jezeli relacja dwuargumentowa R C X XY spelnie nastepujgcy
warunek: dla kazdego x € X 1istniej doktadnie jeden element y € Y, taki ze xRy, to relacje te nazywamy
funkcjg (odwzorowaniem,).

Definicje te z wykorzystaniem kwantyfikatoréw zapisujemy nastepujaco:
1. Veex EIer zRy,
2. Vaex Vy ey TRy AN xRy = y1 = yo.

Sprawdz, czy ponizsze relacje sa funkcjami:

a) R={(a,a),(a,b)} € {a} x {a,b}, e) R={(z,y):2° =y*} CNo x Z,
b) R = {(a,a),(b,a)} € {a,b} x {a}, f) R={(z,y):2* = ¢’} CNo x Z,
c) R={(z,y): 2> =9y°} CR xR, g) R={(z,(y,2)) ;2 =y+ 2} CRxR?,
d) R={(z,y):2°> =y?} CRy xRy, h) R={(z,y):ay =1} CR xR.

4. Dla danego zbioru X oraz relacji R C X2 zbadaj, czy R jest relacja réownowaznosci. Jesli tak, to znajdz zbior
ilorazowy X/R.

a) X =N mRn < 2|(n+m), ¢c) X=R aRb=a—beNy,

by X=R aRbsa—-b=2, d) X ={1,2,...,16} nRm < 4|(n® —m?),

e) X = zbior liczb parzystych xRy < 3|(z — y),
f) X = zbior prostych na plaszczyznie aRb < al|b,



g) X = zbiér macierzy kwadratowych wymiaru 2 x 2 ARB < det A = det B.

. Sprawdz, czy ponizsze przyporzadkowanie okresla funkcje. Jesli tak, to wskaz dziedzine, przeciwdziedzine i
zbiér wartosci funkcji:

a) f:{1,2,5,8} = {8,3,2}, f(1) =8, f(5) =3, f(8) =2,
b) £ i N - {2}, f(n) =

c) f:{1,5,6} ={2,3,5,8}, f(1) =5, f(5) =5, f(6) =38,
d) f:R=2R, x>y =12,

&) f:1-8,3,3} = (5,8}, (=8) =5, /(3) = 5, /(3) = 5,
f) fAR-R 2 y=2%

g f:[-2.8) 5 R, f(z) =a® — 4z — 5,

h) f:Z—7Z, f(z) = 2> — 4w — 5,

i) £:(0,1) > R, 2y = a2,

DI NoSR o—y=2/2

k) f:R\{0} > R,z —y=1/z,

D fRo-Rax—y=|z+1+]z—2]

m) f:R=>R z—y=logz,

n) f:(0,00) 2R, z+—y=logx

. Wyznacz dziedziny nastepujacych funkeji:

2 J@)= 0 )= VT T+ D f@) =2l +2[=6

B 16)= Dy B /@ =VI—aT+i=T W TR
3r 41 h) f(z) = V22 +22—-15 S —1]—6

c) flz)= )] . - n) f(z) = 1/75_ ]

D fa) = L T I S

22+ 22 +1 j) f(a:):\/\a:—5|+1 o) f(x)72coszx—3sinx

T+ 2

) f)= 51 k) f(x) = /=6 — [z +1] p) f(x) =logo(2* — 22— 2)

. Wyznacz zbiér wartosci funkeji dla podanego zbioru argumentéw (obraz zbioru).

a) f(z) =3z -5, x€[-7,-2), e) f(z) = %’ z e R\ {0},
b) flz)=a2+1, ze€{0,1,4,6},

o) fx)=22+2, z€[-3,3, -

d) f(z)=lz| -1, ze€[-2,-1]U[0,1], f) f(m):m, z eR\ {0}.

. Wykaz, ze ponizsze funkcje sa réznowartosciowe w swoich dziedzinach:

a) f(z)=2rx+1 d) f(z)=-5Vr—3 f)y:3—x
b) f(z) = 2z +3 1 z+1
0 f(x) = V57 Dv=3



9. Sprawdzié, ktore z wlasnosci: réznowartosciowose, na, bijekcja, maja ponizsze funkcje. Sprawdzié, czy podane

10.

11.

funkcje sa odwracalne. Jedli tak, to poda¢ funkcje odwrotna.

a) fiR-R, f(z) =2z +1

b) f:[-2,3] = R, f(z) = -2z +1
&) £ 1R > [0,00), f(z) = o

d) f:(=00,0] = [0,00), f(z) = a?
&) 1+ (~00,0] = (~00,0], f(x) = —27
D F: (1) &, £(2) = In(o— 1)
g) f:Ng— Ny, f(n)=n?+1

D R=R, f(x) =+ |z

k) f:(1,00) =

(2,00), fa) =+ >

1) f:NOXNO%N()a f(x,y)=21(2y—|—1)—1

m) f: (0,00) - (1700)7 f(x) =

n) f:R—R, f(z)=6° —6°

341
3:E

-1

2z +1
MWR%Kﬂw:{xﬂ sly s 71 o) f iR 5 B2, fla,y) = (w+2y, %5
0 gdy z =1
3 _
) £R (L), f@) = o FRoR S = { S BT
. B n/2 gdy n jest liczba parzysta
a) f:No =2, f(n) = { —(n+1)/2 gdy n jest liczbg nieparzysta
Niech f: X - Y, AC X, BCY. Wyznacz f(A), f~1(B), gdy
a) X=Y=R f(z)=2a%-32x+2 A=(0,1] B = (—o00,—6]
A=1[-21] B={-3 -4}
b) X=Y=R f(z)=2>-2 A= (1,00) B = (0,00)
A=10,1] B={0}
c) X=Y=R f(z)=sgnx A= (-5,6] B=10,1)
A=1{8} B =[-5,5]
A=1[-2,0) B={-1}
A=(-3,0 B=(3,8)
d) X=Y=R f(z)=sinz+1 A=10,3n] B =(},00)
A={0,7} B = (-0, 1]
A={gm im 7} B={0}
©) X=Y=R ﬂ”:{—ﬁ;1§gi§8 A=(-1,1) B=0,1)
A=1{0,3} B=(-1,2)
A=(0.5) B =(1,00)
Sporzadz wykresy funkcji:
a) flx) = 21 d) f(x) =]z -4, h) f(z) =[] — 4] — 4],
T
; e) f(z) =z — 6|x| i) f(z) = max{[z|, 4},
b) (@) 2 —1° f) fl)=lz+1]— |z -1 i) f(a:):min{%ﬂ}.
1
¢) flz) =]z —4], g) fl@)=|—+2 k) f(z) =z +1]+ |z - 2|




12. Naszkicuj wykres funkcji:
, 2 €Ny e) h(t) = {sgn(sint)}, t € R
f) D(s)=s*>—-1,s€e{-1,1}

d) f(z) =sgn(x), z € R g) ®(t) ="reszta z dzielenia liczbt t przez 37, t € Z

13. Niech f : [-6,00) — R dana bedzie wzorem:

(@ +52+2, gy e [-6,—4]
~@+3)°  gdyxe(—4,-2)
(z+2)° 1, gdyxe (~2,—1]
f(z) = —lz+i+3, gdyze (-1,0]
tg, gdy z € (0F]
1, gdy z € (1,1]
+ gdy @ € (1,00)
a) Naszkicuj wykres funkcji f.
b) Wyznacz zbiér wartosci funkeji f.
c¢) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, niedodatnie, ujemne, nieujemne?
d) Znajdz f(A) oraz f~(B) dla A = [-6,—4], B = {0}; A = (-2,2), B =[5,1); A = {-3,-1} U (2,00),

B=(0,1].

14. Wyznacz zlozenia f o g oraz go f (o ile istnieja):
a) f(z)=22c+1 dla z € R; g(z) = 2? dlaz eR
b) f(z)=sinz—1 dlazeR; g(z) =z dlaz >0
) fl@)=z+1 dla x € R; glz)=[zr—3%] dlazeR

) 2r+1 gdyx <0 | ) 2z+4+1 gdyx <1
d) f(:c)—{ r+1 gdyxz>0 ~ g(m)—{ z? gdy x > 1

15. Przedstaw ponizsze funkcje jako zlozenia dwoch funkcji:

a) flx)=va2+1,zeR d) f(z) =21 zecR
b) f(z)=12" -1,z €R e) f(z) =log(|lz|+2),zeR
¢) f(z) =log|x + 2|, z € R\{-2} f) f(x) =cosvVo +1, 2> -1



