
Lista IV � Relacje i funkcje

1. Znajd¹ dziedzin¦ i przeciwdziedzin¦ relacji:

a) R = {(a, b), (a, c), (b, c)} b) R = {(a, a), (a, b), (a, c)} c) aRb ⇔ (a ∈ N ∧ b ∈ N ∧ a < b}

2. Zbadaj, czy relacja jest: zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna, antysymetryczna, przechodnia, spójna.

a) R ⊆ {a, b}2 R = {(a, a), (b, b), (a, b)},

b) R ⊆ {a, b, c, d}2 R = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (b, a)},

c) R ⊆ {a, b, c, d}2 R = {(a, b), (a, c), (b, c), (c, c), (a, a), (b, b)},

d) R ⊆ N2 xRy ⇔ x|y,
e) R ⊆ N2 xRy ⇔ 2|(x+ y),

f) R ⊆ R2 xRy ⇔ |x| < |y|,
g) R ⊆ Z2 xRy ⇔ 3|(x− y),

h) R ⊆ R2 xRy ⇔ |x+ y + 1| = 1,

i) R ⊆ R2 xRy ⇔ x+ y = 1,

j) R ⊆ R2 xRy ⇔ x+ y ≥ 2

k) R ⊆ R2 xRy ⇔ x2 = y2

l) R ⊆ R2 xRy ⇔ x2 ̸= y2,

m) R ⊆ Z2 xRy ⇔ |x|+ |y| ̸= 3

n) ⊥ ⊆ X2 X = zbiór wszystkich prostych na pªasz-
czy¹nie.

3. Ogólna de�nicja funkcji sformuªowana za pomoc¡ teorii mnogo±ci pochodzi od G. Peano (1911 r.):

Niech X i Y b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Je»eli relacja dwuargumentowa R ⊂ X × Y speªnia nast¦puj¡cy
warunek: dla ka»dego x ∈ X istniej dokªadnie jeden element y ∈ Y , taki »e xRy, to relacj¦ t¦ nazywamy
funkcj¡ (odwzorowaniem).

De�nicj¦ t¦ z wykorzystaniem kwanty�katorów zapisujemy nast¦puj¡co:

1. ∀x∈X ∃y∈Y xRy,

2. ∀x∈X ∀y1,y2∈Y xRy1 ∧ xRy2 ⇒ y1 = y2.

Sprawd¹, czy poni»sze relacje s¡ funkcjami:

a) R = {(a, a), (a, b)} ⊆ {a} × {a, b},

b) R = {(a, a), (b, a)} ⊆ {a, b} × {a},

c) R = {(x, y) : x2 = y2} ⊆ R× R,

d) R = {(x, y) : x2 = y2} ⊆ R+ × R+,

e) R = {(x, y) : x3 = y2} ⊆ N0 × Z,

f) R = {(x, y) : x2 = y3} ⊆ N0 × Z,

g) R = {(x, (y, z)) : x = y + z} ⊆ R× R2,

h) R = {(x, y) : xy = 1} ⊆ R× R.

4. Dla danego zbioru X oraz relacji R ⊂ X2 zbadaj, czy R jest relacj¡ równowa»no±ci. Je±li tak, to znajd¹ zbiór
ilorazowy X/R.

a) X = N mRn ⇔ 2|(n+m),

b) X = R aRb ⇔ a− b = 2,

c) X = R aRb ⇔ a− b ∈ N0,

d) X = {1, 2, . . . , 16} nRm ⇔ 4|(n2 −m2),

e) X = zbiór liczb parzystych xRy ⇔ 3|(x− y),

f) X = zbiór prostych na pªaszczy¹nie aRb ⇔ a||b,
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g) X = zbiór macierzy kwadratowych wymiaru 2× 2 ARB ⇔ detA = detB.

5. Sprawd¹, czy poni»sze przyporz¡dkowanie okre±la funkcj¦. Je±li tak, to wska» dziedzin¦, przeciwdziedzin¦ i
zbiór warto±ci funkcji:

a) f : {1, 2, 5, 8} → {8, 3, 2}, f(1) = 8, f(5) = 3, f(8) = 2,

b) f : N → {2}, f(n) = 2,

c) f : {1, 5, 6} → {2, 3, 5, 8}, f(1) = 5, f(5) = 5, f(6) = 8,

d) f : R → R, x 7→ y =
√
2,

e) f : {−8, 3, 3} → {5, 8}, f(−8) = 5, f(3) = 5, f(3) = 8,

f) f : R → R, x 7→ y = x2,

g) f : [−2, 8) → R, f(x) = x2 − 4x− 5,

h) f : Z → Z, f(x) = x2 − 4x− 5,

i) f : (0, 1) → R, x 7→ y = x2,

j) f : N → R, x 7→ y = x/2,

k) f : R \ {0} → R, x 7→ y = 1/x,

l) f : R → R, x 7→ y = |x+ 1|+ |x− 2|,

m) f : R → R, x 7→ y = log x,

n) f : (0,∞) → R, x 7→ y = log x

6. Wyznacz dziedziny nast¦puj¡cych funkcji:

a) f(x) =
1

x2

b) f(x) =
2x− 1

(x− 1)(x+ 4)

c) f(x) =
3x+ 1

(x+ 2)(x− 3)

d) f(x) =

√
3

x2 + 2x+ 1

e) f(x) =
x+ 2

x2 + x− 12

f) f(x) =
√
1− x+

2

x

g) f(x) =
√
1− x2 +

√
x− 1

h) f(x) =
√
x2 + 2x− 15

i) f(x) =

√
3− x√
x− 2

j) f(x) =
√

|x− 5|+ 1

k) f(x) =
√
−6− |x+ 1|

l) f(x) =
√
2|x+ 2| − 6

m) f(x) =
x

|x| − 1

n) f(x) =

√
3|x− 1| − 6

5− |x|

o) f(x) =
1

2 cos2 x− 3 sinx

p) f(x) = log10(x
2 − 2x− 2)

7. Wyznacz zbiór warto±ci funkcji dla podanego zbioru argumentów (obraz zbioru).

a) f(x) = 3x− 5, x ∈ [−7,−2),

b) f(x) = x2 + 1, x ∈ {0, 1, 4, 6},
c) f(x) = x2 + 2, x ∈ [−3, 3],

d) f(x) = |x| − 1, x ∈ [−2,−1] ∪ [0, 1],

e) f(x) =
x

|x|
, x ∈ R \ {0},

f) f(x) =
x2

|x|
, x ∈ R \ {0}.

8. Wyka», »e poni»sze funkcje s¡ ró»nowarto±ciowe w swoich dziedzinach:

a) f(x) = 2x+ 1

b) f(x) = −
√
2x+ 3

c) f(x) =
√
5x

d) f(x) = −5
√
x− 3

e) y =
1

x

f) y =
3− x

x+ 1
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9. Sprawdzi¢, które z wªasno±ci: ró»nowarto±ciowo±¢, na, bijekcja, maj¡ poni»sze funkcje. Sprawdzi¢, czy podane
funkcje s¡ odwracalne. Je±li tak, to poda¢ funkcj¦ odwrotn¡.

a) f : R → R, f(x) = 2x+ 1

b) f : [−2, 3] → R, f(x) = −2x+ 1

c) f : R → [0,∞), f(x) = x2

d) f : (−∞, 0] → [0,∞), f(x) = x2

e) f : (−∞, 0] → (−∞, 0], f(x) = −x2

f) f : (1,∞) → R, f(x) = ln(x− 1)

g) f : N0 → N0, f(n) = n2 + 1

h) f : R → R, f(x) =

{ 2x+ 1

x− 1
gdy x ̸= 1

0 gdy x = 1

i) f : R → (−1, 1), f(x) =
x

1 + |x|

j) f : R → R, f(x) = x+ |x|

k) f : (1,∞) → (2,∞), f(x) = x+
1

x

l) f : N0 × N0 → N0, f(x, y) = 2x(2y + 1)− 1

m) f : (0,∞) → (1,∞), f(x) =
3x + 1

3x − 1

n) f : R → R, f(x) = 6x − 6−x

o) f : R2 → R2, f(x, y) =
(
x+ 2y, x−y
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p) f : R → R, f(x) =

{
x3 + 8 gdy x ≤ −2
(x+ 2)2 gdy x > −2

q) f : N0 → Z, f(n) =
{

n/2 gdy n jest liczb¡ parzyst¡
−(n+ 1)/2 gdy n jest liczb¡ nieparzyst¡

10. Niech f : X → Y , A ⊂ X, B ⊂ Y . Wyznacz f(A), f−1(B), gdy:

a) X = Y = R f(x) = x2 − 3x+ 2 A = (0, 1] B = (−∞,−6]

A = [−2, 1] B = {−3,−4}
b) X = Y = R f(x) = x3 − x A = (1,∞) B = (0,∞)

A = [0, 1] B = {0}
c) X = Y = R f(x) = sgnx A = (−5, 6] B = [0, 1)

A = {8} B = [−5, 5]
A = [−2, 0) B = {−1}
A = (−3, 0] B = ( 12 , 8)

d) X = Y = R f(x) = sinx+ 1 A = [0, 3
2π] B = ( 12 ,∞)

A = {0, π} B = (−∞, 1]
A = {1

2π,
1
4π,

1
6π} B = {0}

e) X = Y = R f(x) =

{
x gdy x < 0

−2x+ 1 gdy x ≥ 0
A = (−1, 1) B = [0, 1

2 )

A = {0, 1
2} B = (−1, 2)

A = (0, 1
2 ) B = (1,∞)

11. Sporz¡d¹ wykresy funkcji:

a) f(x) = − 2

x− 1
,

b) f(x) =
3

2x− 1
,

c) f(x) =
√
|x− 4|,

d) f(x) =
√

|x| − 4,

e) f(x) = x− 6|x|

f) f(x) = |x+ 1| − |x− 1|

g) f(x) =
∣∣∣ 1

4− x
+ 2

∣∣∣,

h) f(x) = ||x2 − 4| − 4|,

i) f(x) = max{|x|, 4},

j) f(x) = min
{ 2

|x|
, 2
}
.

k) f(x) = |x+ 1|+ |x− 2|,
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12. Naszkicuj wykres funkcji:

a) φ(z) = 2, z ∈ N0

b) w(r) = 2r, r ∈ R
c) x(y) = y2, y ∈ (−1, 2)

d) f(x) = sgn(x), x ∈ R

e) h(t) = {sgn(sin t)}, t ∈ R

f) D(s) = s2 − 1, s ∈ {−1, 1}

g) Φ(t) =�reszta z dzielenia liczbt t przez 3�, t ∈ Z

13. Niech f : [−6,∞) → R dana b¦dzie wzorem:

f(x) =



−(x+ 5)2 + 2, gdy x ∈ [−6,−4]
−(x+ 3)3, gdy x ∈ (−4,−2]
(x+ 2)2 − 1, gdy x ∈ (−2,−1]
−|x+ 1

2 |+
1
2 , gdy x ∈ (−1, 0]

tg x, gdy x ∈ (0π
4 ]

1, gdy x ∈ (π4 , 1]
1
x , gdy x ∈ (1,∞)

a) Naszkicuj wykres funkcji f .

b) Wyznacz zbiór warto±ci funkcji f .

c) Dla jakich argumentów funkcja przyjmuje warto±ci dodatnie, niedodatnie, ujemne, nieujemne?

d) Znajd¹ f(A) oraz f−1(B) dla A = [−6,−4], B = {0}; A = (−2, 2), B = [ 12 , 1); A = {−3,−1} ∪ (2,∞),
B = (0, 1].

14. Wyznacz zªo»enia f ◦ g oraz g ◦ f (o ile istniej¡):

a) f(x) = 2x+ 1 dla x ∈ R; g(x) = x2 dla x ∈ R

b) f(x) = sinx− 1 dla x ∈ R; g(x) =
√
x dla x ≥ 0

c) f(x) = x+ 1 dla x ∈ R; g(x) = [x− 1
3 ] dla x ∈ R

d) f(x) =

{
2x+ 1 gdy x < 0
x+ 1 gdy x ≥ 0

; g(x) =

{
−2x+ 1 gdy x ≤ 1

x2 gdy x > 1

15. Przedstaw poni»sze funkcje jako zªo»enia dwóch funkcji:

a) f(x) =
√
x2 + 1, x ∈ R

b) f(x) = |2x − 1|, x ∈ R

c) f(x) = log |x+ 2|, x ∈ R\{−2}

d) f(x) = 2|x−1|, x ∈ R

e) f(x) = log(|x|+ 2), x ∈ R

f) f(x) = cos
√
x+ 1, x ≥ −1
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