
Lista III: Logika i zbiory

1. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce wyra»enia s¡ tautologiami:

a) (p ⇒ q) ⇔ (¬p ∨ q)

b) [(p ∧ q) ⇒ r] ⇔ [p ⇒ (q ⇒ r)]

c) [(p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)] ⇒ (p ∨ q)

d) [(p ∨ q) ⇒ r] ⇒ [(p ⇒ r) ∨ (q ⇒ r)]

e) [(p ∨ q) ∧ ¬p] ⇒ q

f) (p ⇒ q) ⇒ [(p ∧ r) ⇒ q]

g) (p ⇒ q) ⇒ [p ⇒ (q ∨ r)]

h) [(p ∨ q) ∧ (p ⇒ q)] ⇒ (q ⇒ p)

i) p ∨ (¬p ∨ q) ⇒ (¬q ∧ ¬q)

2. Czy prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce zdania (oce« ich warto±¢ logiczn¡):

a) Je»eli liczba a dzieli si¦ przez 2 i a dzieli si¦ przez 7, to z faktu, »e a nie dzieli si¦ przez 7 wynika,
i» a dzieli si¦ przez 3.

b) 2 < 3 i 4 < 3

c) 2 < 3 lub 4 < 3

d) je±li 2 + 2 = 5, to 3 + 3 = 7

e) liczba dzieli si¦ przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli si¦ przez 2

f) Warszawa le»y nad Wisª¡ i �ód¹ le»y nad Wisª¡.

g) 2 · 2 = 4 i 2 + 2 = 4

h) 2 < 0 i 3 > 2

i)
√
4 = 2 i 22 = 2

j) −1 > 0 i
√
9 = −3

k) Warszawa jest stolic¡ Polski i Genewa jest stolic¡ Szwajcarii.

l) Równanie x2+x−2 = 0 ma dwa pierwiastki lub równanie x2+x−2 = 0 ma tylko jeden pierwiastek.

m) Wielomian x5−x−2 jest podzielny przez x−1 lub wielomian x5+x−2 jest podzielny przez x−1.

n) Je»eli 9 jest dzielnikiem 36, to 6 jest dzielnikiem 36.

o) Je»eli 20 = 2, to równanie x2 − 1 = 0 nie ma pierwiastków.

3. Podane poni»ej funkcje zdaniowe zapisz symbolicznie, u»ywaj¡c kwanty�katorów, symboli logicznych,
symboli dziaªa« arytmetycznych, nierówno±ci i podzielno±ci:

a) dla ka»dej liczby naturalnej n speªniona jest nierówno±¢ n < 2n

b) istnieje liczba rzeczywista x, dla której x2 = 5

c) dla ka»dej liczby rzeczywistej x jest speªniona równo±¢ sin2 x+ cos2 x = 1

d) istnieje taki k¡t α, dla którego sinα = cosα

e) dowolna liczba rzeczywista x jest suma kwadratów dwóch liczb naturalnych

f) dla ka»dej liczby rzeczywistej prawdziwa jest nierówno±¢ −x < x

g) mi¦dzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi istnieje trzecia

h) dla ka»dej liczby caªkowitej x mo»na wskaza¢ liczb¦ naturaln¡ y tak¡, »e suma x+ y jest dodatnia

i) dla ka»dej liczby rzeczywistej x speªniona jest nierówno±¢ x2 + x+ 1 > 0

j) nie istnieje rozwi¡zanie rzeczywiste równania 2x2 + x+ 1 = 0

k) dla dowolnej liczby naturalnej mo»na wskaza¢ liczb¦ naturaln¡ wi¦ksz¡ od niej o 3

l) ka»da liczba caªkowita dodatnia n speªnia przynajmniej jedn¡ z nierówno±ci: n2 > 4n lub n2 ≤ 25

4. Zapisz sªowami nast¦puj¡ce zdania, a nast¦pnie zapisz za pomoc¡ kwanty�katorów ich zaprzeczenia:
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a) ∀x∈R
√
x2 = |x| b) ∃x∈R x2 = 1

4

c) ∀x∈R cos2 x ≥ 0 d) ∃x∈R sin 2x = 1

e) ∀x∈R sinx < 2 f) ∃x∈R x < |x|

g) ∀x∈N n > 1
n h) ∀x∈R ∀y∈R x2 + y2 < 0

i) ∃x∈R x2 ≤ 1 j) ∃x∈R ∀y≥x f(x) < f(y)

k) ∀x∈R ((x < 3) ⇒ (∃y∈R y = 1
x ) l) ∃x∈R ∀y∈R∃z∈R (z = y2) ∧ (xyz = 1)

5. Podane wyra»enia poprzed¹ kwanty�katorami ∀, ∃ tak, aby otrzymane zdania byªy prawdziwe:

a) x+ 5 = 11

b) x2 + 3 > 0

c) x+ 1 = 1 + x

d) x2 + 2x+ 10 = 0

e) (x− 1)2 = x2 − 2x+ 1

f) sinx = cosx

g) x2 + x3 = x4

h) cos
x

2
+ 1 ≥ 0

i) |x| − x ̸= 0

j) | sinx| ≥ 1

6. Które z podanych zda« s¡ prawdziwe?

a) ∀x∈R ∃y∈R x+ y = 0

b) ∃y∈R ∀x∈R x+ y = 0

c) ∀x∈R ∃y∈R x > y

d) ∃y∈R ∀x∈R x > y

e) ∀m∈N ∃n∈N m > n

f) ∃m∈N ∀n∈N m > n

7. Wypisz wszystkie elementy nast¦puj¡cych zbiorów:

a) A = {a, b, c},
b) G = {a},
c) M = {x ∈ N0 : x ≤ 0},
d) B = {x ∈ Z : (x− 3)2 ≤ 2},
e) H = {{a, b, c}, c},
f) N = {x ∈ Q : (x+ 1)2 = 2},

g) C = {X : X ⊂ A},
h) I = {x ∈ N : x2 < 0},
i) O = {x ∈ R : x2 + 1 ≤ 0},
j) D = {1, 2, {3, 4}},
k) J = {x ∈ N : x = 2},
l) P = {x ∈ R : x2+4x+4 ≤ 0},

m) E = {X : X ⊂ D},
n) K = {∅},
o) R = {x ∈ Q : (x+ 1)2 ≤ 0},
p) F = ∅,
q) L = {x ∈ N : x ≤ 2},
r) S = {x ∈ Z : |3− x2| < 11}.

8. Przyjmuj¡c, »e ró»ne litery oznaczaj¡ ró»ne liczby rzeczywiste, zbadaj czy pomi¦dzy zbiorami A i B
zachodz¡ relacje inkluzji, a nast¦pnie wypisz zbiory A ∪ B, A ∩ B, A \ B, B \ A, A \ C, A ∩ (B ∪ C)
dla:

a) A = {a, b} B = {a, c, d},
b) A = ∅ B = {a},
c) A = {x ∈ N : x > 2} B = {y ∈ N : x > 2},
d) A = {x ∈ R : x > 3} B = {y ∈ N : x > 3},
e) A = {kwadraty} B = {prostok¡ty},
f) A = {a, {a}, {b}} B = {{a}, {b}},

g) A = [−3, 1] B = [−2, 3) ∪ [5,∞),

h) A = {x ∈ N0 : x < 3} B = {x ∈ N0 : x ≥ 3},
i) A = {x ∈ Q : x3 − 5x+ 3 = 0} B = {x ∈ R :
x4 + 1 = 0},
j) A = {x ∈ N : x > 0 ∧ log2 x < 5} B = {x ∈
Z : | sin(π

2
x)| = 1}.

9. Zaznacz na osi liczbowej nast¦puj¡ce zbiory: A∪B, A∩B, B∪C, A∩C, A\B, B\A, A\C, A∩(B∪C)
dla:

a) A = {x ∈ R : x2 ̸= 0} B = {x ∈ R : x ≥ 4} C = {x ∈ R : (x− 2)2 < 4},
b) A = {x ∈ R : (x− 1)2 < 1} B = {x ∈ R : |x− 3| ≥ 2} C = {x ∈ R : x2 = 1

4}.

10. Oblicz A ∪B, A ∩B, A \B, B \A dla nast¦puj¡cych zbiorów:
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a) A = {x ∈ N : x < 4} B = {x ∈ N : x ≥ 4}
b) A = {x ∈ N : x < 0} B = {x ∈ N : x = 2}

c) A = {x ∈ R : x < 2} B = {x ∈ N : x < 2}
d) A = {x ∈ R : x < 2} B = {x ∈ R : x < 4}

11. Zilustruj gra�cznie zbiory A, B, A ∪B, A ∩B, A \B, B \A, Ac dla:

a) A = {(x, y) ∈ R2 : 2x− y + 3 > 0} B = {(x, y) ∈ R2 : x+ 2y − 1 ≤ 0}
b) A = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y − 1 < 0} B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y − 1 ≤ 0}

12. Uzasadnij poni»sze równo±ci u»ywaj¡c diagramów Venna:

a) A \B = Bc \Ac

b) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

c) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

d) A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C)

e) (A ∪ C) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (C \A)

13. Które z poni»szych równo±ci s¡ prawdziwe, je±li A ⊆ B?

a) A ∩B = A

b) A \B = ∅
c) (A ∪B) \B = ∅
d) A ∪B = A

e) B \A = B

f) (A ∩B) ∪B = B

14. Wypisz wszystkie elementy zbiorów A×B oraz B×A (gdzie przez × oznaczamy iloczyn kartezja«ski)
dla:

a) A = {1} oraz B = {2, 3} b) A = {a, b} oraz B = {c, d, e}.

15. Niech A = {0, 1, 2, 3, 4} oraz B = {0, 2, 4}. Wypisz elementy nast¦puj¡cych zbiorów:

a) {(m,n) ∈ A×B : m < n}
b) {(m,n) ∈ B ×A : m < n}

c) {(m,n) ∈ A×B : m+n ≥ 3}
d) {(m,n) ∈ A×B : m+n = 9}

16. Przyjmuj¡c, »e punkty na pªaszczy¹nie s¡ uporz¡dkowanymi parami (a, b) liczb rzeczywistych, gdzie a
jest odci¦t¡, a b jest rz¦dn¡ punktu, znajd¹ gra�cznie A×B oraz B ×A dla nast¦puj¡cych zbiorów:

a) A = {x ∈ R : 1 < x < 2} B = {y ∈ R : 0 < y < 1}
b) A = {x ∈ R : 0 < x} B = {y ∈ R : 0 < y}
c) A = {y ∈ R : −1 < y < 1} B = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1}
d) A = {x ∈ R : x < 1 ∨ x > 1} B = {y ∈ R : y2 > 0}
e) A = {x ∈ R : 0 < x < 1 ∨ 2 < x < 3} B = {x ∈ R : 1 ≤ x < 2 ∨ 3 < x ≤ 4}
f) A = {x ∈ R : |x| < 3} B = {x ∈ R : x2 > 4}

17. Znajd¹ zbiór pot¦gowy (zbiór wszystkich podzbiorów) P(A) = 2A dla nast¦puj¡cych zbiorów A:

a) A1 = {a, b, c},
b) A2 = {1, 2, 3, 4},
c) A3 = ∅,
d) A4 = {7},

e) A5 = {∅},
f) A6 = {{a}, a},
g) A7 = {k ∈ Z : |k − 5| ≤ 1},
h) A8 = {(m,n) ∈ {0, 1}2 : m+ n = 1}.

18. Ró»nic¡ symetryczn¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór A△B = (A\B)∪(B \A). Udowodnij nast¦puj¡ce
wªasno±ci ró»nicy symetrycznej:
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a) A△B = B△A

b) A△∅ = A

c) A△A = ∅
d) A△B = (A ∪B) \ (A ∩B)

19. Niech A = {x ∈ Z : x2 < 7} oraz B = {y ∈ N : |1− y| < 7}. Wyznaczy¢ ró»nic¦ symetryczn¡ A△B.

20. Znale¹¢
∪∞

n=1 An oraz
∩∞

n=1 An dla zbiorów:

a) An =
{
x ∈ R : − 1

n
≤ x ≤ 1

n

}

b) An =
{
x ∈ R :

1

n+ 1
≤ x ≤ 1

n

}
c) An =

{
x ∈ R :

1

n
≤ x ≤ 2

n

}
d) An =

{
x ∈ R :

(
1 +

1

n

)n

≤ x ≤ 3
}

e) An = {x ∈ R : n ≤ x ≤ n+ 1}
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