Wyktad 6

Ruch obrotowy bryty sztywnej,
moment bezwtadnosci
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Bryta sztywna

Bryla sztywna to ciatlo zlozone z czastek (punktow
materialnych), ktoére nie moga sie wzgledem siebie
przemieszcza¢. Sily utrzymujace punkty w stalych
odleglosciach sa sitami wewnetrznymi bryty sztywne;.
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]mj.&______.
® o {\g/
zbiér punktéw materialnych \

utrzymujgcych statg
odlegtos¢ miedzy soba

Deformujaca sie
pitka nie jest brytg
sztywng!

Kij uderzajacy pitke
jest brytg sztywng!




Ruch bryty sztywnej

ruch bryly = ruch translacyjny + ruch obrotowy

Rotation

https://en.wikipedia.org/wiki/Rolling

W ruchu postepowym (translacyjnym) bryte mozemy traktowac jak
punkt materialny (Srodek masy). Do opisu ruchu translacyjnego
mozemy stosowac wszystkie zasady kinematyki i dynamiki stuszne
dla punktu materialnego.

Opis czystego ruchu obrotowego wymaga wprowadzenia nowych
wielkosci fizycznych.



https://en.wikipedia.org/wiki/Rolling

Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

e potozenie, x o 2722777
» predkos¢ liniowa, v = dx/dt o 2222277
* przyspieszenie, a, = dv/dt o P27277?
°* masa, m o 2277777
* energia kinetyczna, E, = % mv? o P2277277
* sita, F=ma o 2722277

e ped, p=mv o P72277?



Ruch obrotowy bryly sztywnej wokot statej osi

Bedziemy rozwazac tylko sytuacje, w ktérych os obrotu nie zmienia swojego kierunku.

https://www.picgifs.com/graphics/fan o )
https://www.picgifs.com/graphics/fan https://wifflegif.com/tags/97-animation-gifs?page=927

ey

https://www.reddit.com/r/physicsgifs/comments/2z195r/sliding_vs_rolling_moment_of_inertia_demo/



Wielkosci katowe — przesuniecie, predkosc i przyspieszenie

Wielkosci kgtowe sg wygodne do opisu ruchu obrotowego bryty sztywnej, poniewaz nie zalezg
od odlegtosci od statej osi obrotu (sg takie same dla wszystkich punktow ciata).

dysk rotujgcy wokot statej osi
przechodzgcej przez jego Srodek

przesunigcie katowe: g(t) =

.1
predko$é katowa: @W(t) =0 = Ex(t) —

1.

przyspieszenie katowe: g(¢) = 0=—y=—3=

R

V()

R

[rad/s]

https://phet.colorado.edu/sims/cheerpj/rotation/latest/rotation.html?simulation=rotation

Halliday, Resnick, Walker, Principles of physics



https://phet.colorado.edu/sims/cheerpj/rotation/latest/rotation.html?simulation=rotation

Analogia pomiedzy ruchem prostoliniowym a obrotem ciata
wokot statej osi

Obrot ciata dookota ustalonej osi odpowiada formalnie ruchowi translacyjnemu ciata
w ustalonym kierunku (czyli po linii prostej)....

Innymi stowy do opisu ruchu obrotowego jednostajnie zmiennego (ze statym przyspieszeniem
katowym) mozemy stosowac te same wzory jak do opisu ruchu prostoliniowego jednostajnie
zmiennego wzdftuz linii prostej, zamieniamy tylko wielkosci liniowe na wielkosci kgtowe:

x:xO+vOt+%aSt2 < > 57:570+1/1/0t+%et2

v:v0+ast < > W=WO+6’t

a. = cong & > e = const



Analogia pomiedzy ruchem prostoliniowym a obrotem ciata
wokot statej osi - przyktad

R=0.36 m

|le—|

lle obrotéw wykonato koto zamachowe w ciggu

( \ pierwszych 5 sekund ruchu? Jakg predkos¢ katowa
lina nie slizga sie :
&

osiggneto w tym czasie?

(a;=a)
— a
13-0-6 m/s e=—=17rad/s?
R
1
v, =0 qzaet =21 rad
t Liczba obrotéw: N = i » 33
| 20
t=5s
4

Koricowa predkosé katowa:

w=et=8.5 rad/s

H. C. Ohanian, J. T. Markert, Physics for Engineers and Scientists



Wektorowa natura predkosci i przyspieszenia katowego

g
—
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L > oo

5 A e
- (a) Obro6t w kierunku przeciwnym  (b) Obr6t w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara, do ruchu wskazéwek zegara,
predkosc¢ katowa rosnie predkosc¢ katowa maleje
— — =2 N R —
V=WXR a =EXR

—

R - odlegtos¢ od osi obrotu

D.C. GianCOli, PhySiCS for Scientists & Engineers F|Zyka dla szkot Wyiszych Tom 1 by Openstax



Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

* pofozenie, x  kat, O

» predkos¢ liniowa, v = dx/dt * predkos¢ katowa, w = do/dt

* przyspieszenie, a, = dv/dt * przyspieszenie katowe, € = dw/dt
°* masa, m o 2227777

* energia kinetyczna, E, = % mv? o 2272?77?

* sita, F=ma

e ped, p=mv o 2922777



Energia kinetyczna ruchu obrotowego
ukIadu punktéw materialnych

Energia kinetyczna 1 1
2
,i - tego” punktu: Eki E IV 5 m|W2I’i
1 ,o
Ek_ukladu - E W2 a rn|ri
|
| moment
/ rnz bezwtadnosci

Moment bezwtadnos$ci
uktadu n punktow:
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Energia kinetyczna ruchu obrotowego ciata rozciaggtego

Energia kinetyczna elementu Am::

2 E, =2 Omyv? = %Dm.wzrf

Energia kinetyczna catego ciata:

; E ==w’[ ] Dmr?

k cialo
T - 2 i
X
0
moment
1 9 O bezwtadnosci
=—| w
k cialo 2 @)

*  Moment bezwtadnosci w ruchu obrotowym jest odpowiednikiem masy w ruchu translacyjnym

*  Moment bezwtadnosci jest miarg oporu na zmiany obrotéw, podobnie jak masa jest miarg oporu na
zmiany ruchu

*  Moment bezwtadnosci zalezy od potozenia osi obrotu

* Energia kinetyczna ruchu obrotowego nie jest nowym rodzajem energii (jest to po prostu suma energii
kinetycznych wszystkich czgstek ciata w ruchu obrotowym)

Halliday, Resnick, Walker, Principles of physics



Moment bezwtadnosci ciat rozciggtych — jak policzy¢?

Przepis jak wyznaczy¢ (catki objetosciowe):

. w
—_ 2 _ . 2
=] | Omr® O | =71°dr
V; i o DfT]—)O
r; \ Ktdra z ponizszych bryt ma wiekszy
| moment bezwtadnosci wzgledem osi
6 % symetrii, jezeli obydwie maja taka
0 samg mase?

Halliday, Resnick, Walker, Principles of physics



Moment bezwladnosci Moment bezwtadnosci
obreczy wzgledem pierscienia wzgledem
jej osi symetrii jego osi symetrii

/ 2)
'bﬁoment beMadnosci Moment bezw.adnosd
jednorodnego walca jednorodnego walca
lub krazka (dysku) wzgledem lub krazka (dysku) wzgledem

osi prostopadtej

do walca/krgzka

™ MR? o ME i przechodzacej przez
4 12 jego $rodek

ich osi symetrii

Moment bezwladnosci cienkiego i
preta wzgledem osi prostopadiej
do preta i przechodzacej przez
jego Srodek

Moment bezwladnosci
cienkiego preta wzgledem
osi prostopadtej do preta

i przechodzacej przez jeden
Z jego koncow

Moment bezwtadnosci Moment bezwladnosci
\ jednorodnej kuli wzgledem cienkiej, pustej w Srodku
2R dowolnej osi przechodzace) 2R sfery wzgledem dowolnej
przez Srodek kuli osi przechodzacej

przez Srodek sfery

Moment bezwtadnosci

7 jednorodnej plyty
prostokatnej wzgledem
osi prostopadtej do plyty
i przechodzgcej przez
jej srodek masy

Moment bezwtadnosci obreczy
wzgledem dowolnej osi
przechodzacej przez jej Srodek

MR?
2

Fizyka dla szkét wyzszych Tom 1 by OpenStax



Twierdzenie Steinera

: — 2
] | =1, tnr
stuszne dla wszystkich osi rownolegtych do
: osi przechodzgcej przez sSrodek masy
S -

S\
srodek masy

U

Przyktad: rotujgcy jednorodny cienki pret o dfugosci L i masie M

obrét wokot osi obrot wokot osi
przechodzacej przez srodek masy przechodzacej przez koniec preta
—
|
| —
* #

1 '1 LY 1
| = — ML | = —ML2+ M| = —|\/|L2
M 12 ° 12 h ﬁ

https://study.com/academy/lesson/the-parallel-axis-theorem-the-moment-of-inertia.html



Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

* potfozenie, x  kat, O

* predkos¢ liniowa, v = dx/dt » predkos¢ katowa, w = d0/dt

* przyspieszenie, a, = dv/dt * przyspieszenie katowe, € = dw/dt
°* masa, m * moment bezwtadnosci, /

* energia kinetyczna, E, = % mv? * energia kinetyczna, E, = % lw?

» sita, F=ma o PPP277??

* ped,p=mv



Toczenie sie (ruch translacyjny + ruch obrotowy) bez poslizgu

predkos¢ w ruchu translacyjnym = predkos¢ w ruchu obrotowym

ruch translacyjny ruch obrotowy

ztozenie obydwu ruchow:

A

> 2V

Vv
V=0




Zasada zachowania energii

-kulka jest brytg sztywng i nalezy uwzglednic energie kinetycznej ruchu obrotowego

Z jakiej wysokosci h nalezy puscic kulke, aby pokonata ona ,petle Smierci” o promieniu R?

Gdy kulka sie nie obraca: mgh = nfg(zr)_l_%mvz b gh=2gr _I_%gr b h:gr

Gdy kulka obraca sie bez slizgania
(tj. predkosc¢ obracajgcych sie punktéw na obwodzie kulki jest rowna predkosci catej kulki w ruchu translacyjnym):

1 1 1 1 2R
h=mg(2r)+=mV+= 1w’ mgh=2mgr+=nmv’ +=| =mR* | —
e mg( ) 2 2 e T 2 2 |]5 ﬁ R’

M gh = Zgr + l or + 1 gr [ h= gl’ Sita zawsze prostopadta do
2 5 10 przesuniecia — nie wykonuje pracy!

N
v3 2! gr ,
T h
m Tarcie styczne potrzebne

jest do obrotéw. Tracie
statyczne nigdy nie wykonuje
pracy!

mg

Sita konserwatywna

R — promien kulki




Loop the Loop

https://www.youtube.com/watch?v=dA_UO86MijLY




Moment sity,

Il zasada dynamiki Newtona w ruchu
obrotowym bryty sztywnej

Force

; Torque Z//

.90
Lever arm ¢ S

Hoop
Force \ Em pty can

More torque } () Solid cylinder (D-cell)
90° ; '
7{

Sphere (marble)
"\
Lever arm

Box (sliding)

Lever arm



Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

e potozenie, x  kat, O

» predkos¢ liniowa, v = dx/dt * predkos¢ katowa, w = d0/dt

* przyspieszenie, a = dv/dt * przyspieszenie katowe, € = dw/dt
°* masa, m * moment bezwtadnosci, /

* energia kinetyczna, E, = % mv? * energia kinetyczna, E, = % lw?

e sita, F=ma o PPPPVPYY?

. ped’ p=mv o P??7?7?7?7?7?7?



Moment sity

(z ang. torque, inna nazwa moment obrotowy)

Sity zmieniajg ruch translacyjny — odpowiednikiem sity w ruchu obrotowym jest moment sity.
Tak jak sita powoduje przyspieszenie liniowe, tak moment sity powoduje przyspieszenie katowe.

Przyspieszenie kagtowe (a wiec i moment sity) ruchu obrotowego drzwi zalezy od:
(i) wartosci sity

(ii) punktu przytozenia sity (tj. odlegtosci od osi obrotu)

(iii) od kierunku sity

Fizyka dla szkét wyzszych Tom 1 by OpenStax



Moment sity

X F

|

_)
Moment sity F wzgledem punktu O na rysunku ponizej: T =

Moment sity jest wektorem o wartosci:

t=Fr.,=Frsing N -m

niutonometr

N

Kierunek wektora:

<Y

%)J_F oraz %)J_I._?)‘

Zwrot okreslamy regutg Sruby prawoskretnej. ) i

!

=i

Moment sity zawsze definiujemy wzgledem okreslonego punktu w przestrzeni.

Zmiana punktu odniesienia zupetnie zmienia moment sity, dlatego wielkos¢ ta jest dla nas bardzo nieintuicyjna.

Fizyka dla szkét wyzszych Tom 1 by OpenStax



Moment sity - przyktad

Wyznaczy¢ wartosé, kierunek i zwrot catkowitego momentu sity wzgledem srodka cienkiej

tarczy: _
r=05m F1:20N F2 = 30N F3:30N

/ |l T =FxF T,=FxF, 7T,=FxF,

T, =rF sinl50°=5N'm

!

Os obrotu

F 7,=rF,sin90" =15 N-m
A T, = 1F,sin180° =0
Fs t =t -t =-10Nm
wyp 1 2

Za ,dodatni” przyjmujemy zwykle kierunek predkosci katowej.

Fizyka dla szkét wyzszych Tom 1 by OpenStax



Moment sity - przyktad

Wypadkowy momenty sit liczony wzgledem punktu na osi obrotu:

}t——3 m —-»’ﬂ.Smf{

uktad spoczywa

250 N

t,=Fr=750Nxm £,=Fr,=-750 Nxm

2

t i t + t () (gdy brak obrotéw, to wypadkowy moment sity
wy wzgledem osi obrotu wynosi zero)

Stuszne dla momentow sit wzgledem dowolnego punktu na statej osi obrotu.




Moment sity — przyktad

=== \/ = const (ruch bez poslizgu)

Aby utrzymac statg predkosc katowa
obrotéw, wypadkowy moment sity
musi by¢ rowny zeru.

Sita grawitacji przytozona jest do srodka masy, ktory znajduje sie na osi obrotu.
Sita reakcji na nacisk jest rownolegta do r. Obydwie sity dajg zerowy moment sity.



https://www.youtube.com/watch?v=RHYHtfyamOw


https://www.youtube.com/watch?v=RHYHtfyamOw

Il zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego

Ruch translacyjny

8 —
FW

yp




Il zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego
- dowdd eksperymentalny




Zasady dynamiki Newtona z uwzglednieniem ruchu
obrotowego - przyktad, wyscig petnego i pustego walca

Solid

Hollow cylinder
cylinder

Zaktadamy, ze ruch odbywa sie bez poslizgu!

https://www.dummies.com/education/science/physics/calculating-rotational-kinetic-energy-on-a-ramp/



Ruch translacyjny:
mgsina - T, = ma

mgcosa = N

N

Ruch obrotowy:

%):RXTS E:E
T=T,Rsin90" = I¢ R
mgR’sina
a= >
| + MR
21 R
_EmR, Ipusty—mR
2 . S 1
ey = 5 95IN& apusty—Egsma

Walec petny wygra!



Wyscig petnego i pustego walca

https://www.youtube.com/watch?v=TXQQvtfmFjc


https://www.youtube.com/watch?v=TXQQvtfmFjc

Wa hadiO fizyczne (cienka deseczka)

Wahadto fizyczne to bryta sztywna zawieszona na statej osi poziomej w polu grawitacyjnym.

* Trzpien dziata na listwe sitg, ale moment tej sity wzgledem
punktu P (o$ obrotu) wynosi O.

* Niezerowy moment sity wzgledem punktu P pochodzi tylko od
sity ciezkosci, ktéra umownie przytozona jest do sSrodka masy

— —

T,=rXxXmg t,=mgrsing

Przyblizenie matego kata (0 << 1 rad): tp » mgrg
Il zasada dynamiki Newtona:

t,=-le=—I,0=-10

Rownanie oscylatora harmonicznego:

.o m I/’
0 + s 6=0
P
Z twierdzenia Steinera: Okres wahan:
1
| =—m?*+mr? T=2p s

" 12 mgr



Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

e potozenie, x  kat, ©

* predkos¢ liniowa, v = dx/dt * predkos¢ katowa, w = d0/dt

* przyspieszenie, a = dv/dt * przyspieszenie katowe, € = dw/dt
°* masa, m * moment bezwtadnosci, /

* energia kinetyczna, E, = % mv? * energia kinetyczna, E, = % lw?

* sita, F=ma * moment Sity (wzgledem osi obrotu) T = I€

* ped,p=mv *  XXXXXXXXX



Moment pedu,
zasada zachowania momentu pedu




Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

e potozenie, x  kat, O

» predkos¢ liniowa, v = dx/dt » predkos$¢ katowa, w = d0/dt

* przyspieszenie, a = dv/dt * przyspieszenie kgtowe, € = dw/dt
°* masa, m * moment bezwtadnosci, /

* energia kinetyczna, E, = % mv? * energia kinetyczna, E, = % lw?

* sita, F=ma 1?};0: i@:) * moment Sity (wzgledem osi obrotu) T = I€

e ped,p=mv ®  XXXXXXXXX



Moment pedu czastki — definicja

(ang. angular momentum)

Moment pedu czastki zawsze definiujemy wzgledem okreélonego punktu w przestrzeni.

Moment pedu L wzgledem punktu O na rysunku ponizej:

Moment pedu jest wektorem o wartosci:
L= prsing
Kierunek wektora:

EJ_F oraz ZJ_]_?)

Zwrot okreslamy reguta Sruby prawoskretnej.

L=Fxp

Z)\

I'jest prostopadty
do ptaszczyzny xy

<y

Do ”

rip lezaw ptaszczyznie xy

Fizyka dla szkét wyzszych Tom 1 by OpenStax



Moment pedu rotujgcego ptaskiego dysku (bryty sztywnej)

Moment pedu matego elementu Dm wzgledem punktu O : ALZ, = 77; X Aml.\_/)l.

3O

Catkowity moment pedu bryly: L = 27'1 X Aml.\_/)l. = ZAml.(f; X \71) @L
/ i

1

Dmlrizgw — L= (@zdm)w

: |
L~[ ] Dmrv.sin90° = . 0
i i om-=

V. =X,

I -
moment bezwtadnosci

wzgledem osi obrotu

L I W moment pedu zalezy od potozenia osi obrotu,

poniewaz / zalezy od osi obrotu




Zwigzek pomiedzy momentem pedu i momentem sity

(na przyktadzie punktu materialnego)

dt




Il zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego
bryty sztywnej (wersja z momentem pedu)

. Ped i sita Moment pedu i moment sity
F (ruch translacyjny) (ruch obrotowy)

wyp

p

dp L dL
wyp dl- Twyp o E

Ryl
1

L — to catkowity moment pedu bryty




Nieintuicyjne zachowanie wirujgcego kota
zawieszonego na pionowej lince

https://www.youtube.com/watch?v=NeXIV-wMVUk


https://www.youtube.com/watch?v=NeXIV-wMVUk

Precesja ciat (zmiana kierunku osi obracajgcego sie ciata) - przyktady

dL = Tdt

widok z gory:
yA
dL L[
moment sity l_
wzgledem punktu
O pochodzi tylko

od grawitacji

. .
Moment pedu podaza za momentem sity! Taki ruch nazywamy precesja!

https://www.exploratorium.edu/snacks/bicycle-wheel-gyro



Precesja ciat (zmiana kierunku osi obracajacego sie ciata) — przyktady
wirujgcy bgk (zabawka)

https://www.youtube.com/watch?v=ROQzvtP1wMY

<V



https://www.youtube.com/watch?v=ROQzvtP1wMY

Precesja osi ziemskiej

teraz 200 400 600 BQO 1 000 «ilo lat temu

Ty
IU "" "q‘H"I ,'IHHH‘l'||||'pw'”"ﬂ'|.”|'“l||H||'lu"ll'“.IU'N‘”l'I’\J""."l'ﬂ ””'H' precesja
WV I | .U
i Gwiazda
okres zmian =26 tys. lat o Polama

* Przesuniecie znakow zodiaku
* Przesuniecie ,gwiazdy polarnej”

www.e-education.psu.edu



https://www.youtube.com/watch?v=BWKCImS8mV!I

[ ]
zy ro s ko p https://www.youtube.com/watch?v=pJfMFUcquWM

:—:O:Z:const

§
Urzadzenie utrzymujgce staty kierunek osi obrotu, poniewaz wszystkie momenty sit zewnetrznych

dziatajgcych na obracajacy sie uktad sg znaczgco zniwelowane. Moment pedu jest zachowany.
Warunkiem poprawnej pracy zyroskopu jest duza predko$é obrotowa i mate tarcie w tozyskach.
Rozwigzanie techniczne sg bardzo rézne, ale wszystkie rozwigzanie oparte sg o zasade zachowania
momentu pedu!

https://pl.wikipedia.org/wiki/Zyroskop


https://pl.wikipedia.org/wiki/Żyroskop
https://www.youtube.com/watch?v=BWKCImS8mVI
https://www.youtube.com/watch?v=pJfMFUcquWM

Zasada zachowania momentu pedu

—) — Y

T - dt — o
taw"O "da\"O — 2 (O:’—C;W)/L

T =—=0= L =const
WIYP ew dl‘

Jezeli wypadkowy moment sit zewnetrznych
dziatajagcych na uktad wynosi zero, to catkowity
moment pedu uktadu jest zachowany.



Zasada zachowania momentu pedu

https://www.youtube.com/watch?v=M6Puutim5h4


https://www.youtube.com/watch?v=M6PuutIm5h4

Zasada zachowania momentu pedu

P. G. Hewitt, Fizyka wokdf nas, PWN



Zasada zachowania momentu pedu




Zasada zachowania momentu pedu

https://www.youtube.com/watch?v=FmnkQ2ytIO8


https://www.youtube.com/watch?v=FmnkQ2ytlO8

Zasada zachowania momentu pedu
- dlaczego wzrasta predkos¢ katowa obrotow skoczka?




Zasada zachowania momentu pedu
- dlaczego wzrasta predkos¢ katowa obrotow skoczka do wody?

https://www.youtube.com/watch?v=4ysjURAArmg


https://www.youtube.com/watch?v=4ysjURAArmg

Zasada zachowania momentu pedu

https://www.youtube.com/watch?v=vM6G-NgNOPY


https://www.youtube.com/watch?v=vM6G-NgN0PY

Ruch translacyjny i obrotowy bryty sztywnej —
porownanie rownan

Ruch postepowy (translacyjny) Ruch obrotowy

e potozenie, x  kat, O

» predkos¢ liniowa, v = dx/dt * predkos$¢ katowa, w = do/dt

* przyspieszenie, a = dv/dt * przyspieszenie katowe, € = dw/dt
°* masa, m * moment bezwtadnosci, /

* energia kinetyczna, E, = % mv? * energia kinetyczna, E, = % lw?

* sita, F=ma * moment Sity (wzgledem osi obrotu) T = I€

* ped,p=mv * moment pedu (wzdtuz osi obrotu) L = lw



Cwiczenia na platformie ZPE

Co to jest srodek masy? (2,3,4)
Masa i moment bezwtadnosci (1-8)

Opis ruchu bryty sztywnej (2-8)

Jak definiuje sie moment sity? (2-5)

Zasady dynamiki ruchu obrotowego (1-3,6,7)

Energia kinetyczna bryty sztywnej (1-4)
Moment pedu (1-3)



https://edytor.zpe.gov.pl/x/D60gNSgfg?lang=pl&wcag=
https://edytor.zpe.gov.pl/x/D108zWloP?lang=pl&wcag=
https://edytor.zpe.gov.pl/x/DhLWGC93w?lang=pl&wcag=
https://edytor.zpe.gov.pl/x/Dm3O72ZDj?lang=pl&wcag=
https://edytor.zpe.gov.pl/x/D118ItenI?lang=pl&wcag=
https://edytor.zpe.gov.pl/x/DPtbpjD72?lang=pl&wcag=
https://edytor.zpe.gov.pl/x/Di9ItwKpP?lang=pl&wcag=

Dziekuje za uwage! ©

Nastepny wyktad w pigtek
9.05.2025
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