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Rozdzialt 1

Krzywe na plaszczyzZnie i w przestrzeni

1.1. Sposoby opisu krzywych

(1) jako wykres funkcji y = f(x) lub x = f(y), np.y = x%, y = /x, x = y> — y, itp.
(2) poprzez réwnanie uwiktane f(x,y) = 0, w szczegdlnosci przez réwnanie algebraiczne,
tzn. W(x,y) = 0, gdzie W jest wielomianem, np.
Xy
— elipsa: 2 + % =1,
— lis¢ Kartezjusza: x° + > — 3axy = 0,
— cisoida Dioklesa: x(x? + y?) = 2ay?,
— dwa ostrza: (x2 —a?)(x —a)> + (y* —a?)?2 =0,
— astroida: x2/3 4 y2/3 = a?/3.
Krzywe algebraiczne stopnia 2 sa sklasyfikowane i moga by¢ jedna z krzywych: parabo-
la, elipsa, hiperbola, pek prostych. Wiele z krzywych algebraicznych powstaje jako zbiér
punktéw o okreslonych wtasno$ciach geometrycznych, np.
— parabola jest zbiorem punktéw réwnoodleglych od zadanego punktu na ptaszczyz-
nie (ognisko) oraz od zadanej prostej nieprzechodzacej przez ten punkt (kierownica),
— elipsa jest zbiorem punktéw na plaszczyZnie, ktérych suma odleglosci od dwéch
ustalonych punktéw (ognisk) jest réwna podwojonej odlegtosci pomiedzy nimi,
— astroida jest krzywa jaka zakre$la ustalony punkt mniejszego okregu toczacego sie
po obwodzie wiekszego okregu po jego wewnetrznej stronie.
(3) poprzez réwnanie w zmiennych biegunowych r = f(¢), np.
— spirale (gdy f jest monotoniczna funkcja @), np. r = a@p?, r = ae™?,
— lidcie: r = asin(pe).
(4) poprzez réwnania parametryczne:

x = x(t)
{y = y(t), tel,

gdzie I jest pewnym przedzialem zmiennoSci parametru f. Opis parametryczny krzywej
jest niejednoznaczny, tzn. krzywa ma wiecej niz jedna parametryzacje, np.
— elipsa

X = acost X = acoswt
y = bsint, te€][0,27], y = bsinwt, te€[0,2n/w],

— cisoida Dioklesa:

2at?
1+1¢£2
2at3

= T t R/
s 1+¢2 ©
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— lis¢ Kartezjusza:

r - 3at
= 15 +£3
3at
= ——, teR,
Y 1413
— astroida:
X = acos’t
y = asin®t, tc|0,27].

Opisy krzywych sa réwnowazne w otoczeniach punktéw nieosobliwych (regularnych). Réw-
nowazno$¢ ta jest lokalna z uwagi na twierdzenie o funkcjach uwiktanych, ktére opisuja
np. krzywe algebraiczne

Tw. 1.1 (o funkcji uwiktanej). Niech (xo, yo) bedzie punktem takim, ze f(xo, yo) = 0. Jesli funkcja
f(x,y) ma ciggte pochodne czastkowe w pewnym otoczeniu punktu (xo, yo) oraz jesli o, f (xo, yo) #
0, wowczas
i) istnieje jednoznaczna gataz funkcji uwiktanej y = h(x) okreslona w dostatecznie matym oto-
czeniu xo, spetniajaca tam réwnanie f(x,h(x)) = 0;
ii) funkcja h jest ciqgta w ww. otoczeniu xg i posiada tam ciggta pochodna dang wzorem

iy = %S
V& =-3F

Punkty osobliwe wymagaja szczegétowych badar. Wéréd najczesciej spotykanych moz-
na wymienic
— wezty: np. punkt (0, 0) liscia Kartezjusza. Zauwazmy, ze dla f(x, y) = x> + 3> — 3axy

39:£(0,0) = 3,£(0,0) =0,

— ostrza (punkt zwrotu): np. punkty (0, £a), (fa,0) astroidy. Zauwazmy, ze w tym przy-
padku f(x,y) = x2/3 + y2/3 — 4?/3 oraz

2 2
axf _ gx—l/?)’ ayf _ gy—l/B

i w punktach osobliwych pochodne te albo znikaja albo sa nieokreslone.

DEF. 1.1. Krzywa klasy C¥ na ptaszczyznie nazywamy zbiér punktéw {y(t) € R? : t € I},
dla ktérego istnieje parametryzacja y : I — R? klasy C¥ przyjmujaca w danym uktadzie
odniesienia postac

v(#) = [x(), y(O)] = D (8), v2 ()]
Parametryzacje y(t) nazywamy regularng, jesli y(t) # 0 dla kazdego t € I.

Przypadek k = 0 odpowiada krzywej ciaglej. Dla k > 0 opis parametryczny krzywej jest
rézniczkowalny. Na og6t bedziemy zajmowac sie krzywymi gladkimi, tzn. klasy C*°.

DEF. 1.2. Réwnaniem (algebraicznym, uwiklanym) krzywej (hodografem krzywej) y(t) na-
zywac bedziemy réwnanie f(x, y) = 0, jakie spetnia krzywa po wyrugowaniu parametru ¢
zréwnan x = yi(t) oraz y = y»(t), t € L.

Niech np. y; bedzie odwracalne, wowczas t = y; ! (x) i w konsekwendji y = y2(y; *(x)).
Zatem f(x,y) = (2077 )(x) — ¥.

Jesli y(t) okresla zalezno$¢ polozenia od czasu, to réwnanie krzywej okresla tor tego
ruchu.

Materiaty dydaktyczne
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PRZYKEAD 1.1. Wyznaczy¢ réwnania algebraiczne nastepujacych krzywych:

X = acosht 2R
y = bcosht, teR, at b
5
y(t) = [3sin®t,5¢cos%t], t€[0,7/2] +— y:5—§x, xe0,3].

1 t
t) = , L t>0 — XX+ =1, xy>0.
y(t) [\/ﬂ“ \/t2+1] y y

1.2. Wektor styczny i normalny do krzywej

DEF. 1.3. Jesli krzywa jest klasy co najmniej C!, to wektor y(ty) = [1(to), v2(to)], to € I,
nazywamy wektorem stycznym do krzywej w punkcie p = y(to).
Jednostkowym wektorem stycznym jest wektor

T(t) = LY. (1.1)

Jednostkowym wektorem normalnym N nazywamy unormowany wektor prostopadly do
wektora stycznego, taki aby wraz z nim tworzyt dodatnio zorientowana baze (reper Fre-
neta), tj. det[T, N| > 0.

Dlugosé i zwrot wektora stycznego zaleza od wyboru parametryzagji, ale jego kierunek
jest ustalony przez prosta styczna do krzywej w danym punkcie. Jesli krzywa jest zoriento-
wana, to takze zwrot wektora stycznego nie zalezy od parametryzacji.

Réwnanie parametryczne prostej stycznej w punkcie y(to) ma postaé

r(A) = y(to) + A¥(to) = [ya(to) + Ava(to), v2(to) + Av2(to)], A€R.

W szczeg6lnosci jej wspoélczynnik kierunkowy okreslony jest jako

Y2(to) _y- Ya(to)
vi(to) x—vi(to)

PRZYKEAD 1.2. Niech y(t) = [sint,sin2¢], t € [0,27]. Zauwazmy, ze krzywa wielokrotnie
przechodzi przez punkt [0,0] = y(0) = y(mn) = y(2n). Jednak ¥(0) = [1,2], a ¥(7) =
[—1,2].

PRZYKELAD 1.3. Wektor styczny do krzywej

t

y(t) = [e'cost,esint], teR

jest postaci
y(t) = [—e '(cost +sint)], e '(cost —sint)],

jego dtugosé |¥(t)| = v/2e™, zaé jednostkowy wektor styczny

T(t) = [—sin (g +t),sin (g — t)] .

Materiaty dydaktyczne
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Wektorem normalnym do krzywej y(t) jest

N() = E720 b)) (1.2)

¥ (1)]
Jesli krzywa okreslona jest rownaniem uwiktanym f(x,y) =0, to
0 =df(x,y) = dxfdx + 9y fdy (1.3)

i w konsekwencji (co wynika takze z tw. o funkcji uwiklanej)

dy _y_  Ooxf
e (1.4)

Powyzszy wzor okredla bezposrednio wspoétczynnik kierunkowy prostej stycznej do krzy-
wej f(x,y) = 0. Dodatkowo z (1.3) wynika, ze

dufX+d,fy=0, (1.5)

co oznacza, ze wektor gradientu Vf = [dyf,d, f] jest prostopadty do wektora stycznego.
Unormowany wektor gradientu bedzie zatem wektorem normalnym do krzywej,

CUF S
N=®~ v
podczas gdy
[0f,0f
i

bedzie wektorem stycznym.
Pamietajac, ze wspolczynnik kierunkowy prostej stycznej dany jest jako (1.4)

y—Yo _dy _ Ooxf
x—xo dx dyf

a wspotczynnik kierunkowy prostej normalnej spelnia

y—yo _ _dx _ 9yf
X — X dy  O«f

otrzymamy

Tw. 1.2 (prosta styczna i normalna).
(1) Prosta styczna w punkcie (xo,yo) do krzywej okreslonej funkcja uwiktang f(x,y) = 0 ma
réwnanie

9xf (0, yo) (x — x0) + 9y f(x0, o) (¥ — ¥o) = 0.

(2) Prosta normalna w punkcie (xo, yo) do krzywej okreslonej funkcjq uwiktanq f(x,y) = 0 ma
rownanie

dyf (%0, y0) (x = x0) = 9xf (x0, Y0) (¥ — yo) = 0.

Podobne twierdzenie dla krzywej zadanej parametrycznie jest nastepujace:

Tw. 1.3 (prosta styczna i normalna).

Materiaty dydaktyczne
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(1) Prosta styczna w punkcie (xo, yo) do krzywej y(t) = [y1(t), v2(t)] ma réwnanie

v2(to) _ ¥ — Yo
7(to) x—xo’

gdzie (xo, yo) = [v1(to), v2(to)] oraz
(2) Prosta normalna w punkcie (xo, yo) do krzywej y(t) = [y1(t), v2(t)] ma réwnanie

Y2(to) (¥ — yo) + v1(to)(x —x9) = 0.

PRZYKLAD 1.4. Réwnanie prostej stycznej i normalnej do liécia Kartezjusza f(x,y) = x° +
3
Y’ — 3axy.

PRZYKELAD 1.5. Réwnanie prostej stycznej i normalnej do krzywej

Y(t) = [at cost,atsint].

1.3. Dlugos¢ tuku krzywej

DEF. 1.4. Dtugoscia I krzywej okreslonej parametryzacja y(t), t € [t1, t2] nazywamy

1= [at= [10ldt = [ @22

Z twierdzenia o zamienia zmiennej w calce oznaczonej wynika, ze dlugos¢ krzywej nie
zalezy od parametryzacji.
Dla krzywej bedacej wykresem funkgji y = f(x) dla x € [a,b] mamy zatem

b
z:/,/1+(ff(x>)2dx.

PRZYKEAD 1.6. Dtugos¢ tuku krzywej y = acosh 2 od punktu (0,4) do (x,y) wynosi | =
asinh 7.

Dla biegunowego opisu krzywej mamy
v(t) = [yi(t), v2(B)] = [r(t) cos (t), r(¢) sin o (#)]
zatem

Y = [Fcos @ —r@sin @, sin @ + r@ cos @]
1912 = (7 cos @ — r¢sin @)? + (7sin @ + r¢ cos p)* = i* + r*¢p>.

Dtugos¢ tuku wynosi

v fa P2
dr\? d
= [ivtota= [ (5) () - /Ww [ Jor o,
h h P1

gdzie r’ = g—; oraz 1 = @(t1), P2 = @(t2).

Materiaty dydaktyczne
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PRZYKEAD 1.7. Dlugos¢ tuku spirali ¥ = ag od punktu (0,0) do dowolnego innego (7, @)

ma postac
l:%[(p\/l—i—(pZ—i-ln((va\/l—l—(pz)}.

DEF. 1.5. Parametryzacje krzywej y : [s1,52] — R? nazywamy tukowa, jesli dla kazdego
s1, 52 dtugosé tuku pomiedzy y(sq1) oraz y(sy) wynosil = As = s, —s1.

Tw. 1.4. y(s) jest parametryzacjq tukowaq wtedy i tylko wtedy, gdy | V' (s)| = 1 dla kazdego s.

Dowéd: <= oczywiste.
= Jesli y(s) jest parametryzacja lukowa, to dla kazdego s, s

S
/ |V (s)|ds = s —s1.
§1

Obliczajac pochodna po s mamy |y/(s)| = 1 dla dowolnego s. ]

Tw. 1.5. Kazda krzywa regularna ma parametryzacje tukowa.

Dowéd: Niech y(t) = [y1(t), v2(t)] bedzie parametryzacja regularna, niech t > t;. Okresl-
my
t
s(t) = [ 1v(e)jat.

t

Poniewaz

d
= =1yl >0, (16)

to s(t) jest funkcja odwracalna (jako funkcja $cisle monotoniczna), zatem istnieje £(s). Okresl-
my y(s) := y(t(s)). Woéwczas ¥ jest parametryzacja tukowa. Rzeczywiscie

~ _ wrue

PRZYKLAD 1.8. Reper Freneta dla elipsy y(t) = [acost, bsint], t € [0,27].
PRZYKLAD 1.9. Parametryzacja tukowa dla okregu y(t) = [R cos wt, Rsinwt], t € [0,27/w].

PRZYKLAD 1.10. Parametryzacja lukowa ewolwenty okregu
y(t) = [a(cost + tsint),a(sint — tcost)]

ma postac
y(s) = {a(cosﬁ%— \/fsin ﬁ),a(sin\/f— \/fcos \/f)} .

Materiaty dydaktyczne
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1.4. Krzywizna krzywej plaskiej

Niech y(s) bedzie parametryzacja lukowa krzywej oraz p = y(sg). Niech A,¢ oznacza
zmiane kata wektora stycznego w punkcie p oraz w punkcie sasiednim, tzn.

Apd = Z(¥ (50), 7 (s0 + As)).

DEF. 1.6 (Geometryczna definicja krzywizny). Krzywizna krzywej ptaskiej w punkcie p =
Y(s0) nazywamy

Ay
_ p
Kip) = Jim ==

Przyjmujemy, ze krzywizna dla krzywej ptaskiej jest dodatnia, gdy krzywa odchyla sie
lokalnie w lewo oraz ujemna, gdy odchyla sie w prawo. Pokazemy, ze krzywizna zwiazana
jest z dtugoscia wektora y”(s). Poniewaz y/(s) - ¥/(s) = 1 dla kazdego s, zatem po zr6znicz-
kowaniu

Y'(s)-¥'(s) =0.

Wektory y”(s) oraz y/(s) sa prostopadle w parametryzagji tukowej. W konsekwengji y” (s)
jest wspoétliniowy z wektorem normalnym N. Wspétczynnik proporcjonalnosci to nic inne-
go jak krzywizna!

Tw. 1.6. Jesli y(s) jest parametryzacjq tukowq krzywej plaskiej klasy C? oraz p = y(so), to

¥"(s0) = K(p)N(s0) ,

gdzie N(sq) jest jednostkowym wektorem normalnym do krzywej y w punkcie p okreslonym przez
(1.2), takim ze wraz z wektorem stycznym T (so) w tym punkcie (1.1) tworzy on reper Freneta.

Dowdd: Reper Freneta {T(s), N(s)} w dowolnym punkcie tworzy baze ortonormalna na
plaszczyznie zatem

T(so+ As) = (T(so + As) - T(so))T(s0) + (T(s0 + As) - N(s0))N(so) ,

gdzie
T(so+ As) - T(sg) = cos Ay,
T(so+ As) - N(sg) = cos(m/2 — App) = sinAp¢p.
Stad
T . T(sp+ As) —T(sp)
1" _
Vi(s0) = ds Alégo As
cosApp —1 sin Ap¢ sinA,d Ay
= i S A 1 N(so) = —r*
As—0 As (s0) + Aiino As (s0) As—0  Apdp  As (s0)
= K(p)N(so),
bowiem
cosApp—1 cosApp —1 T Apd)_o
Ao As - Apggo Ap A0 As

a

Z powyzszego twierdzenia wynika zatem, ze w dowolnym punkcie krzywej regularnej

[K(p)| = [v"(s)]-

Materiaty dydaktyczne
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DEF. 1.7 (Wektor krzywizny). Wektor krzywizny w punkcie p = y(s) okreslamy jako
K(p) =v"(s) = K(p)N(s) . (1.7)

PRZYKEAD 1.11. Wyznaczy¢ krzywizne okregu o promieniu R sparametryzowanego tuko-
wo jako
v(s) = [Rcos(s/R),Rsin(s/R)], s € [0,27R].

Zwiazek (1.7) obowiazuje jednakze tylko dla parametryzacji fukowej. Ogélnie w dowol-
nej parametryzacji y(t) mamy

d d dt d (dt d
K(p) = 5 (570) = Ta (v ®)
gdzie p = y(t) oraz na mocy (1.6)
dt

=il
Zatem K(p) = 1 i( ¥(t) ) 1 ["(t) RAOR10) '(t)] (18)
PP=hola\o1) ~ voprl” (R Y '
bowiem, pamietajac, ze |y(t)| = /¥ (f) - ¥(t), mamy
4y v d O (OIS (OB L0 IR 20,
avol - rora YT e T o vel o O

Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym w (1.8) jest sktadowa wektora przy-
spieszenia y(t) prostopadia do wektora predkosci (t). Jednoczesnie, dzieki |a x b|> =
|a|?|b|?> — (a - b)?, otrzymamy

v vy G- vew)

K= -~ = :
1 vE I [¥16
i x P
[v[®
Relacja
[v(£) x ¥(t)]
K(p)| = Lo PV (1.10)
0T

jest stuszna takze dla krzywych w przestrzeni R?, bowiem uzyte relacje w zaden sposéb nie
korzystaja z zerowania sie trzeciej sktadowej wektora parametryzacji!

PRZYKLAD 1.12. Wyznaczy¢ krzywizne elipsy sparametryzowanej jako
y(t) = [acos(t), bsin(t)], t € [0,2m].

PRZYKEAD 1.13. Niech krzywa regularna bedzie zadana w postaci réwnania algebraicznego
(uwiktanego) f(x,y) = 0. Jej (jeden z wielu) uwiktany opis parametryczny okreslony jest
przez ukfad réwnan (por. 1.5)

{ *=-0yf

Y= 0xf
Aby wyznaczy¢ krzywizne, ktéra w tej notacji przybiera posta¢,

_ |-y
K| = (22 + y2)3/2

Materiaty dydaktyczne
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wyznaczamy

X = _(aazcyfx + aiyfy)
y:aixfx+a§yfy'.
Ostatecznie

|(03:F) (9y.f)? = 2(3,F) (9 ) (9yf) + (95,f) (9xf)?|
IVFI? '

PRZYKLAD 1.14. Wyznaczy¢ krzywizne liscia Kartezjusza x* + > — 3axy = 0 w punkcie
(3a/2,3a/2).

K| =

Ponadto, zauwazmy, ze

Tw. 1.7 (Réwnania Freneta). Jesli y(s) jest parametryzacja tukowa krzywej ptaskiej, to

i (v) = (Ck 0) (%) e

Dowéd: Pokazalismy, ze T'(s) = K(p)N(s). Wystarczy zatem pokaza¢, ze N'(s) = —K(p)T(s).
W ogdélnosci
N = T+ N,

gdzieay = T-N' orazay = N-N'. Poniewaz N-N =1,toN-N' = a; = 0.Dalej N- T = 0,
zatem
N -T+T  -N=0

iw konsekwencjiay =T-N' = —-N-T'= —-KN-N = —K. O

1.5. Krzywe w przestrzeni
Réwnanie parametryczne krzywej w przestrzeni R3 ma postac
v(t) =), r2(t),vs(t)], tel.
PRZYKLAD 1.15. Réwnanie helisy o promieniu R i skoku 27tb ma postac
¥(t) = [Rcost,Rsint, bt], teR.

Helisa ta lezy na powierzchni walca {(x,y,z) € R3: x> + y> = R?, z € R}.

PRZYKLAD 1.16. Pokazaé, ze krzywa
y(t) = [asin®t,bsintcost,ccost], te€[0,27]
lezy na powierzchni tréjosiowej elipsoidy

xZ yZ ZZ
Stz =1

PRZYKLAD 1.17. Dana jest krzywa:

y(t) = [¢' cost,e' sint,e'], te€[-m, 7).

Materiaty dydaktyczne
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Rysunek 1.1. Reper (tréjScian) Freneta wraz z charakterystycznymi plaszczyznami: écidle styczna
(osculating plane) (O), normalna (normal plane) (N), prostujaca (rectifying plane) (R)

(1) Wyznaczy¢ wektor styczny do krzywej w t = 0.
(2) Obliczy¢ jej dtugosc.
(3) Wyznaczy¢ parametryzacje fukowa tej krzywej.

DEF. 1.8. Reperem Freneta krzywej w R® o parametryzacji tukowej y(s) nazywamy uktad
wersoréw {T, N, B}, gdzie

T'(s)

= ROk B(s) = T(s) x N(s).

T(s)=7v'(s), N(s)

Wersory te nazywa sie odpowiednio: stycznym, normalnym i binormalnym.
Krzywa, dla ktérej reper Freneta stanowi w kazdym punkcie baze w R3 nazywamy bire-
qularng.

Zauwazmy, ze
B =T XN+TxN =TxN'.

Zatem wektor B’ jest prostopadty zar6wno do B, jak i do T. Zatem musi by¢ wsp6tliniowy
z N.

Tw. 1.8. Dla krzywej biregularnej w dowolnej parametryzacji y(t) wersory Freneta majq postac:

_ ()
=
) x ()
PO = ) (42
N(t) = B(t) x T(t) (1.13)
GO xFO) XV Ol [ ¥(O) ).
RGO OEE Gl o e I

Materiaty dydaktyczne
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Dowdd: Aby pokazaé (1.13), zauwazmy, ze z definicji B = T x N oraz prostopadtosci wek-
torow T i N wynika, ze

BxT=(TxN)xT=-Tx(TxN)=—(N(N-T)—N|T]*) =N.
(1.14) wynika ze wzoru na podwdjny iloczyn wektorowy
ax(bxc)=bla-c)—c(a-b).
Podkres$lmy, ze wzoér (1.14) wynika takze bezposrednio z (1.7) oraz (1.8). O
PRZYKLAD 1.18. Reper Freneta dla helisy y(t) = [Rcost, Rsint, bt], t € R ma postac

T(t) = [-Rsint, Rcost,b]
N(t) = [—cost, —sint,0],
[bsint, —bcost, R]

VRZ +b?

Parametryzacja tukowa helisy jest postaci:

S Rsin 5 bs
VRZ 4+ b2 VRZ+ 02" VRZ+ 520

Krzywizna helisy jest stata i wynosi

(1.15)

Y(s) = [R cos

R
K(p) = [¥"(s)| = R

Réwnania Freneta (1.11) mozna uog6lni¢ na przypadek krzywej w przestrzeni przyjmu-
jac w parametryzacji tukowej relacje

4 (T 0 K 0\ /T
Z(N]=|-k 0o T[N (1.16)
*\B 0o -7 0/ \B

Funkdja 7 jest wowczas druga wielkoscia charakteryzujaca krzywizne krzywej w R3 okre-
§lona jako wsp6tczynnik proporcjonalnosci w relacji B = —7N.

DEF. 1.9. Skreceniem krzywej nazywamy funkgje 7(p) = —B'(s) - N(s), gdzie p = ¥(s).

Tw. 1.9. Skrecenie krzywej biregularnej dane jest w dowolnej parametryzacji jako

(¥(t) x ¥(8) - 5(1)
FOESZ01

PRZYKEAD 1.19. Skrecenie dla helisy jest stale i wynosi

T(p) =

b

)= g

Mamy nastepujace wlasnosci zwiazane z funkcjami krzywizny K(p) i 7(p):

Materiaty dydaktyczne
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FAKT 1. Skrecenie krzywej znika tozsamosciowo wtedy i tylko wtedy, gdy krzywa jest pta-
ska.

Rzeczywiscie, jesli T = 0, to z (1.16) wynika, ze B'(s) = 01 B(s) = By jest stalym
wektorem. Poniewaz By = T x N = y/(s) x y¥"(s) /K, to ¥'(s) L By. Dalej

0=7/(s) Bo= 4 (¥(s) By).

Zatem y(s) - By = const. = ¥(sp) - By. W konsekwengji

(¥(s) —¥(s0)) -Bo =0

i y(s) lezy w plaszczyznie prostopadtej do By.

FAKT 2. Krzywizna znika tozsamos$ciowo, wtedy i tylko wtedy, gdy krzywa jest (fragmen-
tem) prosta.
Znikanie krzywizny oznacza, ze y”(s) = 0, co oznacza, ze y'(s) = v jest stalym wekto-
rem i w konsekwencji

Y(s) = (s —so)v + ¥(so) -

Powyzsza parametryzacja opisuje prosta (lub jej fragment).

FAKT 3. Jesli skrecenie krzywej znika tozsamos$ciowo i jej krzywizna K jest stata, to krzywa
jest (fragmentem) okregiem o promieniu 1/K.
Zauwazmy, ze wektor r(s) = y(s) + ﬁp)N (s) opisuje potozenie srodka krzywizny y(s)
w punkcie p = y(s). Jesli krzywizna jest stata, to

/(6) = ¥(9)+ (N'6) = ¥ (5) + ¢ (-KT) =¥'(5) = ¥'(5) = 0.

Zatem r(s) = rp ma stale polozenie i jednoczesnie |y(s) — ro| = 1/K. Zatem y(s) jest
okregiem (lub jego fragmentem) o srodku w g i promieniu 1/K.
FAKT 4. Jesli skrecenie i krzywizna krzywej sa stale, to krzywa jest (fragmentem) helisy.
Zauwazmy najpierw, ze dla helisy mamy stala krzywizne i skrecenie dane przez
S L
T RZFp27 TR
Zatem przy zadanym K i T parametry helisy sa wyznaczone przez

T R— K

K24+ 127 K242

Niech y(s) bedzie parametryzacja tukowa krzywej o statej krzywiznie K i skreceniu .
Zauwazmy, ze na podstawie (1.16)

;S(TT—FKB) = 17KN — K7N =0
zatem wektor v = 7T + KB pozostaje staly. Niech wyznacza on kierunek e3 = [0, 0, 1]

ukladu wspétrzednych:

b

v T K
Tl T VR VKRt (117)
Jesli parametryzacja y(s) miataby opisywac helise, to, uzywajac argumentéw dynamicz-
nych, mozna by byto roztozy¢ y(s) na jednostajny ruch postepowy w kierunku e, ktory
zgodnie z (1.15) bylby postaci

bs s

VR? + b2 ©= VK?Z + 12 °

Materiaty dydaktyczne
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oraz na ruch po okregu (lub jego fragmencie) w plaszczyZnie prostopadtej do es,

r(s) = v(s) -

TS
7#(2 n 2 es.
Do pokazania pozostaje zatem, ze r(s) opisuje tenze ruch po okregu. Zauwazmy, ze

%(r(s) re3) =1'(s) e3 = (7//(5) -

T T

—————e3)-e3=T 3 — ———.
VK + 12 3) 3 3T/t 2
Uwzgledniajac (1.17) otrzymamy

d T 5 T

(r(s) ) = TP - T o
Zatem r(s) - e3 = const = r(sp) - e3. Wybierzmy uktad odniesienia, tak aby r(sg) byt
jego poczatkiem. W takim ukladzie odniesienia r(s) - e3 = 0, zatem krzywa r(s) lezy w

ptaszczyznie prostopadtej do e3. Pozostaje do wykazania, ze r(s) ma statq krzywizne.

W tym celu obliczmy
T

r/(S) - T(S) - \/I@j_{_ﬂea
oraz r"'(s) = KN(s) i zauwazmy, ze
T2 2T K?

K2—|—T2 /K2+T2 (S) €3 7& ’

K2 + 72
CO 0znacza, ze parametryzacja przy uzyciu s nie jest flukowa dla krzywej (s). Niemniej
krzywizne mozemy obliczy¢ na podstawie ogélnego wzoru (1.10). Otrzymamy

PP =1+

Kt

#(s) % 7 (s) = [T(s) - \/ﬁeﬁ x KN(s) = KB(s) = €3 X N(5
— KB(s) - ﬂfji [l + \/I%(—T(s))}
3 2

K-t
S — ——T(s).
K2 + 12 (s) + K2 + 12 (s)

Ostatecznie krzywizna Kj krzywej r(s) dana jest przez

K — ¥ (s) x r"(s)| K>+ 12
SO S

Zatem r(s) opisuje okrag (lub jego fragment) o promieniu K/(K? + 72) w plaszczyZznie
prostopadtej do e3.

FAKT 5. Funkcje K(p) oraz 7(p) okreslaja krzywa w R3 z dokladnoscia do afinicznego prze-
ksztalcenia h : R® — R3, h(x) = Rx +a, gdzie a € R3 oraz R € SO(3) jest obrotem
(wladciwym) w R3.

1.6. Luki i rozmaitosci wymiaru 1

DEF. 1.10. Homeomorfizmem zbioréw X i Y nazywamy ciagle przeksztatcenie i : X — Y, kto-
re jest bijekcja (réznowartosciowe i na) i istnieje do niego ciagte przeksztalcenie odwrotne.

Odwzorowanie zbioru otwartego f : G C RF — R™ jest dyfeomorfizmem, jeéli jest r6z-
nowarto$ciowe, nieosobliwe (rzad rézniczki df jest k), klasy C! (gtadkie) oraz odwrotne do
niego jest ciagte.

Materiaty dydaktyczne
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Znieosobliwosci f wynika, ze dyfeomorfizm istnieje tylko przy m > k. Przy m = k kazde
réznowartoéciowe i nieosobliwe (nieznikajacy jakobian det df) odwzorowanie klasy C! jest
dyfeomorfizmem oraz odwzorowanie odwrotne tez jest dyfeomorfizmem.

DEF. 1.11. fukiem L nazywamy dyfeomorficzny obraz przedziatu otwartego I C R, tzn.
L = h(I), gdzie h : I — R" jest dyfeomorfizmem.

PRZYKEAD 1.20. Sprawdzi¢, czy nastepujace krzywe sa tukami:
(1) krzywa okreslona parametrycznie jako y(t) = [t,#3],t € R,
(2) krzywa okreslona parametrycznie jako y(t) = [t?,1%],t € R,
(3) krzywa okreslona parametrycznie jako y(t) = [Rcost, Rsint], t € [0,27],
(4) krzywa okreslona parametrycznie jako y(t) = [Rcost, Rsint], t € (0,4m),
(5) helisa y(t) = [Rcost, Rsint, bt], t € R.

PRZYKLAD 1.21. Niech S! oznacza jednostkowy okrag. Odwzorowanie h : (—m, 1] — S!
okreslone jako
h(t) = [cost,sin t]

jest r6zniczkowalna bijekcja. Czy odwzorowanie odwrotne do niego jest ciagte?
Rozw. h jako bijekcja ma odwzorowanie odwrotne k! : S! — (-7, 7r]. Pamietajac, ze
arctg : R — (—7/2, m/2) mozemy zapisac

arctg% x>0

hix,y) = 7r+arctg% x<0,y>0

—7r+arctg% x<0,y<0.

Funkcja i~ ! nie jest jednak ciagta w (—1,0)! Rzeczywiscie

m+arctg(—y) y >0

h1(-1,y) =
(=L y) { —m+arctg(—y) y<0.

i w konsekwencji
. -1/ _
yllg:lo h—(-1,y)==+m.
Zatem funkcja odwrotna nie jest ciagta w (—1, 0). Funkcja odwrotna do funkcji ciaglej nie
musi by¢ ciagla! 0

DEF. 1.12. Rozmaitosciq rézniczkowa wymiaru 1 nazywamy zbiér L, ktory jest suma pewnej
rodziny tukéw L, otwartych wzgledem L,

L=JLa,

@

tzn. istnieja zbiory otwarte I, C R oraz dyfeomorfizmy h, : I, — R", takie Ze stanowia one
pokrycie L.

Pary (Iy, hy) nazywamy mapami, a zbioér map {(Iy, hy) } tworzy atlas rozmaitosci wymia-
rul.

PRZYKLAD 1.22. Jednostkowy okrag o Srodku w poczatku ukladu wspétrzednych jest 1-wymiarowa
rozmaitoécia. Atlas tworza np. mapy {(I1,h1), (I, hy)}, gdzie hy : (—m,m) — R?, hy :
(0,271) — R?, hy(t) = hy(t) = [cost,sint].

Materiaty dydaktyczne



FAKT 1. Kazdy tuk jest rozmaitoscia wymiaru 1, ktéra ma tylko jedna mape.

FAKT 2. Jesli krzywa jest rozmaitoScia wymiaru 1, to w kazdym jej punkcie mozna wyzna-
czy¢ prosta styczna.

FAKT 3. Niech krzywa okreslona bedzie jako {(x,y) € R?: f(x,y) = 0}.Jesli f : G C R? —
R (G - zbiér otwarty w R?) jest odwzorowaniem klasy C' i Vf(x,y) # 0 wzdtuz catej
krzywej, to krzywa jest rozmaito$cia wymiaru 1. Zatem regularnosé¢ krzywej gwarantuje,
ze jest ona rozmaito$cia wymiaru 1.






Rozdzial 2

Powierzchnie w przestrzeni trojwymiarowej

W tym rozdziale rozpatrywaé bedziemy powierzchnie zanurzone w R3. Od dostatecz-
nie regularnej powierzchni bedziemy wymaga¢, aby w kazdym jej punkcie istniata jedno-
znacznie okreslona plaszczyzna styczna i aby lokalnie powierzchnia byta homeomorficzna
(dyfeomorficzna) ze zbiorem otwartym na plaszczyznie.

2.1. Réwnania powierzchni

Przypomnijmy podstawowe fakty zwiazane z rézniczkowaniem odwzorowan F : G C
RF — R™,

DEF. 2.1 (Rézniczka i rézniczkowalnoéé odwzorowan). Odwzorowanie F : G C RF — R™
jest rézniczkowalne w punkcie xo € G, jesli istnieje jego rdézniczka dF|y,, tzn. liniowe prze-
ksztalcenie dF|y, : RF — R™ takie ze

lim “11' (F(xo +h) — F(xo) — dE|, () = 0.

FAKT 2.1. Jesli G jest zbiorem otwartym (otoczeniem) w R* i funkcja F : G C RF — R™ jest
rozniczkowalna w punkcie xy € G, to

(1) F ma doktadnie jedna rézniczke w punkcie xo,

(2) istnieja pochodne czastkowe 9;F;(xo) i macierz rdZniczki (macierz Jacobiego) ma postac

dF|y, = [0iF], i=1,....k, j=1,...,m,

gdzie j numeruje wiersze oraz i numeruje kolumny,
(3) dziatanie rézniczki na wektor h € R opisuje mnozenie macierzy, tzn.

k
(dF |y, (h Z

Aby odwzorowanie F : G C RF — R byto rézniczkowalne w punkcie xo wystarcza
aby istnialy pochodne czastkowe i byly ciagle w xg. Jedli k = m, to macierz Jacobiego jest
kwadratowa i jej wyznacznik det dF|,, nazywamy jakobianem odwzorowania F w punkcie
XQ-

Omoéwimy dwa najwazniejsze sposoby okreslania powierzchni:

Roéwnanie parametryczne

DEF. 2.2. Réwnaniem parametrycznym powierzchni S nazywamy gladkie odwzorowanie
r : U — R3 zbioru otwartego U C R?, takie ze rankdr(u,v) = 2 dla kazdego (u,v) € U
orazr(U) =S,

r(u,v) = [x(u,v),y(u,v),z(u,v)], (u,v) e U.
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Odwzorowanie r nazywamy (globalna) parametryzacja powierzchni, a sama powierzchnie na-
zywamy platem.

Ustalmy vg. Odwzorowanie u +— r(u,vy) definiuje krzywa na powierzchni S, ktéra
nazywaé bedziemy liniq wspétrzednosciowq przy ustalonym v = vy. Pochodna d,r opisuje
zatem wektory styczne do omawianej linii wspétrzednosciowej. Podobnie odwzorowanie
v — *(up,v) przy ustalonym u = uy definiuje druga krzywa wspoétrzednosciowa na po-
wierzchni S, a d,r opisuje wektory styczne do niej. Obie krzywe tworza krzywoliniowa
siatke wspotrzednych na S odpowiadajacq wspoétrzednym w U.

FAKT 2.2. Nastepujace warunki sa rownowazne:
(1) rankdr = 2,
(2) wektory d,r oraz d,r sa liniowo niezalezne w kazdym punkcie powierzchni,
(3) dur x dpr # 0.

Wykres funkgji f : U C R? — R okreslony jako Wy = {(x,,z) e R : z = f(x,y), (x,y) €
U} (przez jawna posta¢ jednej ze zmiennych wyrazonych jako funkcje pozostatych) wpro-
wadza parametryzacje postaci

r(u,v) = [u,v, f(u,v)], (u,v) e U.

1 0
dr = [ 0 1 ]
ouf Oof
i w kazdym punkcie rank dr = 2.

PRZYKLAD 2.1. Parametryzacja r¢(x,y) = [x,y,/R?> —x%2 — y?] z obszaru U = {(x,y) €

R? : x2 +y? < R?} opisuje gorna polowa sfery, a parametryzacjary(x,y) = [x,y, —/R2 — x2 — 2]
z tego samego obszaru U — jej dolna potowe.

Zauwazmy, ze

Niech y(u) = [r(u),0,z(u)] bedzie regularna krzywa na ptaszczyznie XZ, dla ktorej
r(u) > 0. Krzywa ta mozemy obréci¢ wokot osi Z otrzymujac powierzchnig obrotowa o réw-
naniu parametrycznym

r(u,0) = [r(u)cosO,r(u)sin6, z(u)], (u,0) e R x(0,27).
Odwzorowanie r(u, 0) jest dyfeomorfizmem. Rzeczywiscie
r'(u)cos® —r(u)sind ]

dr(u,0) = [ r'(u)sin®  r(u)cos6
Z'(u) 1

irankdr = 2, chyba ze

{0

co jest wykluczone przez regularnos¢ krzywej.

PRZYKLAD 2.2. Zauwazmy, ze sfera o sSrodku w poczatku uktadu wspoéirzednych i promie-
niu R powstaje z obrotu pétokregu y(u) = [Rcosu,0, Rsinu|, u € [—mn/2, /2] wokot osi
Z okat 6 € [0,27). Odwzorowanie

r(u,0) = [RcosucosO,Rcosusinf, Rsinu|, (u,0) € [—n/2,m,2] x[0,27)

opisuje zatem sfere. Nie jest to jednal jej parametryzacja w sensie Def. 2.2, gdyz U = [—m/2, 7, 2] X
[0, 277) nie jest zbiorem otwartym w R?! Problemy te sugeruja, ze sfera nie jest platem!

Materiaty dydaktyczne
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Réwnanie algebraiczne

Dla f : G C R® — R zbior {(x,y,z) € R®: f(x,y,z) = 0} (poziomica zerowa) okresla
powierzchnie dwuwymiarowa.

DEF. 2.3. Spéjna powierzchnia S = {(x,y,z) € R3 : f(x,y,z) = 0} jest regularna, jesli
funkga f : G C R3 — Rjest gtadka i Vf # 0 dla kazdego punktu (x,y,z) € S. Zapisujemy
woéwczas, ze S = f1(0).

Kazda powierzchnia regularna jest lokalnie wykresem pewnej funkgji ¢ : U C R? — R.

PRZYKEAD 2.3. Plaszczyzna w R? jest wyznaczona przez wektor normalny n. Zatem réw-
nanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt ro € R jest postaci

n-(r—r) =0 <= ni(x—xp)+n2(y—yo)+ns(z—z)=0.

PRZYKLAD 2.4. Jednostronny stozek okreslony jestjako Sg = {(x,y,z) € R®: z = /2% + y2}.
Mamy f(x,y,z) = /x> +y*> —zi pochodne czastkowe

0f = ——, 3f = ¥y
nie sa okreslone w (0,0,0). Funkgja f nie jest zatem gtadka, a jednostronny stozek nie jest
powierzchnia regularna!

Mozna prébowacé temu zaradzi¢ wprowadzajac alternatywny opis jednostronnego stoz-
ka jako gérna potéwke catego stozka

S={(x,y,2z) eR®: 2> =x*+ 4% z > 0}.
Woéwczas wprawdzie f(x,y,z) = x> + y? — z2 jest gladka, ale V£(0,0,0) = 0.
PRZYKEAD 2.5. Elipsoida tréjosiowa
22 2

S:{(x,y,)e]R3 +Z2+Z :1}

jest powierzchnia regularna. Rzeczywiscie S = f~1(0), gdzie
2P 22
f(X,y,Z) = a72+b72+C72_1
Funkcja f jest gtadka oraz

2x 2y 2z
VD) = [ a] #0

na calej powierzchni S.

2.2. Plaszczyzna styczna do powierzchni

Niech S C R3 bedzie regularna powierzchnia i niech p = r(u) € S bedzie jej dowolnym
punktem lezacym w mapie (r, U).

DEF. 2.4. Wektor v jest styczny do powierzchni S w punkcie p, jeéli istnieje krzywa na S
v:(—¢¢€) — S, taka ze y(0) = p oraz ¥(0) = v.

Zbiér wszystkich wektoréow stycznych w punkcie p tworzy plaszczyzne styczng, ktéra
jest izomorficzna (réwnolegla do) z 2-wymiarowa podprzestrzenia wektorowa nazywana
przestrzeniq styczna T, S.
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Tw. 2.1. Przestrzen styczna T,S jest wyznaczona przez obraz rézniczki parametryzacji lokalnej
mapy, tzn.

T,S = Imdr|, = dr|u(R*) = {v e R*: Jw e R* v =dr|y(w)}.

Dowdd: Zwréémy uwage, ze dzieki warunkowi rank dr = 2, obrazem rézniczki jest 2-wymiarowa
podprzestrzern w R?. Niech w € Im dr|,,. Wektor w wyznacza w obszarze U prosta u + tw,
t € (—¢, ¢). Jej obrazem w parametryzacji r : U — S jest krzywa

Yol(t) = r(u+tw),
dla ktorej y,,(0) = r(u) = p oraz y,,(0) = dr|,(w). Jednoczesnie y,,(0) wyznacza wektor z
przestrzeni stycznej v € T),S. Zatem

Imdr|, C TpS. (2.1)

Odwrotnie, niech y : (—¢,¢) — S bedzie krzywa wyznaczajaca wektor styczny v = y(0)
w punkcie p = y(0). Dla dostatecznie matego ¢ > 0 mozna przyjaé, ze y(—¢,¢) C r(U).
Woéwczasy, =+ loy:U— U jest krzywa na U taka ze

Y.(0) =7 (¥(0)) =r"}(p) = u.

Przyjmijmy ¥,(0) = w. W konsekwengji relacji y(t) = r o y,(t) mamy

¥(0) = dr|u(¥,(0)) = dr|u(w).

Zatem wektor styczny ¥(0) € T,S wyznacza w i T,S C Imdr|,. Uwzgledniajac (2.1) otrzy-
mamy
T,S = Imdr|s, .

a

Aby wyznaczy¢ plaszczyzne styczna w punkcie p € S nalezy przestrzen styczna zaczepic
w punkcie p dokonujac przesuniecia o wektor o okreslajacy potozenie punktu p.

PRZYKLAD 2.6. Niech
r(6, p) = [cos psinB,sin psinB,cosb], (6,¢9) € D = (0,7m) x (0,27)

bedzie parametryzacja plata na jednostkowej sferze. Odwzorowania

¥(0) =r(6, (P)( . v(e) =16, (P)‘

@=const O=const

okresdlaja siatke linii wspdtrzednych na sferze, a wektory

cos 0 cos @ —sinfsin @
eg =y(0) = | cosOsing |, e, =¥(p) = | sinbcosg
—sin 6 0

sa styczne do tych linii w dowolnym punkcie (6, ¢) € r(D). Na regularnym placie {eg, e, }
sa one liniowo niezalezne i napinaja przestrzer styczna,l tzn.

T,S = Span{eg,e,} = {v € R3:v = viep +v2e,, v1,02 € R}.

1 Nie jest tak jednak na catej sferze! Na biegunie pétnocnym #(0,0) = [0,0, 1], e, jest wektorem zerowym i
nie rozpina zatem przestrzeni stycznej!
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Te sama przestrzen styczna otrzymamy uzywajac Tw. 2.1 i obliczajac Im dr](gl(p) (]Rz),
gdzie

cosfcos@p —sinfsing
dr’ = | cosfOsing sinfcos@
O) —sinf 0

Niech ro = r(r/4,0) = [1,0,1]/v/2. Wéwczas

1 0
1

dr‘ = — 0 1

(7/4,0) 21 1 0

oraz

1
ep(71/4,0) = \2 { O1 ] , ep(7/4,0) =

N
| —|
S = O
|

Niech v = [v1,v;] € R?. Wéwczas wektory z R3 postaci

1| @
d"\(n/4,o) (v) = ﬁ (%)

naleza do przestrzeni stycznej w punkcie [1,0,1]/ V2. Zauwazmy, ze sq one postaci

1| @
— | v = vieg(7/4,0) + voey(7/4,0) .
NG { _;1 ] 1€9 2

Réwnanie przestrzeni stycznej najwygodniej wyznaczy¢ znajdujac wektor prostopadly do

niej
1 1
n:\@egxe@:— 0.
V2|1

Wowczas przestrzen styczna ma réwnanie x + z = 0, a plaszczyzna styczna do sfera w
punkcie [1,0,1]/+/2 ma réwnanie

1 1
X——4+z——=0 < x-l-z:\fZ.
V2 V2

PRZYKLAD 2.7. Niech
r(u,v) = [u,0,R>* —u*> —v*], (u,0) € D= {(u,0):u*+0*> < R?}

bedzie parametryzacja stozka parabolicznego. Wyznaczy¢
(1) Macierz r6zniczki parametryzadji i jej modut,
(2) Wektory styczne do linii wspoétrzednych,
(3) Przestrzen i powierzchnie styczna w dowolnym punkcie p = r(ug, v),
(4) Réwnanie powierzchni stycznej w ukladzie XY Z.

Zauwazmy, ze ogolnie dla regularnej powierzchni S i punktu p = ry w lokalnej mapie
(r, U) wektory 017y, 1 927|y, rozpinaja plaszczyzna styczna w punkcie ry i wektor 917/, X
azr]TO jest do niej normalny. Zatem plaszczyzna styczna ma réwnanie

(017|py X 02F|p,) - (r—19) = 0.
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PRZYKELAD 2.8. Niech r(u) = [u, h(u)], gdzie h : U — R. Wéwczas

1 0
811" = 0 P Bzu = 1 .
d1h ool

—o1h
811’ X 821’ = —azh

Zatem

1

i ostatecznie rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie p = rg ma postac

alh(uo)(x — XO) + 82h(u0)(y — yo) — (Z — Z()) =0.
Niech S = {(x,y,z) € R*: f(x,y,z) = 0} = f~1(0) bedzie regularna powierzchnia.

Tw. 2.2. Przestrzer styczna w punkcie p € S jest wyznaczona przez jadro rézniczki funkcji f w
punkcie p, tzn.

T,S = Kerdf|,.
Dowdd: Rozpocznijmy od wyjadnienia powyzszego zapisu. Mamy
Kerdf|, = {v € R* 1 df|,(v) = 0} = {v € R’ : 01 f(p)v1 + d2f (p)v2 + 03 f (p)vs = O}.
Zatem nalezy pokazac, ze T,S sktada sie z wektoréw v prostopadtych do V f(p).

Niech v € T,Sikrzywa y : (—¢,¢) — S bedzie taka, ze ¥(0) = p oraz ¥(0) = v.
Poniewaz krzywa lezy na powierzchni S, to f(y(t)) = 0. Zatem

d .
= il (Y1) = Vi(¥(0) - ¥(0) = Vf(p) - v.
W konsekwencjiv L Vf(p)iT,S = Kerdf|, jako 2-wymiarowe podprzestrzenie. 0

Réwnanie plaszczyzny stycznej w punkcie p = ro do powierzchni S = f~1(0) ma zatem
postac

dflry(r =10) =Vl - (r—10) = 0.

PRZYKLAD 2.9. Dla sfery S! = {(x,y,z) € R® : 22 + y? + z2 = R?}, gradient f(x,y,z) =
x? + y? + z2 — R?> w punkcie p = rq jest V f|,, = 2rg. Zatem réwnanie plaszczyzny stycznej
w punkcie p = r jest postaci

2rg- (r—rp) =0 <= xx0+ yyo + zzo = R%.

2.3. Gladkie odwzorowania powierzchni

DEF. 2.5. Niech S C R? bedzie powierzchnia regularna i niech p € S. Funkge f : S — R
nazywamy gladka w otoczeniu punktu p € S, jedli istnieje lokalna parametryzacja otoczenia
punktu p € (U) taka ze f or: U — R jest gtadka.

Funkcja gtadka w jednej parametryzacji jest takze gtadka w innej parametryzacja, a wiec
pojecie to nie zalezy od wyboru parametryzacji.
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DEF. 2.6. Niech S11 S, C R3 beda dwoma regularnymi powierzchniami. Funkcje F : S; —
S» nazywamy gladka w otoczeniu r1 (U), jesli funkgja

r;loFor1:U—>V
jest gtadka.
W szczegodlnosci rézniczka funkgji F : S; — Sy w punkcie p = rq(u) jest
dF|, =d(ry' oFory)ly (2.2)

Rézniczka dF : TpS1 — Tr() Sz wyznacza tzw. odwzorowanie styczne wektorow z przestrzeni
stycznych.

2.4. Tensor metryczny

Niech r(u!, u?) bedzie parametryzacja powierzchni regularnej S. Wéwczas wektory stycz-
ne do linii wspéirzednych 017 oraz d,r sa liniowo niezalezne w punktach p € S, ale nieko-
niecznie prostopadte. lloczyn skalarny w R? indukuje iloczyn skalarny wektoréw stycznych

01 = Y040, v = X v5d;r w T, S jako
(01,02)p := Y, 0403 Orly - 9jrly) = Y 8ii(p) vy
i,j ij
gdzie wspotczynniki?
gl](p) = air|P'ajr|p/ Z/]: 1/2/
tworza pole macierzy (na S lub U w zaleznosci od potrzeb i wygody!)
E F
) = lsilp)) = | § ¢ |-

Zauwazmy, nastepujace wiasnoéci macierzy G:
(1) macierz G jest symetryczna,
(2) g11 = 017917 > O oraz

g :=detG = (917 917)(dar - dor) — (017 - 821*)2 >0

na mocy nieréwnosci Schwartza. Zatem macierz § jest dodatnio okreslona.
(3) Stuszna jest relacja

g = (917 - 917)(0ar - Dor) — (917 - Opr)? = |07 X Dar|?.
(4) Niech w(u!,u?) = [w'(u!, u?), w?(u!, u?)] bedzie zamiana parametryzacji S. W parame-
tryzacji (w!, w?) mamy
or or 2 Jukou™ or  or 2 Juk ou™

3= 30 aw L w ow w2 gl gl S

Zwykle stosuje sie konwencje sumacyjna, w mysl ktérej po powtarzajacym sie na r6z-
nym poziomie indeksie wykonywane jest sumowanie. Pozwala to na skrécenie zapisu i
niezapisywanie symboli sum! Wzoér

. ouk Ju™

8ij = ng km
okresla regutle transformacji tensora dwukrotnie kowariantnego.

2 W tradycyjnej notacji wprowadzonej przez Gaussa g17 = E(ul,u?), g10 = g1 = F(ul',u?), g0 =
G(u', u?) byly funkcjami na U nie na S.
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DEF. 2.7 (Tensor metryczny il forma podstawowa). Macierz § nazywa sie tensorem metrycz-
nym, natomiast forme kwadratowa na S

hly(@) = (0,0)),  ©ET,S

nazywa sie I forma podstawowaq powierzchni.

Znajomos¢ formy podstawowej I (v) jest rownowazna znajomosci iloczynu skalarnego (v1, v2)
i pozwala na obliczanie dtugosci krzywych na S. Niech y : [t1, £2] — S bedzie krzywana S,
y(t) = r(ul(t), u(t)). Dlugos¢ tej krzywej okresla wzor

ty ts
L(t1,t2) :/\/Il()'/(t))dt:/\/gll(u1)2+2g12u1u2 + g2 (1i2)2dt,
t f1

gdzie g;; sa funkcjami (u!,u?), a zatem funkcjami parametru t.

Tensor metryczny pozwala zapisaé pole ptata r(U) jako

//7'(U) s = //u |07 x Or|dutdu® = //u Vg dutdu?.

Poniewaz ¢ > 0, to istnieje macierz odwrotna §~! = [¢'/], gdzie g'/ ik = 6};. Reguta

transformacyjna dla wspotczynnikéw G~ = [¢7/] jest postaci

5ij _ km

co uzasadnia, ze G~ jest tensorem dwukrotnie kontrawariantnym.

PRZYKEAD 2.10. Dla ptata sfery z Przykladu 2.6 mamy
cosBcos @ —sin@sin @
dor = | cosBOsing |, dpt = sin 6 cos @ .
—sin® 0
Zatem
1 0
gij(gl (P) = |: 0 Sinz 0 :|

oraz
dI? = do% + sin? 0d¢? .

PRZYKEAD 2.11. Dla powierzchni r(u!, u?) = [u!,u?, R?> — (u')? — (4?)?] mamy

1 0
811‘ = 0 , 821‘ = 1 ’
—2u! —2u?

1+4u')?  4ulu? g1 — 1 1+4(u?)?  —4ulu?
dutu?  1+4(u?)? |’ T det§ | —4u'u®  1+4(u')? |’

zatem

9:

gdzie detG =1+ 4(u')? +4(u?)2.
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2.5. Réwnanie geodezyjnej

Niech t
Llu, ] = /t Flu(t), u(t))dt

bedzie funkcjonatem zaleznym od funkgji u(t) ijej pochodnej i (t) po parametrze t. Rachu-
nek wariacyjny daje odpowiedz na pytanie o réwnanie, jakie spenia funkcja u(t), ktéra
ekstremalizuje funkcjonat L.

Wariacja funkcjonatu £ nazywamy przyrost wartosci

OL = Lu+ du,u+ bu| — Lu, 1]
dla takiej niewielkiej zmiany postaci funkcji du, ktéra znika na brzegach, tzn.
5u(t1) = 5u(t2) =0. (23)

Funkcjonal £ bedzie przyjmowat wartos¢ ekstremalna, jesli £ = 0. Zauwazmy, ze
)
5L = (f(u + Su, 11+ 51i) —f(u(t),u(t))dt,

5]

gdzie
flu+ou,u+ou)= f(u,u)+0,fou+9,foi.

Zatem

t
5L = / [0 f6u + 0y foil]dt .
f

Aby wyrazi¢ 0L tylko przy uzyciu du catkujemy przez czesci

5e— [ (3, fsu— 2o, fsu)dt + 9, 5
= |7 (oufou— grdufsu)dr-+aufou

=0

1)
t

/ _ /tltz (auf_ ;tauf) oudt,

gdzie ostatni czton znika na mocy (2.3). Zatem 6L = 0, jesli
d
auf—aauf:o. (2.4)

Rozwiazanie powyzszego zwyczajnego réwnania liniowego daje funkgje u(t), ktora eks-
tremalizuje funkcjonat £[u, 1. Jesli funkcji u(t) jest wiecej, tzn. u(t) = [ul(t),...,u™(t)],
woéweczas (2.4) przyjmuje postaé ukladu réwnan Eulera-Lagrange’a

aukf—;taukf:o, k=1,...,m. (2.5)

Powracajac do problemu najkrétszej (w sensie metryki zadawanej przez g) krzywej 1a-
czacej punkty r(ul(t),u?(t1)) oraz r(u'(t2), u(t;)) mamy

ta —
Llut,ut,u?, 0% = / gij(ul, u?)utiidt .
f

Zatem dla
f(u',u',u Ju?) = gij(ul,uz)uiuf
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otrzymamy dlak = 1,2

1 .
aukf = Eakgijl;llll]

1 TR 1 i ¥
O f = Egij(‘siku] + o) = E(gkju] + gitt'),

gdzie oy = 0, oraz G(t) = /g;jui1i/. Zatem (2.5) przyjmuja postac

1
G

1

G(gkjﬂj +gikﬂi)} =0.

o d
il — 2

ok gijl'ul T [

Aby uprosci¢ otrzymane réwnania wprowadzamy nowy parametr 7, tak aby dt = G(t)dt.

Wobwczas

du dul  d du/ du'
akgijEE e [gkjﬁ +8ikﬁ} =0. (2.6)
Poniewaz
L P T LN T T
dr (8% g T8k g | T 8k g g T I8 g g T 8K gz T8k
du' dul d?ul
= (9igxj +9jgik) 77— +28ki 3 -
to (2.6) przyjmie postac
du' dul d*ui
(Okgij — 0igkj — aj&‘k)ﬁﬁ 28k 57 =0
i ostatecznie otrzymamy rdwnanie rézniczkowe geodezyjnej w postaci
d2ul 1 du' dul
8k gz T E(aigkj + 98k — 9%kgij) T = O k=12, (2.7)
Tkjij

gdzie Iy;; sa symbolami Christoffela (wsp6tczynnikami koneksji) I rodzaju lub

d2uk du' dul

Sl ) | el e =1,2

d72+ij Udr dt 0, k T
gdzie

1
hi=3 Y 8" (3igkj + 9jgik — 9gif)
k

sa wspotczynnikami Christoffela II rodzaju.
PRZYKEAD 2.12. Wyznaczymy réwnania linii geodezyjnej dla powierzchni

r(uy, up) = [ug, up, u? — u3].

Wektory styczne do linii wspotrzednych majq posta¢ 917 = [1,0,2u1], dor = [0,1, —2u5].
Stad tensor metryczny i odwrotny do niego

1+4u? —4duquy
—duuy, 1+ 4u% !

1+4u3  dujuy

1
1 _ 1
5 (ur,uz) = g | 4wmuy 1+4ud |’

9(“1/ MZ) =
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Pl
v

=X Y
o

o

Rysunek 2.1. Krzywa geodezyjna na powierzchni r(uy,up) = [u1,up,u? — u3) laczaca punkty
r(1.5,—1) oraz ¥r(—1.5,1.5).

gdzie ¢ = 1+ 4u? + u3. W konsekwencji niezerowymi symbolami Christoffela

1
Tkjij = E(aigkj +9;gik — %&ij)

sa M1 = —Tipp = 4uy, Typp = —Typ11 = 4uz. Niezerowymi wspéiczynnikami Christoffela
Il rodzaju sa natomiast I}, = T}, = 4uy/g, T3, = —T} = 4u,/g. Ostatecznie réwnania
geodezyjnej sa postaci

.. du, .2 .2
i1+ ———5—— Uy —1;5) =0
! 1+4u%+4u%( 1)
4
iia 2 (—id)=0

14412 + 4
Rozwiazania tych réwnan w postaci pokazuje Rys. 2.1.

PRZYKELAD 2.13. Wyznaczy¢ symbole Christoffela I i II rodzaju oraz réwnania linii geode-
zyjnej dla powierzchni
r(u1, up) = [uy, uz, ugus].

PRZYKLAD 2.14. Pokazag, ze jezeli linie wspoirzednych sa prostopadle w kazdym punkcie
powierzchni S, tzn.
[ ]

0 g2
to wspotczynniki Christoffela przyjmuja postac:

1 1 1
M= 531 Ingi1, Th=Ty= 592 Ingi1, = —Ealgzz
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oraz 1 1 1
F222 = Eaz lngzz, r122 = F221 = 581 lngzz, Flzl = —zgjazgn .

PRZYKLAD 2.15. Wykorzystujac wyniki z poprzedniego Przykladu, pokaza¢, ze réwnania
geodezyjnych na sferze maja postac

0 —sin@cos0p® =0, o+ 2ctg00p =0.

2.6. Idea krzywizny Gaussa

W dowolnym punkcie p = r(u) € S jednostkowy wektor normalny do regularnej po-
wierzchni S moze by¢ wyznaczony jako

811‘|p X 821";; . . . . . .
p = =———= -, 8dy p € r(U) i powierzchnia opisana jest parametrycznie oraz
]alr|p X 821’|p|
\Y
— ny = ]Vﬂp\' gdy p € £71(0), a powierzchnia opisana przy pomocy réwnania.
P

Wektor normalny nie jest jednak okreslony jednoznacznie.

DEF. 2.8. Orientacjq powierzchni S nazywa sie wyb6r wektora normalnego n, w kazdym
punkcie p € S w taki sposéb, aby przyporzadkowanie p — n, byto ciagte.
Powierzchnie, na ktérej mozna wprowadzi¢ orientacje, nazywa sie orientowalna.

Kazdy pflat jest orientowalny, ale nie kazda powierzchnia regularna jest orientowalna
np. wstega Mébiusa nie jest orientowalna 3

Uz . uy . .U
r(uy, up) = cosu1—|—u2cos?cosu1,smu1—|—u2cos?smu1,u2 sin—- |, 1,1 eR.

Jesli pole wektoréw n, zadaje orientacje, to pole —n, zadaje orientacje przeciwna. Spdjna
powierzchnia moze mie¢ tylko te dwie orientacje.

Niech S bedzie powierzchnia orientowalna z orientacja zadana przez pole wektoréw
normalnych n,. Kazdemu z nich, jako wektorowi o dtugosci 1, odpowiada punkt s na jed-
nostkowej sferze S?, dla ktérego n, jest wektorem radialnym.

DEF. 2.9 (Odwzorowanie Gaussa). Odwzorowanie N : p € S +— S? 3 s = n(p) przypo-
rzadkowujace punktowi p powierzchni S punkt s € 5% na sferze wyznaczony przez wektor
radialny n(p) zaczepiony w srodku sfery, nazywa sie odwzorowaniem sferycznym lub odwzo-
rowaniem Gaussa.

N : S — S?jest gtadkim odwzorowaniem dwéch powierzchni, o ile przyporzadkowanie
p — n(p) jest gladkie.

PRZYKEAD 2.16. Odwzorowanie sferyczne dla ptaszczyzny jest odwzorowaniem statym:
kazdemu punktowi ptaszczyzny odpowiada ten sam punkt na sferze.
Odwzorowanie sferyczne dla sfery jest identycznoscia.

Krzywizne powierzchni w punkcie p € S Gauss wyobrazal sobie nastepujaco: powierzch-
nia jest w okolicy punktu p tym bardziej zakrzywiona, im wiekszym zmianom ulega wektor
normalny do powierzchni w okolicy punktu p mierzony (z uzyciem przeksztalcenia sferycz-
nego) jako fragment powierzchni sfery.

3 7(R?) nie jest otwarte w R3, zatem to nie jest dyfeomorfizm!
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Dokladniej: Niech D. C R? bedzie otwartym dyskiem o promieniu € iniech p = r(0,0) €
S. Wowczas krzywizne Gaussa K¢ (z doktadnos$cia do znaku) mozna rozumie¢ jako

_ 1. [(Nor)(De)|
|Ke(p)| = ll_{%wf

gdzie | - | oznacza pole powierzchni zbioru. Precyzyjna definicje odtozymy na pézniej (Def. 2.14).

2.7. Wlasnosci przeksztalcenia sferycznego

Roézniczka dN, : T,S — T,S? wyznacza, zgodnie z (2.2), odwzorowanie styczne prze-
strzeni wektorowych T, S oraz T,5%. Poniewaz n, jest prostopadly zaréwno do T, S jak i do
T,S?, obie te przestrzenie maja to samo nachylenie w przestrzeni R?, sa zatem izomorficzne.

DEF. 2.10. Liniowe przeksztalcenie dN, : T,S — T;5* ~ T,S nazywa sie operatorem Wein-
gartena.

LEMAT 1. Operator Weingartena jest symetryczny wzgledem indukowanego iloczynu skalarnego na
S, tzn.

Dowdd: Jesli v = w, to rownos¢ (2.8) wynika z symetrycznoséci iloczynu skalarnego. Niech
v # w. R6wnos¢ (2.8) wystarczy sprawdzi¢ na wektorach bazowych. Mamy

Vw e T,S dNp(w) = din,w' + dn,w?.
W szczegolnosci dla d17|, = [1,0] oraz dor|, = [0, 1] mamy

dN,(917|p) = d1np, dN,(d2t|p) = 02mp (2.9)
Rézniczkujac warunki ortogonalnosci

<81r,n>p =0 <32311’,n>p + (o017, azn>,, =0
{ o) =0 = 1 @dar.ms+ (@or dymy = 0 (2.10)

i odejmujac je stronami otrzymamy
(017, 02m), = (0aot, 011), = (911, 021)p .
Z drugiej strony
(017,dN(02r))p = (011, 02m), = (011, 021), = (AN(917),021),,

co dowodzi, ze dN,, jest symetryczny na wektorach bazowych. O

Zatem warto$ci wlasne operatora Weingartena sa rzeczywiste, a jego unormowane wekto-
ry wlasne tworza baze ortonormalna w kazdej przestrzeni stycznej T,S. Wykorzystamy te
wlasnosci w dalszej czesci.

Nietrudno wyznaczy¢ macierz operatora Weingartena N = [N;;] w bazie {917, dor|, }.
Z definicji macierzy odwzorowania

dN(E)]r) = Z/\fﬁair

zatem

<am1’, dN(a])1’>p = ZJ\[]lglm . (211)
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Lewa strona na mocy (2.9) moze by¢ zapisana jako
(Omur,AN(0j7))p = (Omr,djn)p, m,j=1,2.

Tradycyjnie (w notacji Gaussa) wspétczynniki te traktuje sie jako funkcje na U oraz oznacza
sie jako

L(Ml,MZ) = (E)lr,aln)p, M(ul,uz) = (E)lr,azn)p = (E)zr,aln)p, N(ul,uz) = <321‘, 82n)p .

Zbierzmy je w macierz

7= ]

i przepiszmy dzieki temu (2.11) jako Z = G - N'. W konsekwengji

1[G —F][L M] 1{GL—FM GM — FN
8

— 71. — —
N=§"-1 g| —-F E M N EM—-FL EN-FM |~

Zauwazmy, ze niezmienniki przeksztatcenia dN, okreslone przez detN i tr N’ wynosza
odpowiednio

LN — M?
GL—-2FM+EN
aN = (2.13)

Z uwagina warunki ortogonalnosci (2.10) wspétczynniki L, M, N moga by¢ wyznaczone
tylko w oparciu o znajomo$¢ parametryzacji. Rzeczywiécie

(0ir,0jn), = —(n, afjr>p , oraz mn= 1galr X 0at,
zatem
L L (017 X Dor) - 0%y 7
= — 1 .
/3 2 11
1
M= —ﬁ(f)lr X Ot - 03,7 (2.14)

1
N = —ﬁ(alr X 0a1) - 03,7

DEF. 2.11 (Il forma podstawowa powierzchni). II forma podstawowaq powierzchni nazywamy
forme kwadratowa okreslona na S jako

IZ‘p(v) = —<de(v),v>p
Jesli v = v'91r 4+ v2d,r, to
L|p(v) = —(0'dN(917) + v*dN(dpr), v' 17 + v*dar)

— o'} { v ] [ Z; } . (2.15)

Powyzszy wzér oznacza, ze macierza formy I jest —Z.
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PRZYKELAD 2.17. Wyznaczymy przeksztalcenie sferyczne, operator Weingartena i jego ma-
cierz w bazie {91, dor} dla powierzchni

r(uy, up) = [ul,uz,u% — u%] )

Wektory styczne do linii wspétrzednych maja postac 917 = [1,0,2u1], dor = [0,1, —2uz], a
wektor normalny w punkcie p = r(uy, 1) jest

81r X E)zr [—21/11,21/[2, 1]

n(ul’MZ) - |81r X 321’| - \/g !

gdzie ¢ = 1+ 4u? + 4u3. Zatem przeksztalcenie sferyczne N : p = r(u1, up) — s € S?, gdzie
s okreslony jest przez wektor radialny [—2uq,2us,1]/,/3.
Aby wyznaczy¢ rézniczke dN : T,S — TpS wyznaczmy

1
011 () 1) = —Eg_B’/zalg[—Zul, 2uy,1] +g_1/2[—2, 0,0] = g_3/2[—2(1 +4u3), —8ujuy, —4uy]
oraz

1
My, 1)) = —Eg_S/Zazg[—ZulluQ, 1] + g_l/2 [0,2,0] = g_3/2 [Suq1z,2(1 + 4u?), —4u,) .

Zatem rézniczka My uy) W bazie zero-jedynkowej {e1, e} w R2 ma postac

dn(ul,uz) = 873/2 —8uquy 2(1 + 41,[%)
—41/11 —41/l2

Poniewaz dn,, ,,)(e1) = dN,(d1r) oraz dn,, ,,)(e2) = dNy(dar), to macierz odwzorowania
Weingartena N/ = [V;j] mozna wyznaczy¢ z warunk6w

—2(1+4u3) ] [ 1 ] [0 ]

dNp(01r) = g’3/2 —8uquy =N | 0 | +MN2 1
—4141 ] L 2u1 ] i —2142 i
8141142 i [ 1 i [ 0 i

dNp(dzr) = g’3/2 2(1 —|—4u%) = Ny 0 + Na» 1
—4M2 i L 2111 ] i —21/!2 ]

Stad wynika
_ ap | 20 +4u3)  Sugup
N=2 [ —8ujuy  2(1+4u?) |-

Mozna takze wykorzysta¢ wzory (2.14), aby wyznaczy¢ macierz 7 zlozona z funkcji L, M, N,
a nastepnie wykorzystaé N' = ! . 7.

PRZYKLAD 2.18. Wyznaczy¢ przeksztalcenie sferyczne, operator Weingartena i jego macierz
w bazie {917, dor} dla powierzchni

r(uy,up) = [u1, up, uqp] .
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2.8. Krzywizna normalna, Gaussa i krzywizny glé6wne

Do okreélenia krzywizny powierzchni mozna wykorzystaé krzywizne krzywych leza-
cych na tej powierzchni. Niech y : (—¢,¢) — S bedzie krzywa na S parametryzowang tu-
kowo, taka ze y(0) = p oraz ¥(0) = v € T,,S. Niech n(p) bedzie jednostkowym wektorem
normalnym do powierzchni S w punkcie p oraz niech N : S — S? bedzie odwzorowaniem
sferycznym tej powierzchni.

DEF. 2.12. Krzywizna normalng k, krzywej y(s) na S nazywamy rzut jej wektora przy-
spieszenia na kierunek normalny do powierzchni w danym punkcie p = y(s) wyznaczony
przez n(y(s)) = N(y(s)), tzn.

ku(s) = (¥"(s), n(¥(s)))y(s) -

Tw. 2.3 (Tw. Meusnier). Krzywizna normalna krzywej y(s) jest wyznaczona przez II forme pod-
stawowaq powierzchni, tzn.

Kﬂ(s) = IZ’y(s)(Y/(S))' (2.16)
Dowdd: Poniewaz (y'(s),n(y(s)))p, =0, to

Dodatkowo dN,(v) = %|,_on(y(s)). W konsekwendji

Bly o) = ~(dNy(2),0), = ~( (YO, Y (0)) = (' (0) n(r(O).

Poréwnujac z Def. 2.12, w ktérej p = y(0), otrzymamy zadana relagje. O

Przywotujac Def. 1.8, dla krzywej biregularnej, mozemy zapisac¢ relacje y”(s) = K(p)N(s),
gdzie K(p) jest krzywizna krzywej, a N(s) wektorem normalnym (do krzywej). Wektory
N(s) oraz n(y(s)) nie musza by¢ wspoétliniowe! Zatem

Dla krzywej parametryzowanej w dowolny sposéb parametrem t mamy

YO =y ()T =V EI0],

zatem Vy/(s) = y(t)/|v(t)|. Wykorzystujac (2.16) i pamietajac, ze I, jest forma kwadratowa
otrzymamy

kn(t) = 12%)( ¥(t) ) _ h'/1 By (#(1)

o)) = Fop2hoW) =11 Gm)

Zatem krzywizna normalna w danym punkcie zalezy od wyboru kierunku okreélonego
przez wektory styczne do réznych krzywych. Wielkosci

Knp(0) =

zalezne o kierunku v charakteryzuja krzywizne w punkcie p.

Materiaty dydaktyczne



Krzywizna normalna, Gaussa i krzywizny giéwne 37

DEF. 2.13 (Kierunki i krzywizny giéwne). Oznaczmy dwie wartosci wlasne odwzorowania
Weingartena dN,, : T,S — T,S przez {—k;, —k»}, tzn.

dN,,(wi) = —kiwi, i= 1,2.

Wowczas wielkosci k1, ko, k1 < kp, nazwiemy krzywiznami gléwnymi w punkcie p, a od-
powiadajace im jednostkowe wektory wtasne {w1, wy} — kierunkami gtownymi w punkcie
p.

Podstawowe wlasnosci kierunkéw i krzywizn gtéwnych sa nastepujace:
(1) {w1, wy} tworza ortonormalna baze w T}, S.

Wynika to z symetrycznosci odwzorowania Weinagartena.
(2) Krzywizny gltéwne sa krzywiznami normalnymi dla kierunkéw gtéwnych.

Rzeczywiscie

_ Dblp(w;)  —(dNp(w)), wj)p  ki{wj,wj)p .
Knp(w]')— = = —k]‘, ]—1,2.
hip(w)) (wj, wj)p (wj, wj)p

(3) Niech e bedzie jednostkowym wektorem w T,S iniech cos6 = (e, w1>p oraz sinf =
(e, wy)p. Wowczas stuszny jest wzor Eulera

knp(e) = Iop(e) = ki cos? 0 + ky sin? 0.
Dla jednostkowego wektora e = cos 0w + sin w, mamy bowiem

Knp(e) = Ipp(e) = (ki cos Owi + ko sin Ows, cos Ow1 + sin Owy), = kq cos? 0 + ko sin? 0.

(2.17)

(4) Zbiér wartosci krzywizn normalnych na wektorach jednostkowych jest przedziatem
[k1, kz]. Rzeczywiscie z (2.17) wynika ze

knp(e) = ki + (kp — k1) sin? 6.
Poniewaz 0 < sin@ < 1, to k1 < kyp(e) < ka.

DEF. 2.14 (Krzywizna Gaussa i $rednia). Niech S bedzie zorientowana powierzchnia oraz
N : S — S?jej odwzorowaniem sferycznym. Krzywizng Gaussa nazywamy funkcje Kg : S —
R okreslona jako

KG(p> = det de .
Krzywizng Sredniq nazywamy

_ 1

Na bazie (2.12) mamy zatem

LN — M?
KG == k]kz == w , (218)
_ _ki+ks  GL—2FM+EN
R= == =506 (2.19)

Przypominamy nastepujaca geometryczna interpretacje krzywizny Gaussa.

Tw. 2.4. Niech D. C R? bedzie otwartym dyskiem o promieniu € i niech p = r(0,0) € S. Wéwczas,
jesli Kg(p) # 0, to
i [(N27)(De)|
‘KG(p” _1:13% |r(De)’ ’

gdzie | - | oznacza pole powierzchni zbioru.
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Dowdd: Idea dowodu opiera sie na pokazaniu (z uzyciem twierdzenia o warto$ci Sredniej
dla catek wielokrotnych), ze stosunek pél

KNbrKDQ|zlé|aﬂNor)x8ﬂNbrMmme::é]dadewﬂwﬂw<%ﬂdmdm
|r(De)| = / |017 X dor|duyduy
De

w granicy niewielkiego dysku i przy zatozeniu gltadkosci odwzorowania r(uy, up), wynosi
[detdN, ] = [Ks(p)]. 0

PRZYKELAD 2.19. Wyznaczymy rézne rodzaje krzywizn dla powierzchni
r(uy, u) = [uq, un, ud — u3].

Aby wyznaczy¢ krzywizny normalne ;,(v) obliczymy sktadowe L, M, N II formy podsta-
wowej. Dla wektora v = 91917 + v?d,r mamy na mocy (2.15)

Ly(v) = —(L(u, ) (v1)? 4+ 2M(uy, up)o'v? + N(uq, u) (v%)?),

gdzie
1
L=——(drxdr) -02r = —2¢g7V/2,
V8
1
M= —7(811’ X 821’) . 6%21’ =0
V8

1
N=———(01r X 0pr) - 3%, 7r = 2 -1/2
\/g( )02, 8

Zatem krzywizny normalne okreéla wzér
. (v) - 2(271)2 _ 2(U2)2 B 2(01)2 _ 2(02)2
np - 2 - .
Velo| /14 4u? + 4u3[(1+4u?)(01)? — Buqur 0102 + (1 + 4u3) (v?)?]

Aby wyznaczy¢ krzywizne Gaussa i krzywizny giéwne przypomnijmy macierz odwzoro-
wania Weingartena dla tej powierzchni

s 214+ 4ud) 8uq1p
N=g [ —8uyuy  2(1+4u?) |-

Wielkos¢ Kg = detN = —4¢~2 okresla krzywizne Gaussa, a K = —%tr/\/’ = 4(u3 —
2\ ,—3/2

ui)g

rownanie

przedstawia krzywizne $rednia. Warto$ci wiasne tego odwzorowania spetniaja

X2+ 8xg 2 (u3 —ud) —4g72 = 0. (2.20)

Pierwiastki tego réwnania ze znakiem minus okreslaja krzywizny giéwne. Zauwazmy, ze
wsp6lczynniki tego réwnania daja sie wyrazi¢ przez Kg i K. Rzeczywiscie, (2.20) mozna
przepisac jako

x>+ 2Kx+Ks =0,

ko =R+ /R2— K%

Mozna pokaza¢, ze wyrazenia na ki > sa stuszne takze w przypadku dowolnej powierzchni.

a wowczas

Materiaty dydaktyczne



Wspotczynniki koneksji metrycznej. Rownania strukturalne 39

2.9. Wspélczynniki koneksji metrycznej. Réwnania strukturalne

W kazdym punkcie p € S regularnej powierzchni mamy baze {917, dor} w przestrzeni
stycznej T, S oraz wektor normalny n, prostopadly do T,S. O wlasnosciach geometrycz-
nych powierzchni decyduja iloczyny skalarne (81-2]-1’, oir)p, (E)?jkr, 0i7)p, ..., ktére pozwalaja
wyznaczy¢ sktadowe wektorow 82 r, 81 il W bazie {017, 02, n} przestrzeni R3. Wiemy

juz, ze
djn = dN( ZNk]akr (2.21)

gdzie [Nj;] jest macierza przeksztalcenia liniowego dN, w bazie {01, dzr}.
Niech
82 r = I‘l 811’ + ]-821’ + Iijn , (2.22)

gdzie [Z;;] jest macierza II formy podstawowej. Zatem
(Okr, az‘Zj”>p = ; 17 (Okr, Omt)p = Z 7 8iom = T
Z drugiej strony rézniczkowanie gy, = (i, Ont)p, daje
A&km = (057, Omr)p + (Ot 07 7) p = Tt + Tifim - (2.23)

Biorac cykliczne permutacje indekséw {lkm} otrzymamy dwie dodatkowe relacje

akgﬂﬂ = <aﬁqkr' alr>l7 + <am1’, a%lr>}7 = rl\km + I_‘m|kl ’ (2.24)
OmSik = <a%111‘, akr>p + (o7, afnk1">p = rk\ml + F”mk. (2.25)

Dodajac (2.23) oraz (2.24) i odejmujac (2.25) otrzymamy symbole Christoffela I rodzaju

1
Dk = 5(3181("1 + Okgmi — Om&ki)

znane juz ze wzoru (2.7). Symbole Christoffela I} II rodzaju maja zatem postac¢

=Y &= Zg (018kr + 9kgr1 — OrQk1) -
r

Oba rodzaje symboli Christoffela stanowia wspotczynniki koneksji metrycznej na powierzch-
ni S: struktury, ktéra umozliwia poréwnywanie obiektéw wektorowych (tensorowych) w
réznych punktach powierzchni. W og6lnosci, koneksja jest struktura niezalezna od tensora
metrycznego, ale staje sie z nim zwiazana, jesli zazadamy pewnych dodatkowych warun-
kéw przesuniecia réwnolegtego (np. zachowanie diugosci wektora podczas przesuwania
rownoleglego).

Niech teraz

Ayr = ZAZ]@ r+Byjn.

Rézniczkujac (2.22) po u! otrzymamy
l]lr al [Z akr + 7 } = Z (81 akf + F’}B,%,r) + alIi]'n + Il‘jaln

Wykorzystujac powtérnie (2.22) i (2.21) otrzymamy

al]lr = Z (all“i’; + Z l“[jl“rk, + Iij/\/kl)akr + (; F}}Ikl + alIi]'>n
r
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W konsekwengji
Ai'{jl = all“z-’;- + Z I“[]-I“rk, + Iiijl
r
Biﬂ = Z Fi’;.Ikl + E)ZLJ» .
k

Zalozenie o gladkosci parametryzacji implikuje symetrie wielkosci A oraz B w dolnych
wskaznikach, w szczeg6lnosci Ai.‘].l = Ak joraz Bijy = Bjj. Wykorzystujac pierwszy z nich
otrzymamy tozsamos¢ Gaussa

ark =i+ (Wrh—mirt) = —=(TiNu —TaNs)),  kijl=12,  (26)
r

ktéra wskazuje na to, ze symbole Christoffela, sktadowe macierzy przeksztalcenia Weingar-
tena oraz skladowe II formy podstawowej nie moga by¢ zupelnie dowolne: facza je pewne
warunki zgodno$ci. W szczeg6lnoséci dla ! = k = 1 oraz j = i = 2 prawa strona (2.26)
przyjmie postac

—(TopNi1 — ToiN12) = —; [ — N(GL — EM) + M(GM — FN)} - ;G(NL ~ M?) = GKq,

gdzie wykorzystaliSmy znane juz relacje

;__[L M N _L[GL-FM GM—EN
M N’ “g| EM—FL EN-FM

oraz wzor (2.18) na krzywizne Gaussa.

Tw. 2.5 (Egregium Gaussa). Krzywizna Gaussa wyraza si¢ wytacznie przez sktadowe I formy
podstawowej (sktadowe tensora metrycznego) i ma postac*

1
Ke=¢ [81 My — 02l + ) <r2rzrr11 — T F,12>] : (2.27)
r
Z warunkow symetrii B;;; = Bj;; wynikaja tozsamosci Codazzi-Mainarda postaci

y (r;lzir - rgzjr) =0Ty - 0Ty, ijl=1,2.

7

2.10. Przesuniecie réwnolegle i pochodna kowariantna

DEF. 2.15. Polem wektorowym wzdiuz krzywej ¥ : (a,b) — S na powierzchni S spara-
metryzowanej przez r(u!, u?) nazywamy gladkie odwzorowanie v : (a,b) — R3, takie ze
vt € T\ S dla kazdego t € (a,b). Zatem

Ut = Ul(t)aﬂ"y(t) + vz(t)82r|y(t) .
Pochodna tego odwzorowania, mierzaca zmiany pola wektorowego wzdtuz krzywe;j,

nie jest na ogét polem wektorowym, bo nie wiadomo jak odjaé wektory okreslone w réznych
punktach krzywej. Aby to bylo wykonalne, nalezy najpierw przemiesci¢ jeden z wektoréw
wzdtuz krzywej tak, aby oba wektory zaczepiony byly w tym samym punkcie.

* W bardziej wspétczesnym sformutowaniu oznacza to, ze dwie powierzchnie o tej samej krzywiznie Gaus-
sa sa lokalnie izometryczne!
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DEF. 2.16. Pochodna kowariantna pola wektorowego v jest pole wektorowe Dv okre$lone
jako
Doy = ﬂy(t)(f]f) ’

gdzie 7,y : 'R3—> T y(t)S jest rzutowaniem prostopadtym.

Zauwazmy, ze v = Dv; + N, gdzie N jest wektorem prostopadtym do T, S. W konse-
kwengji dla dowolnego pola wektorowego wzdtuz krzywej wy,

<i7t/ wt>y(t) = <th/ wt>y(t) .

Wyznaczymy postaé pochodnej kowariantnej. W tym celu obliczmy pochodna v; w kierun-
ku stycznym do krzywej y(t) = r(ul(t), u?(t))

% [vl(t)alr 2 azr] zk: [.kak,, + ;vkufaijr} p

0y =

a nastepnie wyznaczmy iloczyny skalarne z wektorami bazowymi {917, 9,7},

<i)t, 85r>),(t) = ; {z}k@kr, E)sr>y(t) + Z Z)kl;lj<a,%]-1‘, E)sr>y(t)} .
]

Poniewaz <8%]r OsT) (1) = Lk gksFZ], to

(th,85r>y( P = (01, 051), Z <v Qrs + Zv ufr]gks) ) (2.28)

r

Niech
Dv; = (th)lalf + (th>2azr,

wowczas

(Dovy)k = ngj<th,8jr)y(t) :
]

Ostatecznie podstawiajac (2.28) oraz wykorzystujac ¥ §*°g,s = ¥, otrzymamy
(Doy)k ngs Z [z)rgrs +3) Urujgpsl*f;} =oF+ Z Fk vl
pij

Zatem
Do, =Y (z’)k +Y rfjv’uf) A (2.29)
k r,]
Pochodna kowariantna nie zalezy zatem bezposrednio od tensora metrycznego, a tylko od
wspolczynnikéw koneks;i.

DEF. 2.17. Pole wektorowe v; jest przenoszone réwnolegle wzdtuz krzywej y(t), jesli znika
jego pochodna kowariantna w kierunku tej krzywej, tzn.

(Doy)k = ok + Z rk v =0, k=1,2. (2.30)
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Rysunek 2.2. Krzywa zamknieta na sferze, wzdluz ktérej przesuwany jest wektor v.

PRZYKLAD 2.20. Dla sfery mamy I'Z, = '3, = ctgf, I}, = —sin0cos 0. Zatem réwnania
przesuniecia réwnoleglego dla pola v; = [v!(t),0?(t)] wzdtuz krzywej y(t) = r[0(t), p(t)]
sa nastepujace:

o' —sinfcos0v?p = 0
{ 0 + ctgh(vlgp +0%0) = 0. 231)
Niech vy = [0}, v3] bedzie jednostkowym wektorem zaczepionym na réwniku w punkcie

r(7/2,0). Dokonamy przesuniecia tego wektora wzdtuz krzywej zamknietej na sferze po-
kazanejna Rys. 2.2

(1) Przesuwamy go réwnolegle wzdtuz réwnika 6 = /2 do punktu r(7/2, 7r/2). Bezpo-
érednio z (2.31) wynika, ze 9! = 9> = 0, zatem w punkcie r(71/2, 71/2) przesuniety réwno-
legle wektor vy ma te same sktadowe [0}, ¥3].

(2) Przesuwamy go dalej wzdtuz potudnika ¢ = 7/2 do punktu r(7r/3, 71/2). Bezposrednio
z (2.31) mamy v! = const. = v} oraz ©* + ctgfv?0 = 0. Rozwiazaniem ostatniego réwnania
jest v>sin@ = const., a poniewaz v?(6 = 7/2) = ©v3, to v*(0 = 7/3) = v3/sin(n/3) =

2 /4/3v2. Ostatecznie w punkcie #(71/3, 71/2) wektor vy ma sktadowe [0}, 2/v/302].
0 p 0 0

(3) Przesuwamy go dalej wzdtuz réwnoleznika 0 = 7/3 do punktu r(71/3,0). Bezposrednio
z (2.31) mamy

v 0 dp 4’
1 2 1
P+ —=0'p=0 do” v

V3 dp /3

Sprowadzajac ostatni uklad do pojedynczego réwnania II rzedu

-1 \/§ 2 . dvl \/§ 2
T Ues

otrzymamy rozwiazanie postaci

o' (@) = Cycos(@/2) + Casin(@/2), () = ( — Cysin(@/2) +C, cos((p/Z)) .

S~
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Uwzgledniajac poczatkowa orientacje wektora
v(l) = vl((p =m/2) = (C1 +C)

2 5 2
—0U3 =70 =7m/2
\@ 0 ((P / )

otrzymamy state C;, C; w postaci

(—C1+G)

Sl
Sl

1
(v + 05) -

=

Zatem w punkcie r(7/3,0) wektor vy ma skladowe [/1/2(v} — ©3), \/2/3(v} + v3)].

1
C1 = —=(v) —v5), G =

(4) Przesuwamy go dalej wzdiuz potudnika ¢ = 0 do punktu #(71/2,0). Réwnania prze-
suniecia rownoleglego sa analogiczne do tych w punkcie (2). Mamy tylko inne warunki
poczatkowe. Zatem v! = const. = \/1/2(v} — v3) oraz v*sin@ = const. = 1/1/2(v} + v3)
i w konsekwencji wspotrzedne przesunietego réwnolegle wektora sa v(6 = /2, ¢ = 0) =

1/2[v} — v3, v} + v3]. Latwo sprawdzi¢, ze jest on nadal jednostkowy, jesli vy byt jednost-
kowy. Ostatecznie kosinus kata pomiedzy v oraz v(6 = /2, ¢ = 0)

cos P = g11(71/2,0)vd0! (7/2,0) + g2 (7/2,0)v30%(7/2,0)

1 1 1
= —=p(0p — U) + 0)> + —=(v5)* =

1
ﬁ ﬁvg(v(l)—’—U%) = ﬁ(vO) \/§<

Warunek (2.30) mozna wyrazi¢ w jeszcze innej formie

0= (Do) =0 +2Fkvru1 Z(av _I_Zrk r)

N ,_/
13
'U;]-

1
7

gdzie v’f]- jest czastkowa pochodna kowariantna. Wielkosci { vk]} tworza tensor typu (1,1).
Wiasnosci czastkowej pochodnej kowariantnej

(1) liniowosé: (av* + Buwk);; = ocv + /3w

k

(2) reguta Leibniza: (v'w"),; = v]w + ok w],

(3) dziatanie na polu kowariantnym: pochodna kowariantna wielko$ci skalarnej jest réw-
na pochodnej czastkowej, zatem

aka]'Uk + Uka]'ak = a]'(Ukak) (Ukﬂlk) = U ak + U Elk] (8 U + Fk r)ak + Ukak;j

vkajak = Fkv ax + oF .
k k
vtag; = (9jax — Ty jar)v" .

Ostatecznie, z uwagi na dowolnos¢ ok,

N T
ag;j = 0jar — Ti;ar.

(4) W podobny sposéb uogélnia sie pochodna kowariantna na pola tensorowe, np. dla
tensora typu (1,1) mamy
Al = 0jAf + T AT —TTAY. (2.32)
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W og6lnosci, aby wyznaczy¢ zmiane wektora o wsp6trzednych a’, jaka nastapi w wy-
niku przesuniecia réwnolegtego wzdtuz krzywej y(t) = r(u'1(t), u?(t)), wystarczy rozpa-
trze¢ przesuniecie wzdluz niewielkiej petli przechodzacej przez punkt r(uy). Infinitezymal-
na zmiana wektora w wyniku jego przesuniecia od punktu r(ug) do punktu r(ug + du) dany
jest przez

dak = —Ff;aiduj,

zatem zmiana wektora wzdtuz petli jest

= — § T wdu. (2.33)
Z uwagi na niewielkie rozmiary petli mozemy dokonaé rozwiniec¢
M) = T (o) + 0, T (wo) A’ + ... = (TK)o + (9,T)oAu” + .
@ (u) = (1) + Ad* = a*(ug) — Ty (uo)a (o) A + ... = ay — <rk>oaoAuf e

i podstawi¢ je do (2.33). Otrzymamy z dokladnos$cia do wyrazéw liniowych w Au”

sak = —7{ ()0 + @0t | [ah — (1% Joasu’ | du
= anfdu] + Fk) (Ti)o — (9, F aOfAurdu]

Pierwszy z powyzszych skladnikéw jest zerowy z uwagi na zamknieto$¢ krzywej i row-
noé¢ wartosci poczatkowych i koricowych u. Natomiast catkujac przez czesci mozemy prze-
ksztalci¢ druga z calek do postaci

/Au]—dt ?{Aujdur.

Powyzsza tozsamos¢ oznacza, ze catka § Aurduf jest antysymetryczna w indeksach (7, j), za-
tem tylko antysymetryczna czes¢ (Fk) (Th)o — (arrsk].)o whniesie wktad Aa¥. W konsekwendji

ty .
%Aurduj = /Au’d—bidt = Auru7

1 ‘ ‘
sa* = 5[(@'})0“&)0 — (M)o(I)o + (T80 — (3:TE) “o%A“rd“]
Wprowadzajac tensor Riemanna w punkcie r(u) jako
(Rls{r]) (a r ) (arrsk])o + (ril;')O(rsir)O - (rz]:’)O(rsl])O (2.34)

otrzymamy ostatecznie

Ad* = 2 sr] %Au]du

Podsumowujac, zmiana wektora ak w wyniku przesuniecia réwnolegltego wzdtuz petli jest

wyznaczona przez tensor krzywizny oraz pole petli, ktérego miara jest 1/2 § Au"du/.

2.11. Dewiacja geodezyjna i tensor krzywizny

Rozpatrzmy rodzine linii geodezyjnych {y(t,u) = r(ul(t, 1), u*(t, 1))}, indeksowa-
nych parametrem p. Przez dewiacje geodezyjna rozumiemy zmiane odleglo$ci pomiedzy
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dwoma punktami na geodezyjnych wychodzacych z jednego punktu powierzchni. Miara
dewiacji geodezyjnej bedzie szybkos¢ zmiany tej odleglosci. Niech

gt ot
ou’ ot
Poniewaz kazda z krzywych tej rodziny jest geodezyjna, to wektor styczny do niej jest prze-
noszony rownolegle, zatem

Dyt = iifiu' = 0. (2.35)
Dodatkowo zauwazmy, ze
gkl = nkel, (2.36)
Rzeczywiscie
o2uk :
k. k kzjql
E,,-l = (0, +r 5) atau‘f‘rﬂéu
he! = @i+ el = T kgt
;1 jl a“at jl

Relacja (2.36) wynika z réwnosci prawych stron na podstawie przemiennosci drugich po-
chodnych czastkowych oraz symetrii symboli Christoffela.
Wykazemy nastepujace réwnanie dewiacji geodezyjnej

D7ek = (il — k)& (2.37)

Dowdd: Obliczajac lewa strone otrzymamy

D?&* = Dy(Dyék) = Dy(&fu') = (&hat), .
Podstawienie (2.36) do nawiasu prowadzi do

(&gt); i) = (&) ) = it E] + il
Korzystajac ponownie z (2.36) w drugim skladniku po prawej stronie otrzymamy

DFek =l el + iful e

Ale z uwagi na (2.35) zachodzi relacja

1 k-1
0—(ulu)] u+uu]
Ostatecznie
2k kol ok gl -k kNl
Od

Niekomutatywno$¢ drugiej pochodnej kawariantnej wystepujaca we wzorze (2.37) jest zwia-
zana z niezerowymi elementami tensora Riemanna. Pokazemy, ze dla sktadowych pola
wektorowego of zachodzi

Ul'cl ]l - (a]rzl al

7 — Tl Tf)o' = R0’ (2.38)

]n 1l

gdzie RE . sa tymi samymi liczbami co we wzorze (2.34).

ilj
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Dowéd: Oznaczmy pierwsza pochodna kowariantna pola v przez
Cl .—Ul —al’U + T’IU

CF sa sktadowymi tensora typu (1,1), zatem jego pochodna kowariantna zgodnie z (2.32) ma

postac
Ci; = 9;Cf + Iy, Cf' — T{:C.

Zatem

= 9j(9,0" + Tj0") + T (90" +T, )—r;;.(a vk+r,,kn )

= 950 + T + Ty 90" — r{;a o 4 (3T + T — T, ) o
Zamieniajac indeksy (I, j) — (j,I) otrzymamy

vl = 070" + 15010 + Ty00" — T719,0" + (T + Ty Ty — T, )o”

Ostatecznie odejmujac stronami i korzystajac z symetrii drugiej pochodnej czastkowej oraz
symboli Christofella otrzymamy (2.38). 0

Roéwnanie dewiacji geodezyjnej (2.37) mozna przepisac jako

DRe" — (i

kgl _ pk rojzl
0 — W) &) = Ry &

Catkowicie kowariantna wersja tensora Riemanna, tzn. R;y1j = gkmR rl i’ nosi nazwe tensora
krzywizny i znikanie wszystkich jego skladowych oznacza brak zakrzywienia przestrzeni.
Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wiasnosci symetrii

(1) symetria par: Ry1j = Ryjur,
(2) antysymetria indeksow:

Rmrlj = _erlj = _Rmrjl = erjl/

(3) cyklicznosé:
Rmrlj + ijrl + lejr =0.

W ogoélnosci, w przestrzeni N-wymiarowej jest N>(N? — 1) /12 niezaleznych sktadowych
tensora krzywizny [?, p. 143].

W przypadku powierzchni 2-wymiarowych tylko jedna skltadowa tensora krzywizny
jest niezalezna®, wybierzmy Ri12. Wéwczas

R1212 = —R2112 = —Ri221 = Rp121
Ri111 = R1122 = Rp211 = Roo00 =0

Relacje te podsumowuje wzér

R1212
)—

Rmrlj = (gmlgr] Emj&rl g

W oparciu o tensor krzywizny wprowadza sie tensor Ricciego
_ Rk _ Skm
Rrj - Rrkj =8 Rmrkj

5 Nie dotyczy to tensora Riemanna er{l i’ ktéry ma wiecej niezaleznych skltadowych.
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oraz skalar krzywizny '
R = gr] Ryj .

W przypadku powierzchni 2-wymiarowych, tensor Ricciego jest proporcjonalny do tensora
metrycznego

R R R
Ry = & (§mkgrj — gmjgrk)% = (28rj — 5;"gmj)% = grj% , (2.39)

a skalar krzywizny jest proporcjonalny do jedynej niezaleznej sktadowej tensora krzywizny,

R = 22z (2.40)

8

Na podstawie (2.27) mamy relacje wiazaca skalar krzywizny z krzywizna Gaussa:

_ Ry _ g"Riai _ R R

K - =, 2.41
7 gm 82 g 2 @4)
bog" = gxn/s.
PRZYKEAD 2.21. Dla powierzchni r(u!,u?) = [u!,u?, (u')? — (4?)?] mamy na podstawie
Przykiadu 2.12
4
Ri212 = guR31p = g1 (92031 — 5 + 3,131 — T, T5) = ek

gdzie g = 1+ 4(u')? + 4(u?)%. Wykorzystujac (2.39) mamy

R._ L 4(1+4(ut)?) —16ulu? 4
g2 —leutu®>  4(1+4wu?)?) | ng”
oraz na podstawie (2.40)
8
8

Poréwnujac ten wynik z obliczona w Przykltadzie 2.17 krzywizna Gaussa Kg = —4/¢? po-
twierdza sie relacja (2.41).






Rozdzial 3

Powierzchnie wielowymiarowe

3.1. Rozmaitosci r6zniczkowe

DEF. 3.1 (Topologia). Topologia na zbiorze X nazywamy rodzine zbior6w {7}, taka ze

(1) przeliczalna suma zbioréw z rodziny {7} réwniez nalezy do {7},

(2) skoniczony przekréj zbioré6w z rodziny {7} réwniez nalezy do {7}.
Zbiory nalezace do {7} nazywamy zbiorami otwartymi, a pare (X, {t}) przestrzenia topo-
logiczna.

DEF. 3.2 (Homeomorfizm). Niech (X, {t}) oraz (Y, {w}) beda przestrzeniami topologicz-
nymi. Odwzorowanie f : X — Y nazywamy ciaglym, jesli f~1(V) € {r} dla kazdego
Ve {w}.

Ciagte odwzorowanie f : U — V, ktdre jest bijekcja oraz dla ktérego f~! jest ciagte,
nazywamy homeomorfizmem.

Niech M bedzie przestrzenia topologiczna.

DEF. 3.3. n-wymiarowa mapa (ukladem wspoétrzednych) punktu p € M nazywamy pare
(p,U), gdzie U jest zbiorem otwartym zawierajacym p oraz ¢ : U — ¢@(U) C R" jest
homeomorfizmem na otwarty podzbiér R".

Dlap € U, p(p) = (x1,...,%s) sa wspoOtrzednymi punktu p.

DEF. 3.4. Kazdy zbi6r n-wymiarowych map { (@, Uy) } pokrywajacych M, tzn.

M =] Uy,
[24

nazywamy n-wymiarowym atlasem.

DEF. 3.5 (Rozmaitos¢ topologiczna). Kazda przestrzen topologiczna M posiadajaca n-wymiarowy
atlas nazywamy n-wymiarowa rozmaitoscia topologiczna.

Niech (@, Uy) oraz (¢g, Ug) beda dwiema mapami z atlasu, takimi ze U, N Ug # 0.
Wtedy
(p(,CO(p[g1 cep(Ux NUB) = @u(Us NUp) (3.1)

jest homeomorfizmem. Jesli wszystkie homeomorfizmy postaci (3.1) saklasy C’,r = 1,2, ...,
to méwimy, ze atlas zawierajacy te mapy jest klasy C".

DEF. 3.6. Dwa n-wymiarowe atlasy {(¢q, Ux)}, {(¥a, V) } klasy C” sa zgodne jesli rodzina
{(oa, Ux), (Yo, Va) } jest rowniez atlasem klasy C”.

Warunek zgodnosci oznacza, ze odwzorowania ¢y o 1[)[;1 cPp(Ua NVg) = @a(UxNVp)
okreslone na niepustych podzbiorach U, N V3 sa klasy C’. Zgodnos¢ atlasow jest relacja
réwnowaznosci. Klasa abstrakgji tej relacji w zbiorze wszystkich atlaséw klasy C" okresla
strukture rozniczkowq na M. Dana rozmaitos¢ topologiczna M moze posiadaé atlasy tej samej
klasy, ktore nie sa zgodne.
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PRZYKLAD 3.1. Jednoelementowe atlasy {(¢,R)} oraz {(i,R)}, gdzie ¢(t) = t, P(t) = 3
sa klasy C". Natomiast atlas { (¢, R), (1, R) } niejest klasy C’, bowiem funkcja pop~! : R —
R, t — v/t nie jest rézniczkowalna w t = 0. Zatem wymienione jednoelementowe atlasy nie
sa zgodne, a przestrzeri M = R ma co najmniej dwie struktury rézniczkowe.

Rézne struktury rézniczkowe zadawane sa przez atlasy maksymalne.

DEF. 3.7. Atlas A jest maksymalny, gdy dla kazdego p € M i dla kazdego zbioru otwartego
V C M istnieje mapa (¢, U) € A, takazep e U C V.

DEF. 3.8 (Rozmaito$¢ rézniczkowa). Rozmaitoscia rézniczkowa klasy C" nazywamy prze-
strzen topologiczna (Hausdorffa, przeliczalna) wraz z wyrézniona n-wymiarowa struktura
rézniczkowa klasy C'.

Jesli rozmaitoéé jest klasy C?, to istnieje rownowazny atlas klasy C*°, a wiec gladka (klasy
C®) struktura rézniczkowa.
Metode konstrukcji rozmaito$ci rézniczkowych podaje ponizsze twierdzenie.

Tw. 3.1. Niech f : U — R™ bedzie ¢tadkq funkcjq na otwartym podzbiorze U C R"™™™ i niech
¢ € R™. Jesli dla kazdego a € f~(c) pochodna df |, : R"™™ — R™ jest surjekcja, to przeciwobraz
f~Y(c) jest n-wymiarowa gtadka rozmaitosciq rézniczkowa.

Fakt ten wynika z twierdzenia o funkcjach uwiklanych. Jednoczesnie na mocy twier-
dzenia Whitneya: jesli M jest gladka rozmaitoscia wymiaru n, to istnieje dyfeomorfizm
0: M — R*"1 taki ze zbiér O(M) jest podrozmaitodcia w R?" 1.

PRZYKEAD 3.2. Niech M,, oznacza zbiér macierzy n x n o rzeczywistych sktadowych oraz
niech O(n) bedzie zbiorem ortogonalnych macierzy, tj.

On)={AcM,: AAT=ATA=1}.

Okre$lmy funkcje f : M, — S, z n*>-wymiarowej przestrzeni wektorowej w przestrzer
symetrycznych macierzy S, wymiaru n(n + 1)/2 jako

f(X)=XXT.
Pochodna tej funkcji ma postac
df|x(H) = HXT + XHT, HecM,.

Z powodu dowolnosci H i nieosobliwosci A € O(n), mozemy znalez¢ K € M, takie ze
H = KA. Zatem

df|a(K) = KAAT + A(KA)T =K+K' €§,.

Dodatkowo dla K = S/2, gdzie S jest symetryczna, df|4(K) pokrywa caly zbiér macierzy
symetrycznych. W konsekwencji, df | 4 jest surjekcja oraz O(n) = f~1(1) jest rozmaitoscia
rézniczkowa wymiaru

. n(n+1) n(n—1)
dimO(n) = n* — 5 = I
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3.2. Pola tensorowe i formy rézniczkowe

Niech X, Y, Z beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K. Odwzorowanie ¢ : X x
Y — Z nazywamy dwuliniowym, jesli dla dowolnych «, 8 € K

Glaxs + Bxa, y) = ad(x1,y) + Bo(x2,y), Vx,0€X, yeyY
d(x, ay1 + By2) = ap(x,y1) + BP(x, y2), VxeX, y1,1p €Y.

Poniewaz w og6lnosci obrazem ¢ nie musi by¢ podprzestrzeni wektorowa w Z, chcieliby-
$my narzuci¢ pewne warunki, aby ¢ zachowywato strukture liniowa.

DEF. 3.9 (Iloczyn tensorowy przestrzeni). lloczynem tensorowym przestrzeni wektorowych
X oraz Y jest wektorowa przestrzenn Z wraz z dwuliniowym odwzorowaniem ¢ : X x Y —
Z, takim ze dla kazdej przestrzeni wektorowej V i dwuliniowego odwzorowania ¢ : X x
Y — V istnieje jedyne liniowe odwzorowanie ¢ : Z — V, takie Ze ponizszy diagram jest
przemienny.

Zwyczajowo piszemy Z = X ® Y oraz ¢(x, y) = xQ y.

Powyzszy diagram implikuje fakt, ze inny wybér odwzorowania ¢ (a zatem inny wy-
boér iloczynu tensorowe) prowadzi do izomorficznej struktury wektorowej. Podsumowuje
to nastepujace stwierdzenie:

FAKT 3.3. Zatézimy, ze X ® Y oraz XRY sa dwoma iloczynami tensorowymi X i Y. Wowczas istnieje
liniowy izomorfizm x : X ®Y — X®Y, takize x(x ® y) = x®Qy dla wszystkich x € Xorazy € Y.

Wazna role odgrywa takze nastepujaca wiasnos¢:

FAKT 3.4. Dla kazdej przestrzeni wektorowej Z przeksztatcenie liniowe
[: L(X®Y;Z) = B(X,Y;Z), [({)="{o®

gdzie L(X ®@Y; Z) oznacza zbiér przeksztatcen liniowych ¢ : X ® Y — Z oraz B(X,Y; Z) zbiér
przeksztatceri dwuliniowych b : X X Y — Z, jest izomorfizmem.

Izomorfizm I ustala wzajemno$¢ odpowiednio$¢ pomiedzy elementami £(X ® Y;Z)
oraz B(X,Y; Z) przedstawiony na ponizszym diagramie

XxY Z
X®Y

Poniewaz X ® Y jest nadal przestrzenia wektorowa, to iloczyn tensorowy mozna uogdlni¢
na skoniczona liczbe przestrzeni wektorowych, tj. podobnie definiuje sie X1 ® - - - ® X
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Wybierzmy w n-wymiarowej przestrzeni X baze {e1, ey en} oraz w m-wymiarowej prze-
strzeni Y baze { f 1rees fm}, woéwczas Z = X ® Y bedzie mn-wymiarowaq przestrzenia wek-
torowa, z baza {¢(e, f j) =e®f ].}Z”?Zl. W konsekwencji elementami przestrzeni X ® Y sa
obiekty postaci

r n m i
Z:in@)yi: Z sz]ek@)fj,
k=1j=1

i=1
gdzie r < min{n, m} (?) oraz zbiory {x;} i {y;} sa liniowo niezalezne.
Niech x € X ma wybranej bazie wsp6trzedne (x!,...,x") oraz y € Y ma wspétrzedne
(y',...,y™). W praktyce wybieramy nastepujacy, kanoniczny iloczyn tensorowy

(x!,...,x")® (yl, ey = (xlyl,xlyz, .. .,xly”,xzyl,xzyz, co,x"y™) .
Niech teraz V bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa z baza {e,...,e,} oraz
niech V* bedzie przestrzenia dualna do V, tj. zbiorem wszystkich form liniowych f : V —

R. Z kursu algebry liniowej wiadomo, ze V* jest n-wymiarowa przestrzenia wektorowa z
kanoniczna baza dualna {e', ..., e"}, okreslona jako

ek(v):vk, k=1,...,n, (3.2)

gdzie v* sa wspotrzednymi v w bazie {es, ... ., e, }. Dodatkowo, przestrzen wektorowa (V*)*
jest kanonicznie izomorficzna z V, zatem wektory z V mozna utozsamia¢ z formami linio-
wymi dziatajacymina V*, dzieki relacji

er(w)=wy, k=1,...,n, (3.3)
gdzie wy sa wspotrzednymi formy w w bazie {e?, ..., e"}.

PRZYKEAD 3.3. W oparciu o Def. 3.9 mozemy rozwazac przestrzen wektorowa V ® V* jako
rozpieta przez wektory bazowe {e; ® e/} j—1- Elementami tej przestrzeni sa tensory typu
(L1

VeV s T = Z ther@el,
k,j=1

gdzie zespot liczb {t’]‘ s j—1 okresla wspéirzedne tensora T w bazie {ex® el }ijl' Zauwaz-
my, ze

TeVRV' <=Te(V)'QV «<=Tec(V'eV) <=TecL(V'®V,R)

Zatem, z uwagi na Fakt 3.4, tensor T typu (1,1) mozemy utozsamia¢ z dwuliniowym od-
wzorowaniem V* x V — R

L(V*®V,R)~B(V*,V;R).
Rzeczywiscie, biorac pod uwage (3.2) i (3.3) mamy
n .
T (w, v) Z tk (ex @ el)(w,v) Z tkek (0) =Y t’]‘»wkv] .
k,j=1 k,j=1 k,j=1
Wyniki powyzszego przykladu mozna uogoélni¢ na wielokrotny iloczyn tensorowy.

DEF. 3.10 (Tensor). Tensorem typu (r,s) na przestrzeni wektorowej V nazywamy wieloli-
niowe, tj. liniowe w kazdym argumencie, odwzorowanie

TES) . Vx ... xVxV*x...xV* 3 R.

r-krotnie s-krotnie
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Na mocy Faktu 3.4 takie wieloliniowe odwzorowanie mozna utozsamiaé z elementem

TeL(V®..QVRV'®...QV*) «—= TeV'®..0V'oV®...0V .

r-krotnie s-krotnie r-krotnie s-krotnie

W konsekwengji
T(r’s) —t . ]1,--~,]sei1 R...Q eir R ej, ®X...R €j.,

i1,y
gdzie
il,...,z’rh’m’js = T (e, ..., e, e, ... e
sa skladowymi tensora T typu (r,s) w bazie {e" ®...® e" ®e;, ®... Qe }.
Skladowe te zmieniaja sie przy zmianach bazy. Jesli zmienimy baze e; — (e); = Akey,
toe, = (A’),];(e’)]-, gdzie A{(A’)IJ? = 6K oraz (¢')! = (A’)éej, el = Alj(e’)", wowczas

{"®..®"®e;®...0e.} = {()1®..0€) (), ®...0€).}.

Sktadowe tensora T transformuja sie wéwczas zgodnie z regula

(), = T ()i ()i (), (€)F)
=T (Aley,, ..., Afe, (A)]1e", ..., (A)]ek)
= AP AR (AN (AT (e, e e, )
= AbARAN (AN e

Gorne skfadowe tensora nazywamy skladowymi kontrawariantnymi, a skladowe dolne ko-
wariantnymi.
W szczego6lnosci skladowe wektora V > v = Ve (kontrawariantne) transformuja sie
zgodnie z relacja
(o) = (A},
podczas gdy sktadowe formy V* 3> w = w;e’ (kowariantne) przeksztatcaja sie zgodnie z

(w’)i = Ai-‘wk.
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