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Hands-on gravitational wave astronomy: Extracting astrophysical
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In this article we introduce an activity in which introductory astronomy students act as gravitational
wave astronomers by extracting information from simulated gravitational wave signals. The process
mimics the way real gravitational wave analysis is handled by using plots of a pure gravitational
wave signal. The students measure the properties of the simulated signal and use these
measurements to evaluate standard relations for astrophysical source parameters. Although the
activity described focuses on circular binaries, the techniques described can be applied to other
gravitational wave sources as well. A problem based on the discussion in this paper is available for
use in introductory laboratory courses. © 2007 American Association of Physics Teachers.

[DOI: 10.1119/1.2721587]

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 3(126)






Literatura

e Jayant Narlikar, An Introduction to Relativity, Cambridge Univ.
Press.

o S. Weinberg, Gravitation and Cosmology. Principles and
Applications of the General Theory of Relativity, Wiley & Sons.

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 4(126)



Literatura

e Jayant Narlikar, An Introduction to Relativity, Cambridge Univ.
Press.

o S. Weinberg, Gravitation and Cosmology. Principles and
Applications of the General Theory of Relativity, Wiley & Sons.

e Jolien D. E. Creighton and Warren G. Anderson,
Gravitational-Wave Physics and Astronomy. An Introduction to
Theory, Experiment and Data Analysis, Wiley.

@ Michele Maggiore, Gravitational Waves. Theory and
Experiments, Oxford Univ. Press.

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 4(126)



Literatura

o Jayant Narlikar, An Introduction to Relativity, Cambridge Univ.
Press.

o S. Weinberg, Gravitation and Cosmology. Principles and
Applications of the General Theory of Relativity, Wiley & Sons.

e Jolien D. E. Creighton and Warren G. Anderson,
Gravitational-Wave Physics and Astronomy. An Introduction to
Theory, Experiment and Data Analysis, Wiley.

@ Michele Maggiore, Gravitational Waves. Theory and
Experiments, Oxford Univ. Press.

o B.F. Schutz, Wstep do ogdlnej teorii wzglednosci, Wydawnictwo
Naukowe PWN.

e J. Foster, J.D. Nightingale, Ogélna teoria wzglednoéci,
Wydawnictwo Naukowe PWN.

e L.D. Landau, J. M. Lifszic, Teoria pola, Wydawnictwo Naukowe
PWN.

o M. Demianski, Astrofizyka relatywistyczna, Biblioteka Fizyki,
Wydawnictwo Naukowe PWN

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 4(126)






o od teorii do detekcji fal grawitacyjnych.



Cele wyktadu

@ od teorii do detekcji fal grawitacyjnych.

Vorume 4, Numser 8 PHYSICAL REVIEW LETTERS Aprir 15, 1960

SPHERICAL GRAVITATIONAL WAVES*

Ivor Robinson
Department of Physics, University of North Carolina, Chapel Hill, North Carolina,

and
A. Trautman

Institute of Physics, Polish Academy of Science, Warsaw, Poland’
(Received March 7, 1960; revised manuscript received March 24, 1960)

This note presents a class of solutions to Ein-  gion of incorrect signature, which can be elimi-
stein’s gravitational equations for empty space. nated, however, by the substitution £=4¢72
Some of the solutions appear to represent a very In the remaining case, where m vanishes and
simple kind of spherical radiation. The metric K is independent of £, 7, the solution is type Il
considered has the form null or flat, the condition for flatness being A =0,
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s

Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger

B.P. Abbott er al.
(LIGO Scientific Collaboration and Virgo Collaboration)

(Received 21 January 2016; published 11 February 2016)
On September 14, 2015 at 09:50:45 UT f the Laser fe Gray -
Observatory si y observed a transient gravi signal. The signal sweeps upwards in

frequency from 35 to 250 Hz with a peak gravitational-wave strain of 1.0 x 10-2'. It matches the waveform
predicted by general relativity for the inspiral and merger of a pair of black holes and the ringdown of the
resulting single black hole. The signal was observed with a matched-filter signal-to-noise ratio of 24 and a
false alarm rate estimated 10 be less than 1 event per 203000 years, equivalent to a
than 5.1 The source liesat a luminosity distance of 41011 Mpe corresponding to: redshi
frame, the iniial black hole masses are 3615, and 29.{M, and the inal black hol
621§ M, with 3.0/03 M, ¢* radiated in gravitational waves. All uncertainties define 90% credible intervals.
These observations demonstrate the nary stellar-mass black hole systems. This is the first direct
detection of gravitational waves and the first observation of a binary black hole merger.
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o formalizm matematyczny fal grawitacyjnych

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 6(126)



e modelowanie prostych zrédel fal grawitacyjnych
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@ Rozwiazania réwnania falowego
1 %Y(7,t)

R =V2P(Ft) <= OyY(Ft) =0
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@ Zmienne w czasie i przestrzeni zaburzenia osrodka:
Y(x,y,2,t) = P(7,t)

@ Rozwiazania réwnania falowego

1 0%(7t)
2 ot?

o fale ptaskie: (7, t)
o fale kuliste: (7, t)
o ogélnie: Y(7,t) = f

Asin(k¥ — wt)
A/rsin(r — ct)
(r—ct)
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@ Zmienne w czasie i przestrzeni zaburzenia osrodka:
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@ Rozwiazania réwnania falowego

LPYFE ) oo 28—
szT—v lp(f’,t) < DII)(T,t)—O
fale ptaskie: P(7,t) = Asin(k¥ — wt)

fale kuliste: (7, t) = A/rsin(r —ct)

ogodlnie: P(7,t) = f(r — ct)
zasada superpozycji!

W ogélnosci fale grawitacyjne nie spelniaja (liniowego) réwnania falo-
wego <> nie obowiazuje dla nich zasada superpozycji
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pomiedzy A. Einsteinem a K. Schwarzschildem,
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o lata 60-te: pierwsze (uznane jako nieudane) préby detekcji
(Joseph Weber) w oparciu o drgania dwéch jednotonowych
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@ 1974: posrednie potwierdzenie istnienia fal grawitacyjnych (J.
Taylor, R. Hulse) — uktad podwdjny dwéch pulsaréw PSR
B1913+416
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Fale grawitacyjne — zrédta

e niezwykle stabe: wzgledne przesuniecia 10720-10722,

h(t) = A(t) cos @(t)

@ niesymetryczny kolaps grawitacyjny gwiazd (supernowe typu II),
jesli mialby miejsce w naszej Galaktyce prowadzilby do
wzglednego przesuniecia 10718
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obracajace sie, niesymetryczne masywne obiekty

uklady podwdjne zwartych obiektéw (czarnych dziur, gwiazd
neutronowych, bialych kartéw): utrata energii na skutek emisji
fal grawitacyjnych (fale o czestotliwosci 10~4-1 Hz)

zderzenia zwartych obiektéw: nagly wzrost czestotliwosci fal (do
kHz) i amplitudy w ostatnich chwilach przed polaczeniem

2005: trzy grupy teoretykéw z USA opublikowaly pierwsze wyniki
numerycznych obliczen ( ) ostatnich cykli
ewolucji oraz procesu zderzenia (merger) i relaksacji
pozderzeniowej (ring down) uktadu dwdch czarnych dziur o
takich samych masach,

na bazie tych obliczen mozna bylo uzyskaé postaci sygnatéow

grawitacyinych (waveform)
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Fale grawitacyjne — detekcja

o detektory rezonansowe: cylindryczne detektory rezonasowe
(Uniwersytety W Rzymie, Stanu Luizjana, Perth, Legarno, itd.)

o interferometry: LIGO (koordynowany przez Caltech) w Hanford
w stanie Washington (pn-zach USA) i w Livingstone w stanie
Luizjana (pd-wsch USA), VIRGO w Pizie (Wtochy)
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o interferometria kosmiczna: LISA
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Zasady wzglednosci i rownowaznosci

Zasada wzglednosci (STW)

Prawa fizyki sg takie same we wszystkich inercjalnych uktadach odnie-
sienia
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W kazdym punkcie czasoprzestrzeni, w dowolnym polu grawitacyjnym
jest mozliwe wskazanie lokalnego uktadu inercjalnego, takiego ze w do-
statecznie matym otoczeniu tego punktu, prawa ruchu swobodnie poru-
szajacych sie czastek maja postac taka sama jak w nieprzyspieszajacym,
kartezjanskim uktadzie wspolrzednych w nieobecnosci sil grawitacji
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Silna zasada rownowaznosci w OTW

W kazdym punkcie czasoprzestrzeni, w dowolnym polu grawitacyjnym
jest mozliwe wskazanie lokalnego ukladu inercjalnego, takiego ze w do-
statecznie matym otoczeniu tego punktu, prawa fizyki maja postaé taka
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Geometria czasoprzestrzeni

o Czasoprzestrzen Minkowskiego: kwadrat odlegtosci pomiedzy
zdarzeniami (x0 = ct, x1, x%, x3) oraz
(c(t+dt), x* +dx, x? + dx?, x3 + dx®) wynosi

di? = £(c?dr? — (dx')? — (dx?)? — (dx®)?)

dl jest niezmiennikiem transformacji Lorentza
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(c(t+dt), x* +dx, x? + dx?, x3 + dx®) wynosi
di? = £(c?dr? — (dx')? — (dx?)? — (dx®)?)
dl jest niezmiennikiem transformacji Lorentza
o Czasoprzestrzen OTW — czterowymiarowa powierzchnia

(rozmaito$¢ rozniczkowa)
o Mierzenie odleglosci i pél — metryka (pseudo-riemannowska)

Z Sap (X dx“dxﬁ = Qap(x )dxadxﬁ
a,3=0
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o Czasoprzestrzen Minkowskiego: kwadrat odlegtosci pomiedzy
zdarzeniami (x0 = ct, x1, x%, x3) oraz
(c(t+dt), x* +dx, x? + dx?, x3 + dx®) wynosi
di? = £(c?dr? — (dx')? — (dx?)? — (dx®)?)
dl jest niezmiennikiem transformacji Lorentza
o Czasoprzestrzen OTW — czterowymiarowa powierzchnia

(rozmaito$¢ rozniczkowa)
o Mierzenie odleglosci i pél — metryka (pseudo-riemannowska)

Z Sap (X dxadxﬁ = Qap(x )dxadxﬁ
a,3=0

e Pola tensorowe — przeksztalcenia wieloliniowe zyjace w

przestrzeniach stycznych czasoprzestrzeni transformujace sie w
zadany sposob przy zmianach ukladu wspolrzednych
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(c(t+dt), x* +dx, x? + dx?, x3 + dx®) wynosi

di? = £(c?dr? — (dx')? — (dx?)? — (dx®)?)

dl jest niezmiennikiem transformacji Lorentza

o Czasoprzestrzen OTW — czterowymiarowa powierzchnia
(rozmaito$¢ rozniczkowa)

o Mierzenie odleglosci i pél — metryka (pseudo-riemannowska)

Z Sap (X dxadxﬁ = Qap(x )dxadxﬁ
a,=0

e Pola tensorowe — przeksztalcenia wieloliniowe zyjace w
przestrzeniach stycznych czasoprzestrzeni transformujace sie w
zadany sposob przy zmianach ukladu wspolrzednych

o wektory kontrawariantne (np. wektory styczne do krzywych)
o wektory kowariantne (np. gradient funkcji)
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Geometria czasoprzestrzeni

o Czasoprzestrzen Minkowskiego: kwadrat odlegtosci pomiedzy
zdarzeniami (x0 = ct, x1, x%, x3) oraz
(c(t+dt), x* +dx, x? + dx?, x3 + dx®) wynosi

di? = £(c?dr? — (dx')? — (dx?)? — (dx®)?)

dl jest niezmiennikiem transformacji Lorentza

o Czasoprzestrzen OTW — czterowymiarowa powierzchnia
(rozmaito$¢ rozniczkowa)

o Mierzenie odleglosci i pél — metryka (pseudo-riemannowska)

Z Sap (X dxadxﬁ = Qap(x )dxadxﬁ
a,B3=0

e Pola tensorowe — przeksztalcenia wieloliniowe zyjace w
przestrzeniach stycznych czasoprzestrzeni transformujace sie w
zadany sposob przy zmianach ukladu wspolrzednych

o wektory kontrawariantne (np. wektory styczne do krzywych)
o wektory kowariantne (np. gradient funkcji)
o kontrakcja i obnizanie indeksu: v¥wy, g43v% = vg
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Geometria czasoprzestrzeni. Koneksja afiniczna

@ Przesuwanie obiektéw — koneksja afiniczna wyznaczona przez
symbole Christoffela
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Geometria czasoprzestrzeni. Koneksja afiniczna

@ Przesuwanie obiektéw — koneksja afiniczna wyznaczona przez
symbole Christoffela

U =0 = dv = dv"ey +v"deéy = (dv™ + v"Ty,dx")ey .
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Geometria czasoprzestrzeni. Koneksja afiniczna

@ Przesuwanie obiektéw — koneksja afiniczna wyznaczona przez
symbole Christoffela

U =0 = dv = dv"ey +v"deéy = (dv™ + v"Ty,dx")ey .

“(5p,y T 8v5,6 —8By,5)

1 1
oy = 58“5(3785/3 +0p8ys — 9s8By) = 58
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Geometria czasoprzestrzeni. Koneksja afiniczna

@ Przesuwanie obiektéw — koneksja afiniczna wyznaczona przez
symbole Christoffela

U =0 = dv = dv"ey +v"deéy = (dv™ + v"Ty,dx")ey .

“(5p,y T 8v5,6 —8By,5)

1 1
oy = 58“5(3785/3 +088ys —9s8By) = 58

o czastkowa pochodna kowariantna
v =05+ Typ0”
Wa;p = W, g — rgc//swv
Tuvie = Tuvia = ThiaTpv — Ty Tup
BRY, = BMY  + Th,BPY + T BHP
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Geometria czasoprzestrzeni. Koneksja afiniczna

@ Przesuwanie obiektéw — koneksja afiniczna wyznaczona przez
symbole Christoffela

U =0 = dv = dv"ey +v"deéy = (dv™ + v"Ty,dx")ey .

“(5p,y T 8v5,6 —8By,5)

1 1
oy = 58“5(3785/3 +0p8ys — 9s8By) = 58

o czastkowa pochodna kowariantna
v =05+ Typ0”
Wa;p = W, g — rgc//swv
Tuvie = Tuvia = ThiaTpv — Ty Tup
BRY, = BMY  + Th,BPY + T BHP

o Geometria pseudoriemannowska — I'g) = T0s,  guvia =0
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o Jaka posta¢ ma najkrotsza krzywa laczaca dwa punkty w
czasoprzestrzeni? (krzywa geodezyjna)



Geometria czasoprzestrzeni. Geodezyjna,

o Jaka postaé¢ ma najkrotsza krzywa laczaca dwa punkty w
czasoprzestrzeni? (krzywa geodezyjna)

e T — parametr geodezyjnej x* (1)

e
dr? YO dr dr
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Geometria czasoprzestrzeni. Geodezyjna,

o Jaka postaé¢ ma najkrotsza krzywa laczaca dwa punkty w
czasoprzestrzeni? (krzywa geodezyjna)

e T — parametr geodezyjnej x* (1)

e
dr? YO dr dr

Réwnanie geodezyjnej
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o Krzywizna — tensor (krzywizny) Riemanna



o Krzywizna — tensor (krzywizny) Riemanna

5 Y 5 5 5
R apy " rvcﬁ,y - rfx%ﬁ + rwrgﬁ - ruﬁ F&‘y



Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

o Krzywizna — tensor (krzywizny) Riemanna

5 o 5 5 5
Raﬁy T rvﬁ+r7rgﬁ rﬁrav

1
Rsapy = guéR”{xﬁy =3 (8ap,y + 86,0 — Sy, 58 — §6B,ry)
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Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

o Krzywizna — tensor (krzywizny) Riemanna

5 _é 5 5 i 5
R apy " rtxﬁ,v o rrw,ﬁ + rwraﬁ - ruﬁ F&‘y

1
Rsapy = 8 WSR”O([;’)/ =3 (ap,oy + &oy,aB — Say,68 — §op,acy)
e Podstawowe twierdzenie siegajace jeszcze czaséw Gaussa orzeka,
ze

Przestrzen jest plaska wtedy i tylko wtedy gdy znikaja wszystkie skla-
dowe tensora krzywizny Rsxg, W kazdym punkcie przestrzeni. J
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@ Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wlasnosci symetrii



Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

@ Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wlasnosci symetrii

© symetria par: Ryguv = Ryvags
© antysymetria indekséw:

Rxxﬁuv = 7Rﬁzxp.v = 7Ro¢/3vp. = R[jozw,u

@ cyklicznosé:
Raﬁuv + Rayﬂ# + Rrxuvﬁ =0.
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Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

@ Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wlasnosci symetrii

© symetria par: Ryguv = Ryvags
© antysymetria indekséw:

Rxxﬁuv = 7Rﬁzxp.v = 7Ro¢/3vp. = R[jozw,u

@ cyklicznosé:
Rapyy + Ravpp + Rapvp = 0.

@ W ogblnosci, w przestrzeni N-wymiarowej jest N2(N? —1)/12
niezaleznych sktadowych tensora krzywizny.
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Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

@ Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wlasnosci symetrii

© symetria par: Ryguv = Ryvags
© antysymetria indekséw:

Rxxﬁuv = 7Rﬁzxp.v = 7Ro¢/3vp. = R[jozw,u

@ cyklicznosé:
Rapyy + Ravpp + Rapvp = 0.

@ W ogblnosci, w przestrzeni N-wymiarowej jest N2(N? —1)/12
niezaleznych sktadowych tensora krzywizny.

@ Tozsamosci Bianchi sa dodatkowymi zwigzkami zawierajacymi
pochodne.
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Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

@ Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wlasnosci symetrii
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niezaleznych sktadowych tensora krzywizny.

@ Tozsamosci Bianchi sa dodatkowymi zwigzkami zawierajacymi
pochodne.

o Tensor Ricciego

Rap := 8" Ruavp = R¥ap
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Geometria czasoprzestrzeni. Krzywizna

@ Tensor krzywizny ma nastepujace algebraiczne wlasnosci symetrii

© symetria par: Ryguv = Ryvags
© antysymetria indekséw:

Rxxﬁuv = 7Rﬁzxp.v = 7Ro¢/3vp. = R[jozw,u
@ cyklicznosé:

Rapuv + Ravpu + Rogvp = 0.

@ W ogblnosci, w przestrzeni N-wymiarowej jest N2(N? —1)/12
niezaleznych sktadowych tensora krzywizny.

@ Tozsamosci Bianchi sa dodatkowymi zwigzkami zawierajacymi
pochodne.

o Tensor Ricciego

Rap := 8" Ruavp = R¥ap

o skalar krzywizny R = g"VR
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@ Tensor energii pedu informuje jak odpowiada uktad na wariacje
tensora metrycznego
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Tensor energii-pedu

@ Tensor energii pedu informuje jak odpowiada uklad na wariacje
tensora metrycznego

ap >  Qapt08ap

@ Jego konkretna postaé zalezy od opisywanej postaci materii

[ gestosé 1/c x strumien energii przez
energii | powierzchni¢ prostopadla do e

tensor napig¢ = stru-
mienie sktadowych
wektora pedu

¢ X gesto$é wektora pedu
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Tensor energii-pedu

@ Tensor energii pedu informuje jak odpowiada uklad na wariacje
tensora metrycznego

ap >  Qapt08ap

@ Jego konkretna postaé zalezy od opisywanej postaci materii

[ gestosé 1/c x strumien energii przez
energii | powierzchni¢ prostopadla do e
=
el
>
2
£
T = 2 -

4 tensor napie¢ = stru-
§ mienie sktadowych
9 wektora pedu
o
2
w0
>
o0
X

L © |

[24

dp* d
a0 _ L ak _ 4
=i T = s,
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Tensor energii-pedu

o dla pytu: czastki poruszajace przez dany obszar bez zderzen z
niewielkimi predko$ciami wzglednymi (réwnolegle linie $wiata),
u*=c, ), p* = [E/c, P

T = pou®u®,

po — gestoéc¢ (masy) pyly,
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Tensor energii-pedu

o dla pytu: czastki poruszajace przez dany obszar bez zderzen z
niewielkimi predko$ciami wzglednymi (réwnolegle linie $wiata),
u® = [c, 0], p* = [E/c, ]

TP = pou®u®,

Po — gestos¢ (masy) pylu,
o relatywistyczny gaz doskonaly: czastki chaotycznie poruszajace
sie w danym obszarze

T*% = diag[e,e/3,¢/3,¢/3]

€ — gestosdé energii
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Tensor energii-pedu

o dla pytu: czastki poruszajace przez dany obszar bez zderzen z
niewielkimi predko$ciami wzglednymi (réwnolegle linie $wiata),
u® = [c, 0], p* = [E/c, ]

TP = pou®u®,

po — gestosé (masy) pyhu,
o relatywistyczny gaz doskonaly: czastki chaotycznie poruszajace
sie w danym obszarze

T*% = diag[e,e/3,¢/3,¢/3]

€ — gestosdé energii

o plyn — nierelatywistyczna ciecz (moze by¢ Scisliwa)
T = (p + p)uuP — pg

p — cisnienie, p — gestos¢ energii (wszystkich postaci)
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Tensor energii-pedu

o dla pytu: czastki poruszajace przez dany obszar bez zderzen z
niewielkimi predko$ciami wzglednymi (réwnolegle linie $wiata),
u® = [c, 0], p* = [E/c, ]

TP = pou®u®,

po — gestosé (masy) pyhu,
o relatywistyczny gaz doskonaly: czastki chaotycznie poruszajace
sie w danym obszarze

T*% = diag[e,e/3,¢/3,¢/3]
€ — gestosé energii
o plyn — nierelatywistyczna ciecz (moze by¢ Scisliwa)
T = (p + p)uuP — pg

p — cisnienie, p — gestos¢ energii (wszystkich postaci)
o dla pola elektromagnetycznego i innych p6l

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne
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o Symetria T = TBx



Wtasnosci tensora energii-pedu

o Symetria T*F = TB

o Jedli teoria (Lagrangian) jest niezmiennicza z uwagi na
(infinitezymalne) przesuniecia w czasoprzestrzeni

X s xH g EH

to znika czterodywergencja tensora energii pedu
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Wtasnosci tensora energii-pedu

o Symetria T*F = TB

o Jedli teoria (Lagrangian) jest niezmiennicza z uwagi na
(infinitezymalne) przesuniecia w czasoprzestrzeni

X s xH g EH

to znika czterodywergencja tensora energii pedu

@ Sa to prawa zachowania, ktére sa przejawem twierdzenia Noether
dla pola grawitacyjnego.
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" : Niech T*¥ = pu*uf



. : Niech T* = pu*yP

d "
T, = c(pau™ + pu®,) = c(a—f + V(pv))



. : Niech T* = pu*yP
0 o4 o4 Jp =
T, = c(patt™ + pu®,) = C(ﬁ +V(pv))

Roéwnanie ciaglosci



. Niech T*¢ = py*yB
o0 « « ap =
T, = c(patt™ + pu®,) = C(ﬁ +V(pv))

Roéwnanie ciaglosci

e [ o
%, = (pu*uf ) = puu . — p(5; + (7-V)7)



. : Niech T*F = py*uP
o0 « « ap =
T, = c(patt™ + pu®,) = C(ﬁ +V(pv))

Roéwnanie ciaglosci

e [ o
%, = (pu*uf ) = puu . — p(5; + (7-V)7)

Réwnanie Eulera






Geometria czasoprzestrzeni ~  rozktad i ruch materii oraz energii



Geometria czasoprzestrzeni ~  rozktad i ruch materii oraz energii

1
Ruv = ERguv = KTy



Geometria czasoprzestrzeni ~  rozktad i ruch materii oraz energii

1
Ruv — ERguv = kTuy
lub 1
Ruy = (T = Eg,wT) , T =g.T.



Ro6wnanie Einsteina

Geometria czasoprzestrzeni ~  rozktad i ruch materii oraz energii
1
Ryv — ERg’” = KkTyuy
lub 1
Ruy = (T = Eg,WT) , T =gasT.

o Granica newtonowska pozwoli wyznaczy¢

_ 8nG
K—CT
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Ro6wnanie Einsteina

Geometria czasoprzestrzeni ~  rozktad i ruch materii oraz energii

1
Ryv — ERg’” = KkTyuy

lub 1
Ruy = (T = 5g,WT) , T =gasT.

o Granica newtonowska pozwoli wyznaczy¢

_ 8nG
K—CT

@ Ogodlniej dopuszczalna jest postaé
1
Ryv — ERgm + Aguv = KTy

gdzie A — stala kosmologiczna (tradycyjnie = 0), przejaw
ciemnej energii (7)
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e Zalozenia
@ Ruch obiektéw jest powolny, tzn. |7 < ¢



e Zalozenia

@ Ruch obiektéw jest powolny, tzn. |7 < ¢
@ Pole grawitacyjne jest slabe, tzn.

Sap = Nap +hq[3/ Ihpcﬁ| <1, |hl]| < |h00|
gaﬁ _ T’a[S _ hzxﬁ ,



Granica newtonowska

e Zalozenia

@ Ruch obiektéw jest powolny, tzn. |7 < ¢
@ Pole grawitacyjne jest stabe, tzn.

Sap = Map +hap, |hapl <1, |hij| < |hool
gtxﬁ _ nocﬁ _ hoc/i ,

© Podnoszenie i obnizanie indekséw odbywa si¢ przy uzyciu n,g
oraz n*P.
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Granica newtonowska

e Zalozenia

@ Ruch obiektéw jest powolny, tzn. |7 < ¢
@ Pole grawitacyjne jest stabe, tzn.

Sap = Map +hap, |hapl <1, |hij| < |hool
gcx/i _ noc[i _ hoc/i ,

© Podnoszenie i obnizanie indekséw odbywa si¢ przy uzyciu n,g
oraz n*P.
© Pola sa wolnozmienne w czasie, tzn. mozna zaniedba¢ ich

pochodne czasowe w stosunku do pochodnych przestrzennych.
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Granica newtonowska

e Zalozenia

@ Ruch obiektéw jest powolny, tzn. |7 < ¢
@ Pole grawitacyjne jest stabe, tzn.

Sap = Map +hap, |hapl <1, |hij| < |hool
gcxﬁ _ ntxﬁ _ hoc[j’ ,

© Podnoszenie i obnizanie indekséw odbywa si¢ przy uzyciu n,g
oraz n*P.

© Pola sa wolnozmienne w czasie, tzn. mozna zaniedba¢ ich
pochodne czasowe w stosunku do pochodnych przestrzennych.

o 7 zalozenia (4) zrezygnujemy przy granicy newtonowskiej dla fal
grawitacyjnych, gdyz pociaga ono za soba natychmiastowe
oddzialywanie pola grawitacyjnego.
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Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

o Jaki jest sens fizyczny wielkosci hqp?
° Roéwnanie geodezyjnej w granicy newtonowskiej
d?xH " dx® dx0

az Tlogrgr =0
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Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

o Jaki jest sens fizyczny wielkosci hqp?

° Roéwnanie geodezyjnej w granicy newtonowskiej

d2xH " dx0 dx0

a2 oy gr T =0

1
Mo = 2g *(8gov,0 + 80,v,0 — 800,v) = —nggoo,v
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Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

o Jaki jest sens fizyczny wielkosci hqp?

° Roéwnanie geodezyjnej w granicy newtonowskiej
d?xH dx® dx0
7 T 0 7= 7= -=0

dt dt drt

1
Mo = zg *(8gov,0 + 80,v,0 — 800,v) = —nggoo,v

o skladowa 0 réwnania geodezyjnej

)2+...:0 _ Pt

d*t 1 o k0 9(100 + hoo) o dt
Lt

a2l PR i
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Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

Jaki jest sens fizyczny wielkosci higg?
Roéwnanie geodezyjnej w granicy newtonowskiej
d?xH dx® dx0
7 T 0 7= 7= -=0
dt dt dt

1
00 = 28 *(g0v,0 + 80,v,0 — §oo,v) = —nggoo,v

sktadowa 0 réwnania geodezyjnej
At 1, ko, k0,900 +hoo) o dt\2 d’t
at_ 2 ko 2( 22 ...=0 —
Ci 2( +1) dxk ¢ (dT) + —
skladowa j réwnania geodezyjnej

d*x) 1 4 0(noo + hoo) o (At 2
dTZ_E(n]Jrh])iaxk C(aTT) +...=0
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o dla n*f =[1,-1,-1,—1] mamy

; ahoo .



Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

o dla n*f =[1,-1,-1,—1] mamy

dhgyo .
T’]k oxk _VhOO ’ ] = 1,2,3.

@ ostatecznie

2’7 c?
+ = Vhoo +...=0
a2
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Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

o dla n*f =[1,-1,-1,—1] mamy

dhgyo .
T’]k oxk _VhOO ’ ] = 1,2,3.

@ ostatecznie
£12** 2

c
2 + = Vhoo +...=0
2V
hoo = —5 + const
c

gdzie V jest newtonowskim potencjalem grawitacyjnym oraz
const =0
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Granica newtonowska réwnania linii geodezyjnej

o dla n*f =[1,-1,-1,—1] mamy

dhgyo .
T’]k oxk _VhOO ’ ] = 1,2,3.

@ ostatecznie
£12** 2

S Voo +... =0

2V
hoo = —5 + const
c

gdzie V jest newtonowskim potencjalem grawitacyjnym oraz

const =0
2V
goo=1+—F
c
Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne
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o Mamy dla tensora krzywizny i tensora Ricciego

1
Reapy = 5 (8apsy + 8ov.ap — Sav.6p — 8op,ay)



Granica newtonowska réwnania pola

e Mamy dla tensora krzywizny i tensora Ricciego

1
Rsapy = ) (gaﬁ,é‘y + 8sv,aB — Say,68 — géﬁ,mz)

1
Ray = 5 (W, + 1 05— Ohay — By )
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Granica newtonowska réwnania pola

e Mamy dla tensora krzywizny i tensora Ricciego

1
Rsapy = ) (gaﬁ,éy + 8sy,ap — 8oy, 68 — géﬁ,m/)
175 B
Ray = 5 (W, + 1 05— Ohay — By )

1 1
Roo =~ 75 (hg,w + hg,oﬁ — Ohgo — h,oo) >~ Evzhoo
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Granica newtonowska réwnania pola

e Mamy dla tensora krzywizny i tensora Ricciego
1
Rsapy = E(gaﬁ,éy + 85y,a8 — Say,6p — §opay)
Reoy = 1(hé +HP Ol —h )
ay — 2 (X,(s]/ '}/,(xﬁ oy Y
Roo = ~ (g, + 1B s — Choo — hgp) =~ 2V2h
00 — E 0,0y 0,08 00 ,00) — 5 00
o Mamy dla tensora energii-pedu Ty = puyuy
u u 2 Uz 2
T =T, = puuy = pc [1—;} ~ pc

K<T00 - %WOOT) = %KPCZ
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Granica newtonowska réwnania pola

e Mamy dla tensora krzywizny i tensora Ricciego

1
Rsapy = E(gaﬁ,éy + 8s5y,a8 — Say, 58 — géﬁ,m/)
175 B
Ray = 5 (8,59 1 oy = Ohay =ty )
Roop ~ ~ (18 + 1B — Ohgo — h oy ) ~ ~ V2
00 = 5 { 0,0y + 0,08 00 = 00) = 5 00

o Mamy dla tensora energii-pedu Ty = puyuy

2
v
T=T} = putu, = pc? [1 — C—z} ~ pc?

K<T00 - %WOOT) = %KPCZ

o Ostatecznie po poréwnaniu z réwnaniem Poissona V2V = 47Gp

871G

Vihoo = ko = k="
c
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o Rezygnujemy z zalozenia o zaniedbaniu pochodnych czasowych



Granica newtonowska réwnania pola

o Rezygnujemy z zalozenia o zaniedbaniu pochodnych czasowych

%(hi,ﬁw + N gy — Ohap —h oc/s) = SZTTG (Taﬁ - %naBT> :
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Granica newtonowska réwnania pola

o Rezygnujemy z zalozenia o zaniedbaniu pochodnych czasowych

%(hgr#ﬂ + gy = g — hrvcﬁ) = SZTTG (Tcxﬁ - %Ua/ﬂ") .

o Wprowadzmy

1
Bi=hg—shey, b=
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Granica newtonowska réwnania pola

o Rezygnujemy z zalozenia o zaniedbaniu pochodnych czasowych

%(hgr#ﬂ + gy = g — hrvcﬁ) = SZTTG (Tcxﬁ - %Ua/ﬂ") .

o Wprowadzmy
5= hy— ohs§,  h=h

n
n

@ wybierzmy cechowanie Lorentza, w ktorym 1_1%‘, =0
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Granica newtonowska réwnania pola

o Rezygnujemy z zalozenia o zaniedbaniu pochodnych czasowych

%(hgr#ﬂ + gy = g — hrvcﬁ) = SZTTG (Tcxﬁ - %Ua/ﬂ") .

o Wprowadzmy
5= hy— ohs§,  h=h

n
n

@ wybierzmy cechowanie Lorentza, w ktorym 1_1%‘ =0
o Wébwczas
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Granica newtonowska réwnania pola

o Rezygnujemy z zalozenia o zaniedbaniu pochodnych czasowych

%(hgr#ﬁ + gy = g — hrvcﬁ) = SZTTG (Ta[s - %Uq/ﬂ") .

o Wprowadzmy

1
Bi=hg—shey, b=

@ wybierzmy cechowanie Lorentza, w ktorym 1_1%‘ =0
o Wébwczas

1
R(Xﬁ ~ — Emhaﬁ

1 1 -
Rap — ErlcxﬁR = _Emhcxﬁ

o Ostatecznie otrzymujemy réwnanie falowe postaci

- 167G

Dhaﬁ = _7C4 T(xﬁ
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Dflaﬁ =0

o 10 rownan z uwagi na symetryczno$é¢ tensorow



Dflaﬁ =0

o 10 rownan z uwagi na symetryczno$é¢ tensorow

, . . 7.,
o 4 réwnania cechowania Lorentza i*? = 0



Roéwnanie falowe poza zrédtami

Dflaﬁ =0

@ 10 réwnan z uwagi na symetrycznosé tensoréow

, . . 7.x
o 4 réwnania cechowania Lorentza h B «= 0

e warunku cechowania nadal nie zmienia transformacja
xt — xH 4 EF o ile O&M = 0 (4 warunki)
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Roéwnanie falowe poza zrédtami

Dflaﬁ =0

10 réwnan z uwagi na symetrycznosé tensordéw

, . . 7.x
o 4 réwnania cechowania Lorentza h B «= 0

e warunku cechowania nadal nie zmienia transformacja
xt — xH 4 EF o ile O&M = 0 (4 warunki)
cechowanie TT (transverse-traceless gauge)

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 30(126)



Roéwnanie falowe poza zrédtami

Dflaﬁ =0

10 réwnan z uwagi na symetrycznosé tensordéw

o 4 réwnania cechowania Lorentza h*? = 0
e warunku cechowania nadal nie zmienia transformacja
xt — xH 4 EF o ile O&M = 0 (4 warunki)
cechowanie TT (transverse-traceless gauge)
@ mozna wybraé jedno & tak, aby i = 0, wowczas hB = p*B
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Roéwnanie falowe poza zrédtami

Dflaﬁ =0

10 réwnan z uwagi na symetrycznosé tensordéw

o 4 réwnania cechowania Lorentza h*? = 0

e warunku cechowania nadal nie zmienia transformacja

x* — xH 4+ EF, o ile OEH = 0 (4 warunki)

cechowanie TT (transverse-traceless gauge)
@ mozna wybraé jedno & tak, aby i = 0, wowczas hB = p*B
@ mozna wybraé pozostate & tak, aby H*0 = 0, wéwezas

_jaB  _ paB  _ 1,00 k0O _ 100
0=hn" ,(xfh“ /‘xfh /0+h /kfh 0
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Roéwnanie falowe poza zrédtami

Dflaﬁ =0

10 réwnan z uwagi na symetrycznosé tensordéw

o 4 réwnania cechowania Lorentza h*? = 0

e warunku cechowania nadal nie zmienia transformacja

x* — xH 4+ EF, o ile OEH = 0 (4 warunki)

cechowanie TT (transverse-traceless gauge)
@ mozna wybraé jedno & tak, aby i = 0, wowczas hB = p*B
@ mozna wybraé pozostate & tak, aby H*0 = 0, wéwezas

_jaB  _ paB  _ 1,00 k0O _ 100
0=hn" ,‘xfh“ /‘xfh /0+h /kfh 0

500 —

@ mozna wybraé 0 i woéwczas

P0=0, h=0, h
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o Rozwiazaniem ~
Dh(xﬁ =0

jest )
hap = Agp cos(kex?),

gdzie ke = [w/c, —E], kok® =0, Anp — tensor polaryzacji.



Rozwigzanie w postaci fali ptaskiej

o Rozwiazaniem

Dljllxﬁ =0
jest

hap = Agp cos(kox?),
gdzie ke = [w/c, —E], kok® =0, Anp — tensor polaryzacji.

o fala jest poprzeczna: z h°P » = 0 wynika

A%k, =0.
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Rozwigzanie w postaci fali ptaskiej

o Rozwiazaniem B
thxﬁ =0

jest

hap = Agp cos(kox?),
gdzie ke = [w/c, —E], kok® =0, Anp — tensor polaryzacji.

o fala jest poprzeczna: z h°P » = 0 wynika

A%k, =0.

@ odpowiedni wybor statych Cy w &y = —Cy sin(kysx%) pozwala
wybraé cechowanie TT

=0, I"M=0, (A" =o.
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o Sa dwie niezalezne polaryzacje fali grawitacyjnej w prézni



Polaryzacje plus i cross

@ Sa dwie niezalezne polaryzacje fali grawitacyjnej w prézni
o Dla fali rozchodzacej si¢ wzdtuz osi z odpowiadaja one wyborom
macierzy E; oraz El?; w postaci
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Polaryzacje plus i cross

@ Sa dwie niezalezne polaryzacje fali grawitacyjnej w prézni
o Dla fali rozchodzacej sie wzdluz osi z odpowiadaja one wyborom
macierzy E; oraz E; w postaci

00 0 0
e |01 0 0
i=loo -1 0]~
00 0 0],
]
000 0
. loo1o0
Ei=101 0 o0
000 0
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Polaryzacje plus i cross

@ Sa dwie niezalezne polaryzacje fali grawitacyjnej w prézni
o Dla fali rozchodzacej sie wzdluz osi z odpowiadaja one wyborom
macierzy E; oraz E; w postaci

00 0 0
e |01 0 0
i=loo -1 0]~
00 0 0],
]
000 0
. loo1o0
Ei=101 0 o0
000 0

o Wbweczas

EiTjT(Ct —2) = E;]fh+(ct —2z)+ Ejhx(ct — 2)
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Fala o dowolnym kierunku propagacji

e Niech kierunek propagacji fali wyznacza wektor i = k/ \E

wowczas

I (7)) = Agjja () g

gdzie A jest projektorem na kierunek #, tzn.

]' —
Aijx = PPy — PPy, Pij(id) = 8;j — njn;

2

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne
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o w granicy newtonowskiej

1
Roioj = 5 (hio,0j +hoji0 — hij00 — hoo,ij)



Dwie niezalezne sktadowe tensora krzywizny

@ w granicy newtonowskiej

—_

Roioj =~ E(hio,o i+ hojio — hijoo — hoo,ij)

e w cechowaniu TT

1 . TT
ROin = _Ehij'oo
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Dwie niezalezne sktadowe tensora krzywizny

@ w granicy newtonowskiej

—_

Roioj =~ E(hio,o i+ hojio — hijoo — hoo,ij)

e w cechowaniu TT

1 . TT
Roioj 2= =5 hij0

o tylko dwie sktadowe tensora krzywizny sa niezalezne

Ro101 = —Ro202, Ro201 = Ro102
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o réwnanie Einsteina w prozni

1
Guv[guv] == Ruv — ERguv =0



Rozwiniecie post-newtonowskie

o réwnanie Einsteina w prozni

1
Gp,v[gp,v] = R’u\/ - ERg“V = O

e rozwiniecie wzgledem matego parametru €

Suv = v + eh') + 203 +
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Rozwiniecie post-newtonowskie

o réwnanie Einsteina w prozni

1
Gp,v[gp,v] = R’u\/ — ERg#V = O

e rozwiniecie wzgledem matego parametru €

Quv = Ty + el + 2@ + ..

Guv = G\ + eGL) + €261 + ...
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Rozwiniecie post-newtonowskie

o réwnanie Einsteina w prozni

1
Gp,v[gp,v] = R’u\/ — ERg’uv = O

e rozwiniecie wzgledem matego parametru €
1 2
Suv = Nuv + ehfn? + ezh‘(u; + ...

Guv = G\ + eGL) + €261 + ...

Giwl] = 0,
G ] = G|
——

zrédto
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Tensor energii-pedu fali grawitacyjnej

@ Usrednienie po obszarze dostatecznie duzym, aby zawieral wiele
dtugosci fali grawitacyjnej

4
Gw _ € (2)14,(1)
TR - o)
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Tensor energii-pedu fali grawitacyjnej

@ Usrednienie po obszarze dostatecznie duzym, aby zawieral wiele
dtugosci fali grawitacyjnej

4
Gw _ € (2)14,(1)
TR - o)

o Isaacson w 1968 roku pokazal, ze z dokladnoscia do €2

4
Gw _ _°¢ ij  3TT
T#V = 324G <hTT,uhij,v>
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Tensor energii-pedu fali grawitacyjnej

@ Usrednienie po obszarze dostatecznie duzym, aby zawieral wiele
dtugosci fali grawitacyjnej

¢t @0
TEWW:_%<GI(JV)[11I(—W)}>

o Isaacson w 1968 roku pokazal, ze z dokladnoscia do €2

4
Gw _ _°¢ ij  3TT
T#V = 324G <hTT,;1hij,v>

o Przypadek fali plaskiej
hiTjT(ct —z) = Ejhy(ct - z) + EZ.X].hX (ct —z)
A

167G

T = ((doh1)* + (dohx)?)
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Tensor energii-pedu fali grawitacyjnej

@ Usrednienie po obszarze dostatecznie duzym, aby zawieral wiele
dtugosci fali grawitacyjnej

¢t @0
TEWW:_%<GI(JV)U1I(—W)}>

o Isaacson w 1968 roku pokazal, ze z dokladnoscia do €2

4
GW ¢ TT
Ly' = 327r(;< T th>

o Przypadek fali plaskiej
hiTjT(ct z) = E+h+(ct—z) +Ejhx(ct - z)

T kT G<(30h+) + (dohx)?)

o Przypadek fali monochromatycznej o czestosci w
ctaw?
~ 327G
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o Przyspieszenie ptywowe

AT =G(F+E)—d(F) = (£ V)A(F) = =&V @™



Skutki przejscia fali grawitacyjnej

o Przyspieszenie ptywowe

Ad=Gd(F+E) —d(F) = (£-V)a(F) = =&V e

o Tensor ptywow (i = V

Ay = —EF G (7)

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 37(126)



Skutki przejscia fali grawitacyjnej

o Przyspieszenie ptywowe

Ad=Gd(F+E) —d(F) = (£-V)a(F) = =&V e

o Tensor ptywow (i = Vi

Ay = —EF G (7)

e Przyklad: Dla potencjatu newtonowskiego,

GM,
-5

Gij(7) =
oraz & = [0,0,Az], 7= 0,0, z]

Aay = —Az(31, Aay = —Azlz, Aaz = —Azl33

(Sxix]- — 51']'1’2)

przy czym
10 0

é(o,o,z):GA,fZ 01 0

z 00 -2
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o Przyspieszenie ptywowe w OTW

2
¢ 2
Gij = Vij = 5 hoo,ij = —¢” Roio;



o Przyspieszenie ptywowe w OTW

2
¢ 2
Gij = Vij = 5 hoo,ij = —¢” Roio;

Aay = &G = —c*& Rojor



Skutki przejscia fali grawitacyjnej

o Przyspieszenie ptywowe w OTW

2
¢ 2
Gij = Vij = 5 hoo,ij = —¢* Roio;

Aay = &G = —c*& Rojor

o w przypadku plaskiej fali grawitacyjnej rozchodzacej sie w

kierunku z, Rgjor = —7th 00, zatem
1.,
Roro1 = —Ro22 = *anoth
R = R = e
0102 — 0201 — _E 007 %
Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne
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Skutki przejscia fali grawitacyjnej

@ przyspieszenie pltywowe

2
C
Aay = —c*Roo1é! — *Roppié? = 5(51330h++529%0hx)
2
C
Aay = —c®Royoné! — *Ropaé? = E(élaéohx —&293,hy)
Aﬂ3 =0
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Skutki przejscia fali grawitacyjnej

@ przyspieszenie pltywowe

C
Aay = —c*Ryoié! — PRpni&? = 3(5 dohs + E2%hx)
2
C
Aay = —c®Royoné! — *Ropaé? = E(Elagohx — E295oh )
Aﬂ3 =0
w!

&?C}‘QED*

3n/2

{:}
2 >
%
§
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Skutki przejscia fali grawitacyjnej

@ przyspieszenie pltywowe
Aay = —c*RooiéE! — PRppoié? =

2 1_ 2 2
Aay = —c“Ro102é& — ¢“Rppeé” =

Aﬂ3:0

2
(&10Gohy + E20Goh )

«“
2
c? 152 242

5(5 dgohx — &E7dgoh+)
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o Rdéwnanie falowe ze zrédlem



Zrodla fali grawitacyjnej

e Rownanie falowe ze zrédiem

o cechowanie Lorentza jest zgodne z warunkiem znikania (plaskiej)
czterodywergencji tensora energii-pedu

W =0 = T =0.
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Zrodla fali grawitacyjnej

e Rownanie falowe ze zrédiem

o cechowanie Lorentza jest zgodne z warunkiem znikania (plaskiej)
czterodywergencji tensora energii-pedu

W =0 = T =0.

o Rozwiazaniem szczegdlnym réwnania falowego jest

07) — 4G [ Tas <x° — |7_7/|,7/)

hop(x”,7) = dar'

ct Js

gdzie catkowanie przebiega po obszarze zrédia, 7 jest odlegloscia
od zrédla.
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wielko$é Zrodia
typowa diugosé fali grawitacyjnej
r | odleglos¢ do zrédla

> =




wielko$é Zrodia
typowa diugosé fali grawitacyjnej
r | odleglos¢ do zrédla

> =

o Strefa daleka
R ALy



Skale odlegtosci

wielkosé¢ zrodla
typowa dlugo$é fali grawitacyjnej
r | odleglos¢ do zrédla

NI

o Strefa daleka
R<AkKr

@ Strefa bliska
R«r<«A
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Skale odlegtosci

wielkosé¢ zrodla
typowa dlugo$é fali grawitacyjnej
r | odleglos¢ do zrédla

NI

o Strefa daleka
R<AkKr

@ Strefa bliska
R«r<«A

@ Obszar zrédla
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e Rozwiazaniem szczegdlnym rownania falowego w strefie dalekiej
jest

- o 4G SN e
Frop (X0, 7) ~ o /s Top(x° —1,7)d7’



Rozwiazane w strefie dalekie;

o Rozwiazaniem szczegdlnym rownania falowego w strefie dalekiej
jest

o 4G YN
frop (20, 7) ~ o /s Top(x° — 7, 7")d7’
o Wyznaczamy 1_11']'. Rachunki prowadza do wzoru

o 2G - o
R (x0,7) ~ Eagofsx”x’]TOO(xO —r,7)dr’
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Rozwiazane w strefie dalekie;

o Rozwiazaniem szczegdlnym rownania falowego w strefie dalekiej
jest

o 4G YN
frop (20, 7) ~ o /s Top(x° — 7, 7")d7’
o Wyznaczamy 1_11']'. Rachunki prowadza do wzoru

o 2G - o
R (20, 7) ~ Eagofsx”x’]TOO(xO —r,7)dr’

o Wprowadzamy tensor momentu kwadropulowego

g 1 o
IZ](tl) = C—Z/x”x’]TOO(t’,?’)d?’
S
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Rozwiazane w strefie dalekie;

o Rozwiazaniem szczegdlnym rownania falowego w strefie dalekiej
jest

o 4G YN
frop (20, 7) ~ o /s Top(x° — 7, 7")d7’
o Wyznaczamy 1_11']'. Rachunki prowadza do wzoru

o 2G - o
R (20, 7) ~ Eagofsx”x’]Too(xO —r,7)dr’

o Wprowadzamy tensor momentu kwadropulowego

g 1 o
IZ](tl) = ;/x/lxl]Too(t/,?'/)d?'/
S

Rt r) ~ gfij(t—r/c).
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Rozwiazanie TT w strefie dalekiej

o w cechowaniu TT wykorzystamy bez$ladowa postaé tensora
momentu kwadropulowego

y 1 o1
iy — — findj = sij J2\00 (pf 221N g2/
() CZ/S(x x 36 rTV (Y, 77
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Rozwiazanie TT w strefie dalekiej

o w cechowaniu TT wykorzystamy bez$ladowa postaé tensora
momentu kwadropulowego

y 1 o1
iy — — findj = sij J2\00 (pf 221N g2/
() CZ/S(x x 36 rTV (Y, 77

iy 2G ..
h?T(t,T’) = EI'ZT]T(t *r/C), Il];T = Aij,kllkl
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Rozwiazane w strefie bliskiej

o Rozwiazanie w strefie bliskiej opiera si¢ na rozwinieciu
multipolowym (w réznych postaciach!)

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne

44(126)



Rozwiazane w strefie bliskiej

o Rozwiazanie w strefie bliskiej opiera si¢ na rozwinieciu
multipolowym (w réznych postaciach!)

e Niech 7 = r#i, woéwczas
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Rozwiazane w strefie bliskiej

o Rozwiazanie w strefie bliskiej opiera si¢ na rozwinieciu
multipolowym (w réznych postaciach!)

e Niech 7 = r#i, woéwczas

@ oraz

T(t— [F—7'|/c,7) = Tif(t—r/c+ -
= /

n-7

) ) S
=Tt —r/e )+ T/t —r/c,7)—+ Ea%tTl](t —r/e, P
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Mil(t) = /S T, 77!
Mij|k(t/) =/x/kTij(t/,?/)d?/
S

MUK () = [ T 7 )P
S

Rozwinigcie multipolowe



Momenty tensora naprezen

M) = [T, 77!
S

Mij|k(t/) :/xlkTij(t/I?/)d?/
S

Mz’j|k£(tl) :/x/kx/ZTij(t/’?»/)d?/
s

Rozwinigcie multipolowe

. 4G L 1 o
W) = 5 [Ml!( r/c)+%le\k(t—r/c)+§%lelkf(t—r/c)+...}
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Momenty tensora naprezen

M) = [T, 77!
S

Mij\k(t/) :/xlkTij(t/I?/)d?/
S

Mz’j|k£(tl) :/x/kx/ETij(t/,?»/)d?/
s

Rozwinigcie multipolowe

= 4G N o i 1mng
ij i Yhacrijlkp LRI ikl g
HiI(t,7) = C4r[M (E=r/e)+ “E MK (t —r/c) + S HELNAT 1 r/c)+...}
gdzie
T
M = —TY
2
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Rozwinigcie multipolowe

o Momenty tensora naprezen mozna wyrazi¢ przez prostsze
. s, . . . X
wielkosci dzigki prawom zachowania T h « =0, np.
,

ATk — : Levijic %(pi\jk+pk|ij+pj|ki)

gdzie
Plik(t) /TOZ t—r/c, 7 )x'Ix'*d7’!

1 o
Ik = —2/ TO(t —r/c, 7" )x"x'Ix"* a7’
= JSs
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Przyktady. Obracajaca sie niejednorodna bryta

o Obracajacy sie pret o masie M = 1 kg, dlugosci/ =1 m z
predkoscig katowa w = 1 s~1 produkuje deformacje
czasoprzestrzeni na poziomie

2G .. GMI?w?

he 2 <« 22—~ 10728
cr e
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Przyktady. Obracajaca sie niejednorodna bryta

o Obracajacy sie pret o masie M = 1 kg, dlugosci/ =1 m z
predkoscig katowa w = 1 s~1 produkuje deformacje
czasoprzestrzeni na poziomie

2G. _ GMPu?
cr 7TC

o Obracajaca sie elipsoida tréjosiowa, w chwili = 0 uklad
wspoélrzednych orientujemy w kierunku osi gtéwnych, obrét wokoét
osi Z 7z czestoscig w

TO (7, t) = 2p(R.(wt)7)

gdzie
cos¢p sing O
R;(¢p)=| —sin¢g cos¢p O
0 0 1

jest macierzg obrotu wokél osi Z
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Obracajaca sie bryta

o [ jest woéwczas tensorem bezwladnosci oraz

I(t) = Ry(wt) [hR; H(wt)

gdzie
L 0 0
=] 0 I, 0
0 0 I

jest poczatkowym tensorem momentu bezwladnosci
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Obracajaca sie bryta

o [ jest woéwczas tensorem bezwladnosci oraz

I(t) = Ry(wt) [hR; H(wt)

gdzie
L 0 0
=] 0 I, 0
0 0 I

jest poczatkowym tensorem momentu bezwladnosci

o Ostatecznie

%I + %513 cos 2wt —%513 sin 2wt 0
I(t) = —%513 sin 2wt %I — %513 cos2wt 0
0 0 I3

gdzie I =1 + I, e = (Il — 12)/13
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@ Tensor

) —cos2wt’  sin2wt’" 0
[(t) = 2w?el3 | sin2wt  cos2wt' 0
0 0 0



Deformacja metryki

@ Tensor

—cos2wt’ sin2wt’ 0
I(t) =2w?ely | sin2wt’  cos2wt 0
0 0 0

jest bezsladowy i prostopadly do kierunku osi propagacji Z,
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Deformacja metryki

@ Tensor

—cos2wt’ sin2wt’ 0
I(t) =2w?ely | sin2wt’  cos2wt 0

0 0 0
jest bezsladowy i prostopadly do kierunku osi propagacji Z,
o H(t,z) =
4Gl —cos2w(t—z/c) sin2w(t—z/c) 0
T3 sin2w(t —z/c) cos2w(t—z/c) O
€z 0 0 0
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Deformacja metryki

@ Tensor

—cos2wt’ sin2wt’ 0
I(t) =2w?ely | sin2wt’  cos2wt 0
0 0 0

jest bezsladowy i prostopadly do kierunku osi propagacji Z,
o H(t,z) =

4Gl —cos2w(t—z/c) sin2w(t—z/c) 0

ZE 58 sin2w(t—z/c)  cos2w(t —z/c)

0
4
c*z
0 0 0
o Czestosé fali grawitacyjnej jest dwukrotnie wieksza niz czestosé
obrotéw!
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Deformacja metryki

@ Tensor

—cos2wt’ sin2wt’ 0
I(t) =2w?ely | sin2wt’  cos2wt 0
0 0 0

jest bezsladowy i prostopadly do kierunku osi propagacji Z,
o H(t,z) =

4Gl —cos2w(t—z/c) sin2w(t—z/c) 0

ZE 58 sin2w(t—z/c)  cos2w(t —z/c)

0
4
€z 0 0 0
o Czestosé fali grawitacyjnej jest dwukrotnie wieksza niz czestosé
obrotéw!

o Strumien energii przez powierzchnie dS prostopadla do osi Z

dE
dtds

3
167G

272
74G£ Is &
e z?

= CT(%W = —CT(%W = — <hi + h2X> =
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@ Niech fala rozchodzi si¢ w kierunku

7i = [sin B sin ¢, sin O cos ¢, cos 6]



Rozktad katowy fali grawitacyjnej

@ Niech fala rozchodzi si¢ w kierunku

7i = [sin B sin ¢, sin O cos ¢, cos 6]

2G R

I (7, t) = E/\ij,kl(n)fkl(t —r/c)
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Rozktad katowy fali grawitacyjnej

@ Niech fala rozchodzi si¢ w kierunku

7i = [sin B sin ¢, sin O cos ¢, cos 6]

“TT /- 2G s
I (7, t) = E/\ij,kl(n)lkl(t —r/c)

o Podstawienie A = PyPj — P jPr1 prowadzi do

WTT(7, 1) = 2G<

PI(t—r/c)P— %tr(PI(t—r/c)) ) , Pij=6&j—nmn;.
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Przyktad: Promieniowanie wzdtuz osi X

o Niech 71 bedzie wzdluz osi X, wowczas

1. o 0 0
(PIP - Etr(PI)P) =0 (hp—Iw)/2 b
0 Ip3 —(Ip — In3) /2
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Przyktad: Promieniowanie wzdtuz osi X

o Niech 71 bedzie wzdluz osi X, wowczas

1. o 0 0
(PIP - Etr(PI)P) =0 (hp—Iw)/2 b
0 Ip3 —(Ip — In3) /2

2G Iy  2Gely , ,
= o = P w” cos 2wt

hy

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 51(126)



Przyktad: Promieniowanie wzdtuz osi X

o Niech 71 bedzie wzdluz osi X, wowczas

a1 o 0 0
(PIP— Etr(PI)P) =0 (hp—Iw)/2 b
0 Ip3 —(In —I33)/2
_ 2GIn  2Ges , ,
hy = a0 2 w” cos2wt
h>< == O

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 51(126)






dE C3T2 TThl]

LGW - _E N 327G Jstera® Y >dQ/

gdzie
; 2G .. 2G
TT ‘TT
hij - c4r Il] T Ay 1],kl(”) I



Moc promieniowania zrédta

dE c3r?
Low = ——. = W yda,
W = "G T 324G a0 M1T)
gdzie
: 2G ... 2G
TT _ TT _ okl
hij = 3 Lij = g Niju (i) 1
Wéwczas G
o ...TT...i]'
Low = s [, (10 T,
gdzie

T 13 = ulP(O) TP(O) ] - 3 (a[P(Q) T]))?
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Moc promieniowania zrédta

dE C31’2 . s
Low = —— = WYL VdQ,
cw = 327G Jura i Ti1T)
gdzie
. 2G ... 2G
TT _ TT _ oy ikl
hij = 3 Lij = g Niju (i) 1
Wowezas G
o ...TT...i]'
LGW o 87TC5 ./sfcra< Iz] ITT>dQ’
gdzie

T = u[P(Q)TP(Q)T] — %(tr[P(Q)'f]])z

Calkowanie po sferze daje

| i Tae = T - 5 (157
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Moc promieniowania zrédta

dE C31’2 .
Low = —— = T VdQ,
cw Gt~ 327G Jugura i i71)
gdzie
: 2G... 2G
TT _ TT _ okl
hij = 3 Lij = g Niju (i) 1
Wéwczas G
o "'TT"'ij
Low = s [, (10 T,
gdzie

T = u[P(Q)TP(Q)T] — %(tr[P(Q)'f]])z

Calkowanie po sferze daje

87T ... 1 ...
TT 1) _ k1 _ Lrvky2
[ (i ide = STy - 3 (15
Ostatecznie
L = — - = = —(I"1I
ow = g5{1" Tn = 5(10)%) = 5{1" Fu)
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Przyktad: Wirujaca niejednorodna elipsoida

sin2wt  cos2wt 0
T(t) = 4w’elzy | cos2wt —sin2wt 0
0 0 0
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Przyktad: Wirujaca niejednorodna elipsoida

sin2wt  cos2wt 0
T(t) = 4w’elzy | cos2wt —sin2wt 0

0 0 0
B
G 32 G
LGW = §(4w3513)2<tr(B2)> = €C—552132w6
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Przyktad: Wirowanie z precesja

-
-

L1 (0cosy + ¢sinfsin) = [sinOsiny = Jj
L(—0siny + ¢sinfcos ) = JsinOcosp = Jj
(¢ + ¢cosO) = JcosO = J}
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o Of rotacji nie pokrywa sie z osia gléwna



o Of rotacji nie pokrywa sie z osia gléwna
o W ukladzie inercjalnym xyz moment pedu | = [0,0, J]



Przyktad: Wirowanie z precesja

o Of rotacji nie pokrywa sie z osia gléwna
o W ukladzie inercjalnym xyz moment pedu | = [0,0, J]

o W ukladzie inercjalnym x'y'z’ moment pedu J' = U1, T5, J5]
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Przyktad: Wirowanie z precesja

Os$ rotacji nie pokrywa si¢ z osia gtéwna
o W ukladzie inercjalnym xyz moment pedu | = [0,0, J]
W uktadzie inercjalnym x'y'z’ moment pedu J' = [J}, J}, J3]

°
(] Przyh:Iz:I
Q0=0
@ of 7’ obraca sig ze stala predkoscia katowa ¢ = Q = J/I wokét
kierunku T

© precesja z predkoscia katowa Q) < Q

I
Qp =19 =¢eQcosO =const., ¢= I——l
3
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Przyktad: Wirowanie z precesja

—4sin0sin20Qt 4sinfcos20Qt — cosOcos Ot
T =el0O%sin0 | 4sinfcos2Qt  4sinfsin2Qt — cosOsin Qt
—cosBcosQt —cosBOsin Ot 0
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Przyktad: Wirowanie z precesja

—4sin0sin20Qt 4sinfcos20Qt — cosOcos Ot
T =el0O%sin0 | 4sinfcos2Qt  4sinfsin2Qt — cosOsin Qt
—cosBcosQt —cosBOsin Ot 0

Low = 5%(513Q3 sin 8)%(tr B?)
tr B2 = 2(cos? 0 + 16 sin? 0)
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Przyktad: Wirowanie z precesja

—4sin0sin20Qt 4sinfcos20Qt — cosOcos Ot
T =el0O%sin0 | 4sinfcos2Qt  4sinfsin2Qt — cosOsin Qt
—cosBcosQt —cosBOsin Ot 0

Low = 5%(513Q3 sin 8)%(tr B?)

tr B> = 2(cos? 0 + 16 sin” 0)

o fala grawitacyjna ma dwie charakterystyczne czestoéci w = 2Q
oraz w = Q)
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Przyktad: Wirowanie z precesja

—4sin0sin20Qt 4sinfcos20Qt — cosOcos Ot
T =el0O%sin0 | 4sinfcos2Qt  4sinfsin2Qt — cosOsin Qt
—cosBcosQt —cosBOsin Ot 0

Low = 5%(513Q3 sin 8)%(tr B?)

tr B> = 2(cos? 0 + 16 sin” 0)

o fala grawitacyjna ma dwie charakterystyczne czestoéci w = 2Q
oraz w = Q)

o w ogdlnodci, gdy I1 # I, # I3 sa dwie rodziny
charakterystycznych czestosci

w=20+kQ,, w=Q+(2k+1)Q,
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e cialo o masie m rozpoczyna spadek z nieskoriczonosci z 2(0) = 0



Radialne spadanie w czarng dziure

e cialo o masie m rozpoczyna spadek z nieskoniczonoéci z z(0) = 0

@ opis newtonowski w zlinearyzowanej teorii grawitacji
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Radialne spadanie w czarng dziure

e cialo o masie m rozpoczyna spadek z nieskoniczonoéci z z(0) = 0

@ opis newtonowski w zlinearyzowanej teorii grawitacji

1 ., GMm

mz
2 z

=0
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Radialne spadanie w czarng dziure

e cialo o masie m rozpoczyna spadek z nieskoniczonoéci z z(0) = 0

@ opis newtonowski w zlinearyzowanej teorii grawitacji

1 ., GMm

mz
2 z

=0

o (B ()
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Radialne spadanie w czarng dziure

e cialo o masie m rozpoczyna spadek z nieskoniczonoéci z z(0) = 0

@ opis newtonowski w zlinearyzowanej teorii grawitacji

1 >, GMm

mz- —
2 z

s _(2GM)1/2 _ _C<&)1/2

4 z

=0

e nieznikajaca skladows tensora bezwladnosci jest Iz3 = mz?

_ Go liay 26 oy 2G5 s
LGW*ﬁU%‘@MS)*@U%) e m*cR3(z™°)
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Radialne spadanie w czarng dziure

cialo o masie m rozpoczyna spadek z nieskoriczonosci z 2(0) = 0

opis newtonowski w zlinearyzowanej teorii grawitacji

1 >, GMm

mz- —
2 z

s _(2GM)1/2 _ _C<&)1/2

4 z

=0

2

nieznikajaca sktadowa tensora bezwtadnosci jest Iz3 = mz

_ Go liay 26 oy 2G5 s
LGW*ﬁU%‘@MS)*@Uss) e m*cR3(z™°)

ilo$¢ wypromieniowanej energii do osiagniecia punktu z =r
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e Sita pltywowa
_ GMm/2 GMm/2 _
C (r—a)?2  (r4a)?

a
F, 2GMm



Radialne spadanie i sity ptywowe

o Sita plywowa
Fo_ GMm/2 _ GMm /2 N
P7 (r—a)2  (r+a)?

2GMm%
p

e sila wzajemnego oddzialywania dwéch mas m/2

G(m/2)?

Fg = (2a)2
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Radialne spadanie i sity ptywowe

o Sita plywowa
Fo_ GMm/2 _ GMm /2 N
P7 (r—a)2  (r+a)?

e sila wzajemnego oddzialywania dwéch mas m/2

G(m/2)?

Fg = (211)2

@ obiekt ulegnie rozerwaniu pod wpltywem sit ptywowych jesli

F, > F

r<nyM/ma=r,

gdzie 1 = 2v/4 w tym uproszczonym modelu. W ogélnosci 1

zalezy od wlasno$ci sprezystych obiektu.
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Radialne spadanie i sity ptywowe

o Sita plywowa

GMm/2 GMm/2
(r—a)? B (r+a)?

F, = ~ 2GMm

e sila wzajemnego oddzialywania dwéch mas m/2

G 2

@ obiekt ulegnie rozerwaniu pod wpltywem sit ptywowych jesli

F, > F
r<nyM/ma=r,

gdzie 1 = 2v/4 w tym uproszczonym modelu. W ogélnosci 1
zalezy od wlasno$ci sprezystych obiektu.
o Rozwiazanie réwnania spadku

2502 = RVt~ to) + 2537, 2(t0) = 2
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Deformacja spadajacego obiektu

o Niech w ty obiekt rozciagly o rozmiarach 6zy = 2a mija odleglosc
rp. Wariacja wzgledem zg (rozmiaréw obiektu) prowadzi do

rp\1/2
21267 = zé/zézo, 6z = (Zp) 2a
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Deformacja spadajacego obiektu

o Niech w ty obiekt rozciagly o rozmiarach 6zy = 2a mija odleglosc
rp. Wariacja wzgledem zg (rozmiaréw obiektu) prowadzi do

o\ 1/2
21267 = zé/zézo, 6z = (Zp> 2a

e Poniewaz z < rp, to rozmiary ciata zwigkszaja si¢ w kierunku osi
z
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Deformacja spadajacego obiektu

o Niech w ty obiekt rozciagly o rozmiarach 6zy = 2a mija odleglosc
rp. Wariacja wzgledem zg (rozmiaréw obiektu) prowadzi do

o\ 1/2
21267 = zé/zézo, 6z = (Zp> 2a

e Poniewaz z < rp, to rozmiary ciata zwigkszaja si¢ w kierunku osi
z

@ Zmienia sie charakterystyka (takze widmowa) promieniowania
grawitacyjnego!
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Deformacja spadajacego obiektu

o Niech w ty obiekt rozciagly o rozmiarach 6zy = 2a mija odleglosc
rp. Wariacja wzgledem zg (rozmiaréw obiektu) prowadzi do

o\ 1/2
21267 = zé/zézo, 6z = (g) 2a

@ Poniewaz z < rp, to rozmiary ciala zwigkszaja si¢ w kierunku osi

z
@ Zmienia sie charakterystyka (takze widmowa) promieniowania
grawitacyjnego!
obiekt 2a [km] | M/Mq | (rp/Rs)?
gwiazda ciagu gtéwnego | 7-10° 10 300
10° 70
10° 7
bialy karzel 10% 10 40
10°
10° 1
gwiazda neutronowa 10 10 1.3
10° 1
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Sita reakcji promieniowania

e Sila reakcji promieniowania jest odpowiedzia ukladu (np.
modyfikacja jego ruchu) na emisje promieniowania grawitacyjnego
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Sita reakcji promieniowania

e Sila reakcji promieniowania jest odpowiedzia ukladu (np.
modyfikacja jego ruchu) na emisje promieniowania grawitacyjnego

o W przyblizeniu newtonowskim okreslamy ja jako

T T

. G i
/FRR'ﬁdt: —Lgw = 55 IUIijdt
0 0
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Sita reakcji promieniowania

e Sila reakcji promieniowania jest odpowiedzia ukladu (np.
modyfikacja jego ruchu) na emisje promieniowania grawitacyjnego

o W przyblizeniu newtonowskim okreslamy ja jako

T T
S G [ i
/FRR'Z)dt: —Lgw = 55 IUIijdt
0 0
o Po przeksztalceniach
T T
; 2Gm [ dFij .
RR _ )
/F]- vdt = — =5 5 x'oldt
0 0
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Sita reakcji promieniowania

e Sila reakcji promieniowania jest odpowiedzia ukladu (np.
modyfikacja jego ruchu) na emisje promieniowania grawitacyjnego

o W przyblizeniu newtonowskim okreslamy ja jako

T T
S G [ i
/FRR'Z)dt: —Lgw = 55 IUIijdf
0 0
o Po przeksztalceniach
T T
RR _ )
/F]- vdt = — =5 5 x'oldt
0 0
e Stad identyfikujemy
5
FRR _ _2Gmxjd £
I 5¢5 7 dtd
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o W ogdlnosci

dJjew
dt

= —ceijkf (T — XTIy n,dQ
sfera



o W ogdlnosci

djew
dt

= —csijkf (T — XTIy n,dQ
sfera

o W przyblizeniu newtonowskim okreslamy
djsw

_ /2 ZRR
pr = (Fx %)



Utrata momentu pedu

o W ogélnosci
djeW
dt

—cei]’k% (TR — X* Ty, dQ
sfera

o W przyblizeniu newtonowskim okreslamy

TGW
L]dt = (7 x FRR)
o Ostatecznie
JEW 2Gm ir
at = 55£z]k<1 I >
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Uktad podwéjny jako zrédtlo fali grawitacyjne;

o Przyktad orbity kotowej o promieniu R dla dwéch mas m

11 = 2mR? cos? wt

I1p = 2mR? sin wt cos wt

1 ,Gm\1/2
2.2 -
I, = 2mR* sin” wt, w = 2( )

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 62(126)



Uktad podwéjny jako zrédtlo fali grawitacyjne;

o Przyktad orbity kotowej o promieniu R dla dwéch mas m

11 = 2mR? cos? wt

I1p = 2mR? sin wt cos wt

1 ,Gm\1/2
2.2 -
I, = 2mR* sin” wt, w = 2( )

@ Zaburzenie

2G cos2wt sin2wt O
hij = —ZZ4mR%w? | sin2wt —cos2wt 0
ctr 0 0 0

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 62(126)



Uktad podwéjny jako zrédtlo fali grawitacyjne;

o Przyktad orbity kotowej o promieniu R dla dwéch mas m

11 = 2mR? cos? wt

I1p = 2mR? sin wt cos wt

1 ,Gm\1/2
2.2 -
I, = 2mR* sin” wt, w = 2( )

@ Zaburzenie

2G cos2wt sin2wt O
hij = —ZZ4mR%w? | sin2wt —cos2wt 0
ctr 0 0 0

@ Moc promieniowania

L _ 2G*md
CW ™ '55R5
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Uktad podwdéjny jako zrodto fali grawitacyjnej. Orbita
eliptyczna

o W ukladzie érodka masy ukladu dwéch mas mq, myp o energii E i
momencie pedu |

- [T - [T 1 1 1
n=——"T, h=_——T2, —=_——"7T7_—
mi my wo omip mp
L a(1—e?) Gmymy  ,  Gmim3 )
ro=\1—-Hl=——-—">—, a=-— , = —=q(l—e
12 = [F1 =72 1+ecosg 2E J my + mp ( )
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Uktad podwdéjny jako zrodto fali grawitacyjnej. Orbita
eliptyczna

o W ukladzie érodka masy ukladu dwéch mas mq, myp o energii E i
momencie pedu |

1 1 1
Fl= iy, =y, - = —
mi my wo omip mp
L a(1—e?) Gmymy  ,  Gmim3 )
o =1\F"1—r|l=———>", a=— , =——=q(l—e
12 = [F1 =72 1+ecosg 2E J m1—|—m2( )
L — o cos? @
17 1 4 ecos @)?
sin @ cos @
Ip=0—"—"7-
12 (1+ecos@)?
)
Ly =« St @ o = ua®(1—e?)?

(1+ecos@)?’

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 63(126)






o Przy rézniczkowaniu nalezy pamietaé, ze | = u(,'or%z

. J(1+ecosg)? 5
P = W —ﬁ(1+€COS(P)



Orbita eliptyczna

@ Przy rézniczkowaniu nalezy pamietaé, ze | = u('pr%z

) ](1—|—ec05(p)2 5
b= -y ~ Pl tecoso)

o Ostatecznie

1

I = Eoc[33(1 + ecos ¢)?[8sin2¢ + e(5sin ¢ + 3sin 3¢)]

1

I = —E(XﬁS(l + ecos 0)?[8cos 2¢ + e(5cos ¢ + 3 cos 39)]

1
Iy = —§cxﬁ3(1 +ecos ¢)?[8sin2¢ + e(5sin ¢ + 3sin 3¢)]
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Orbita eliptyczna

@ Przy rézniczkowaniu nalezy pamietaé, ze | = u(pr%z

] ](1—|—ec05(p)2 5
b= -y ~ Pl tecoso)

o Ostatecznie
1
I = E(;([33(1 + ecos ¢)?[8sin2¢ + e(5sin ¢ + 3sin 3¢)]
1
I = —E(XﬁS(l + ecos ¢)?[8 cos 2¢ + ¢(5cos ¢ + 3 cos 3¢)]

1
Iy = —§cxﬁ3(1 +ecos ¢)?[8sin2¢ + e(5sin ¢ + 3sin 3¢)]

ekl 2G1 ,

@ Moc promieniowania Loy = Iy = t51% B ()

55
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Orbita eliptyczna

Lo . . . . L. )
@ Przy rézniczkowaniu nalezy pamigtac, ze | = uori,

J(1+ecos @)?

¢ = R aR = B(1+ecos p)?

o Ostatecznie
1
I = 5oc[33(1 + ecos ¢)?[8sin2¢ + e(5sin ¢ + 3sin 3¢)]
1
= —E(XﬁS(l + ecos ¢)?[8 cos 2¢ + ¢(5cos ¢ + 3 cos 3¢)]

1
Iy = —§ocﬁ3(1 +ecos ¢)?[8sin2¢ + e(5sin ¢ + 3sin 3¢)]

. . G okl 2G 1 223500
e Moc promieniowania Loy = 5?(1 Iy) = =51 a”B{l(p))
gdzie usrednienie po okresie ma postaé
1 — 02)3/2 4
(@) = % /E((p)(1+ecos @) 2de = §(96+29262+37e4)
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Utrata energii i momentu pedu przez uktad podwojny

o Utrata energii

dE 32 G* , , 32 G* 5 3
E——g(ca)5m1m2(ml+m2)f(e)—_g(ca)S“ Mf(e)
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Utrata energii i momentu pedu przez uktad podwojny

o Utrata energii

dE 32 G, ., 32 G, 4
a —g(ca)5m1m2(m1 +my)f(e) = — 5 (Ca)g,# Mf(e)
o Utrata momentu pedu
dj 32 G% , ., 1/2 32 G'? , 3/2
i _§C5a7/zm1m2(’”1 +my)7g(e) = —g65a7/2# M7g(e)
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Utrata energii i momentu pedu przez uktad podwojny

o Utrata energii

dE 32 G, ., 32 G, 4
T —g(ca)5m1m2(m1 +my)f(e) = —g<ca)5# Mf(e)
o Utrata momentu pedu
dJ 32 G7/2 3272
E - _€C5a7/2 m%m%(ml —|—T}12>1/2g(€) = 5 Sa 7/2 2M3/2g(6>

Fl0) = (=) 72 (14 et Tet) sle) = (1= 2 (14 )
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Mody harmoniczne promieniowania uktadu podwojnego

dE 32 G* , 4
— ) == M>g(n,e
(dt )n 5 (ca)5“ g(n,e)
s y . 2 M
gdzie pierwsza czesto$¢ harmoniczna wy = 3 oraz wy = nwy
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Mody harmoniczne promieniowania uktadu podwojnego

dE 32 G,
— ) == M3g(n,e
(dt )n 5 (ca)5“ g(n,e)
L . . P M
gdzie pierwsza czesto$¢ harmoniczna wy = 3 oraz wy = nwy
g(n,e)
25¢
20f
15F
10f
o ofe=001
0.0
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Mody harmoniczne promieniowania uktadu podwojnego

dE 32 G,
— ) == M3g(n,e
(dt )n 5 (ca)5“ g(n,e)
L . . P M
gdzie pierwsza czesto$¢ harmoniczna wy = 3 oraz wy = nwy
g(n,e)
25¢
20f
15F
10f
o ofe=001
0.0

g(n,e) sa znane analitycznie 1 wyrazaja sie przez funkcje Bessela
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o Pé6los wielka a 1 mimosrod e

_ Gmymy > Gm%m% ’
a= TR ]—ma(l e)



Zmiana parametrow orbity

o Polos wielka a i mimosrod e

_ Gmymy »  Gmim3 )
== —r 0 )
o Zatem
da _ GmimydE 64 G® 64 G
T o g = 5 mpmma(mitm)fle) = - = 5zuM *f(e)
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Zmiana parametrow orbity

o Polos wielka a i mimosrod e

2,2
Gmimsj

_ Gmymy 2 2
a=-—p o e, )
o Zatem
da _ GmimydE 64 G® 64 G
T o g = 5 mpmma(mitm)fle) = - = 5zuM *f(e)
d]  Gmim3 rda de
22712 1— Ded—
At~ my +mo {dt< ') - eadt]

de 304 G3 304 G3
- 15 5, ——gmimp(my +my)k(e) = _E@#Mzk@)
121 , )

e
Ke) = Ty (1+355¢
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Zmiana parametrow orbity

o Polos wielka a i mimosrod e

2,2
Gmimsj

_ Gmmy 2 2
A Sl
o Zatem
da _ GmimydE 64 G® 64 G
T o g = 5 mpmma(mitm)fle) = - = 5zuM *f(e)
d]  Gmim3 rda de
2 12 1— Ded—
it~ my +mo {dt< ') - eadt]

de 304 G3 304 G3
- 15 5, ——gmimp(my +my)k(e) = _E@HMZHE)
121 , )

e
Ke) = Ty (1+355¢

o Orbita kolowa pozostaje kotowal
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Zmiana parametrow orbity

o Polos wielka a i mimosrod e

_ Gmymy ’ Gm2m} )
a=-—p o e, )
e Zatem
da _ GmimydE 64 G® 64 G
- oE @ 5 spmma(m+m)f(e) = — % S 5uMf(e)
d]  Gmim3 rda de
22712 1— Ded—
At my+my {dt< ¢’) - eadt]

de 304 G3 304 G3
- 15 5, ——gmimp(my +my)k(e) = _E@HMZHE)
121 , )

e
Ke) = Ty (1+355¢

e Orbita kotowa pozostaje kotowal!
e Dlae #0, % < 0, zatem orbita ewoluuje w kierunku orbity o
mniejszym mimosrodzie!
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e Na mocy III prawa Keplera

3 G(my+my) T2

(27)

mamy )
T 3a
T 2a



Zmiana czasu obiegu

@ Na mocy III prawa Keplera

3 G(my+mp)

— ]ﬂZ
(27)
mamy .
T 3a
T 2a

T 96 (GM)®/3 r27\8/3
=5 & (1) f@
M = (mymy)>/5 (my +my) ™15 =
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Zmiana czasu obiegu

@ Na mocy III prawa Keplera

5 _ Glm+m)

— TZ
(27)
mamy .
T 3a
T 2a

T 96 (GM)3/3 ;27\8/3
=5 s (1) fO
M = (m1m2)3/5(m1+m2)71/5 _ I~l3/5M2/5

o Dla uktadu podwdjnego gwiazd neutronowych PSR1913+416
(Hulse i Taylor)

my = 1.4411(7) My,  my = 1.3873(7) Mo,
T = 0.322997462736(7) dnia, e = 0.6171308(4)

T
T = —2:40243(5) - 10712571
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o Niech poczatkowy okres obiegu wynosi Ty

0
/T5/3dT: = (2 )8/3 GM /f(e(t
To



Czas do potaczenia sie obiektow

o Niech poczatkowy okres obiegu wynosi Ty

0 te
[ 8T = —9;(271)8/3@\;[?5/3/]‘(6(15))&
Ty 0

e Dla orbit kolowych f(0) =1, czas do polaczenia t, okreslony jest

jako
5 /Tp\8/3 ¢°
= 506(ar)  cansn
7T (GM)5/3
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Czas do potaczenia sie obiektow

o Niech poczatkowy okres obiegu wynosi Ty

0 te
[ 8T = —9;(271)8/3@\;[?5/3/]‘(6(15))&
Ty 0

e Dla orbit kolowych f(0) =1, czas do polaczenia t, okreslony jest

jako
5 /Tp\8/3 ¢°
= 506(ar)  cansn
7T (GM)5/3

o Ewolucja okresu

1(GM)5/3
5 b ¢

T(t) = 167 t }3/8
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dp 27 171(GM)5/3 ~3/8
=z )]




}—3/8

d
dp _ 2m _ 1[1<GM>5/3
g (te —t)

5 5

_ 1 (5C5)3/8
5 (GM)5/8

[£2/8 — (£ — £)7/8]



Ewolucja fazy

Oznaczajac
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Ewolucja fazy

5o

_1 (5C5>3/8 5/8 5/8
Oznaczajac
1 565)3/8 5/8
ve=elt) =3 (GM)5/8 fe
1 5/8
0(t) = o — [ opp(te—1)]
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2G GuM
T _ .
i]' - C4T’a(1 — 62) [Be((P)]z]

B.(®) — macierz zalezna od fazy i mimosrodu



Zmiany w ksztalcie fali grawitacyjnej

2G GuM
TT _ ..
i Ara(l—e?) [Be( )l
B.(¢) — macierz zalezna od fazy i mimosrodu

@ Dla orbity kotowej i polaryzacji plus, w kierunku osi Z
prostopadtej do plaszczyzny orbity uktadu

() = 2o conms () cos2e(?)
e = XS (27 cos 20,

T(t) = 1642@\?5/3@ - t)r/S
0= )

dzie t' = t —r/c jest czasem retardowanym!
g
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Chirp signal

o Sygnal grawitacyjny od ukladu podwdjnego (w kierunku osi Z)

hy(t) = Ay(te —t')cos2¢(tc —t'), t =t—
hy(t) = Ax(tc — t/) sin2¢(tc — tl)

r
[

gdzie
W 1 /GM\5/4, 5 \1/4
Alte—t) = 5(7) (c(tc—t’)>
1 3 5/8
plte—t) = pc = [z g (ke = 1]
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2 %[( 5¢° 1 ]3/8

fow = =
WTTE) GM)5/3 i — t



2 1[( 5¢° 1 ]3/3

fow = T(t) ~ 8L(GM)5/3t —¢
1.21 M \5/3 /100 Hz \ 8/3
tc—t=2.18s( - ) (wa )



Ewolucja czestosci fali grawitacyjne;j

2 1[( 5¢° 1 }3/8

fow = T(t) — 8l(GM)3/3t —t
1.21 M\ 5/3 /100 Hz \ 8/3
tc—t—2.18s( - ) (fcw )

Dla my = my = 1.4 M), chirp mass Ml = 1.21 M,
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Ewolucja czestosci fali grawitacyjne;j

2 1[( 5¢° 1 }3/8

fow = T(t) — 8l(GM)3/3t —t
1.21 M\ 5/3 /100 Hz \ 8/3
tc—t—2.18s( - ) (fcw )

Dla my = my = 1.4 M), chirp mass Ml = 1.21 M,

10 Hz | 100 Hz | 1 kHz

te —t | 17 min 2s 3 ms
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Czestosé obciecia

o wedlug OTW w czasoprzestrzeni Schwartzschilda nie ma
stabilnych orbit (dla cial masywnych) wewnatrz obszaru o
radialnej wspolrzednej

6Gm
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Czestosé obciecia

o wedlug OTW w czasoprzestrzeni Schwartzschilda nie ma
stabilnych orbit (dla cial masywnych) wewnatrz obszaru o
radialnej wspolrzednej

6Gm

o konczy sie faza orbitowania cial, zaczyna sie zderzenie i
polaczenie
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Czestosé obciecia

o wedlug OTW w czasoprzestrzeni Schwartzschilda nie ma
stabilnych orbit (dla cial masywnych) wewnatrz obszaru o
radialnej wspolrzednej

6Gm

o konczy sie faza orbitowania cial, zaczyna sie zderzenie i
polaczenie
e mozna oszacowaé (z IIT prawa Keplera) czestosé, przy ktérej
sygnal grawitacyjny zmieni swdj charakter
1

Weut = m Cm
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Czestosé obciecia

o wedlug OTW w czasoprzestrzeni Schwartzschilda nie ma
stabilnych orbit (dla cial masywnych) wewnatrz obszaru o
radialnej wspolrzednej

6Gm

o konczy sie faza orbitowania cial, zaczyna sie zderzenie i
polaczenie

e mozna oszacowaé (z IIT prawa Keplera) czestosé, przy ktérej
sygnal grawitacyjny zmieni swéj charakter

R
Cut_6\/€Gm

e szacunkowe wartosci czestotliwosci obciecia

NS-NS | BH-BH gwiazdowe | BH-BH supermas.

feut [Hz] 800 200 ~ mHz
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e Transformata Fouriera zaburzef czasoprzestrzeni hy  (t)

Riclw) = [ (et



Charakterystyka widmowa promieniowania
grawitacyjnego

e Transformata Fouriera zaburzef czasoprzestrzeni hy  (t)

T ( / Ty (et dt

e odwrotna transformata Fouriera

1 [~ ,
hy « () = ﬂ/RhJHX(w)e"”tdw
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Charakterystyka widmowa promieniowania
grawitacyjnego

e Transformata Fouriera zaburzef czasoprzestrzeni hy  (t)

T ( / Ty (et dt

e odwrotna transformata Fouriera

1 [~ ,
hy « () = ﬂ/RhJHX(w)e"”tdw

o strumien energii w jednostce czasu

dE
dtds ~ 167TG

(h% +0%)
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Charakterystyka widmowa promieniowania
grawitacyjnego

e Transformata Fouriera zaburzef czasoprzestrzeni hy  (t)

T ( / Ty (et dt

e odwrotna transformata Fouriera

1 [~ ,
hy « () = Z?A{hJF,X(w)e’mdw

o strumien energii w jednostce czasu

dE
dtds ~ 167TG

(h% +0%)

o strumien energii

dE ’
ds 167TG/ +h Jat
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@ mamy

. 1 7 - .
(1) = 5 /R iy (W) dew



Charakterystyka widmowa energii

@ mamy

i () = 5 / iwhs x (w)el® dw
o w konsekwencji

= e [ @A (@) + [ ()P
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Charakterystyka widmowa energii

@ mamy

i () = 5 / iwhs x (w)el® dw
o w konsekwencji

= e [ @A (@) + [ ()P

o stad odczytujemy charakterystyke widmowsa energii

aE _ o W ([y (@, Q)2 + [ (@, Q)] dQ
dw 3272G
Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne

76(126)






Charakterystyka widmowa energii dla uktadu
podwdjnego

e Sygnal grawitacyjny od ukladu podwdjnego (w kierunku osi Z)
r
hy(t) = Ay (te — ) cos29(te —t'), ' =t—-

C
hy(t) = Ax (tc — t') sin2¢(t. — ')

A(tc_t/)zzlr(ilim)5/4(c(t5)>l/4

c—t
, 13 115/8
plte—t) = pc = [z 5z (ke = 1]
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Charakterystyka widmowa energii dla uktadu
podwdjnego

e Sygnal grawitacyjny od ukladu podwdjnego (w kierunku osi Z)

ha(t) = Ay(te —t) cos2e(te —t'), t =t— g
hy(t) = Ax (tc — t') sin2¢(t. — ')
gdzie
Ly L (GMYSA 5 v
Alte—t) = 2r( c2 ) (c(tc—t’)>
N 1 115/8
plte—t) = pc = [z 5z (ke = 1]
e Dla polaryzacji plus mamy
e (w /A b — ') cos O (Ec — t')e @ dp

2 —zwr/c/ A 1<D (te—t") _|_e—i<D(tC—t/))e—iwt’dt/
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o Calke okreslajaca /h\+(w) mozna oszacowaé przyjmujac dwa
zalozenia

@ funkcja A(t. —t') jest wolnozmienna w czasie,



Charakterystyka widmowa energii dla uktadu
podwdjnego

o Calke okreslajaca E+(w) mozna oszacowaé przyjmujac dwa
zalozenia

Q funkcja A(t, —t') jest wolnozmienna w czasie,
@ mozna stosowaé przyblizenie/metode punktu stacjonarnego
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Charakterystyka widmowa energii dla uktadu
podwdjnego

o Calke okreslajaca E+(w) mozna oszacowaé przyjmujac dwa
zalozenia
Q funkcja A(t, —t') jest wolnozmienna w czasie,
© mozna stosowaé przyblizenie/metode punktu stacjonarnego
@ Przy tych zalozeniach otrzymamy przyblizona postaé
transformaty

~

. 1/2
hy (w) ~ %e*lllwr.A(tc —t) 2 )> /

(d’) (tc —t,
gdzie t, jest rozwiazaniem réwnania ® = w

5¢° _
O e EAR A

oraz Py = wr/c+ wt, — O(t, —t,) — n/4.
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o Ostatecznie

_u,, ( 107r) 1/2 (GM)5/6

3 =7 (4w)—7/6

Iy (w) ~



Charakterystyka widmowa energii

@ Ostatecznie

~ 2 i (107r)1/2 (GM)5/6 A
3

hy(w) ~ ;e‘ a3 (

w)—7/6

e wyrazenie opisujace Ty (w) rézni sie tylko faza Py (ktoére i tak sa
nieistotne!)
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Charakterystyka widmowa energii

@ Ostatecznie

~ 2 i (107r)1/2 (GM)5/6 A
3

~ — —-7/6
h+(w) = —-e C3/2 ( CU) /

r

e wyrazenie opisujace Ty (w) rézni sie tylko faza Py (ktoére i tak sa
nieistotne!)

e uzupelniajac ﬁ.;. oraz EX o zaleznoé¢ od kierunku i catkujac po
katach otrzymamy

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 79(126)



Charakterystyka widmowa energii

@ Ostatecznie

() = 2o (Y VR GU
3

hy(w) ~ ;e_ a3

e wyrazenie opisujace Ty (w) rézni sie tylko faza Py (ktoére i tak sa
nieistotne!)

e uzupelniajac ﬁ.;. oraz EX o zaleznoé¢ od kierunku i catkujac po
katach otrzymamy

dE A,

—_— = —— W

dw 322G sfera
5/3

(s (w, Q) + [T (w, Q)P)dQ
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Zakresy czestotliwosci

zakres czestotliwosci | typowe zrodta
bardzo niski — supermasywne uklady BH-BH (> 10° Mp)
1 nHz-1mHz — tlo grawitacyjne
niski — supermasywne uktady BH-BH (10% -10° Mp)
1 mHz-1 Hz — ukltady WD-WD
— uktady podwojne o duzym stosunku masy
— obracajace sie gwiazdy z niesymetrycznym
rozktadem masy
wysoki — gwiazdowe uklady BH-BH
1 Hz-10 kHz — uktady podwoéjne NS-NS
— pulsary z niesymetrycznym rozkladem masy
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Detektory rezonansowe

nazwa lokalizacja budowa

Allegro Baton Rouge, | dzialajacy do 2008 roku aluminiowy walec
USA typu Webera, chtodzony, f = 904 Hz

Auriga Padwa, Wtochy | aluminiowy walec typu Webera, chtodzony

Explorer | Genewa, aluminiowy walec typu Webera, chtodzony
Szwajcaria

Mini Leiden, Holan- | kula ze stopu miedzi i aluminium, f = 3.25

GRAIL dia kHz
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Detektory rezonansowe

nazwa lokalizacja budowa

Allegro Baton Rouge, | dzialajacy do 2008 roku aluminiowy walec
USA typu Webera, chtodzony, f = 904 Hz

Auriga Padwa, Wtochy | aluminiowy walec typu Webera, chtodzony

Explorer | Genewa, aluminiowy walec typu Webera, chtodzony
Szwajcaria

Mini Leiden, Holan- | kula ze stopu miedzi i aluminium, f = 3.25

GRAIL | dia kHz

kB

i
b
LM
!
B |
!

o
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Detektory rezonansowe

@ Allegro — 2300 kg of aluminum, 3 meters in length. Suspended in a
cryogenic vacuum tank at 4.2 Kelvin, the bar’s natural resonant
frequency (the lowest longitudinal mode) is near 904 Hz. The strain on
the bar is measured by coupling a second, much lighter, suspended
mass to the main heavier mass as a mechanical transformer at the
same resonant frequency. Therefore, small motions of the primary
mass generate much larger motions in the smaller mass.
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Detektory rezonansowe

@ Allegro — 2300 kg of aluminum, 3 meters in length. Suspended in a
cryogenic vacuum tank at 4.2 Kelvin, the bar’s natural resonant
frequency (the lowest longitudinal mode) is near 904 Hz. The strain on
the bar is measured by coupling a second, much lighter, suspended
mass to the main heavier mass as a mechanical transformer at the
same resonant frequency. Therefore, small motions of the primary
mass generate much larger motions in the smaller mass.

o AURIGA — is the Antenna Ultracriogenica Risonante per 'Indagine
Gravitazionale Astronomica. The detector consists of an aluminum
cylinder 3 meters in length and weighing approximately 2.3 tons. The
whole apparatus is cooled to a few thousandths of a degree above
absolute zero to minimize the effect of thermal vibrations of its atoms.
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Detektory rezonansowe

@ Allegro — 2300 kg of aluminum, 3 meters in length. Suspended in a
cryogenic vacuum tank at 4.2 Kelvin, the bar’s natural resonant
frequency (the lowest longitudinal mode) is near 904 Hz. The strain on
the bar is measured by coupling a second, much lighter, suspended
mass to the main heavier mass as a mechanical transformer at the
same resonant frequency. Therefore, small motions of the primary
mass generate much larger motions in the smaller mass.

o AURIGA — is the Antenna Ultracriogenica Risonante per 'Indagine
Gravitazionale Astronomica. The detector consists of an aluminum
cylinder 3 meters in length and weighing approximately 2.3 tons. The
whole apparatus is cooled to a few thousandths of a degree above
absolute zero to minimize the effect of thermal vibrations of its atoms.

@ The antenna EXPLORER (installed at CERN Laboratories in
Geneva) is a cylinder of Aluminium, it weights 2300 kg, it is 3 m long
and it has a diameter of 60 cm. It is cooled at the temperature of
liquid helium (4.2 K) and it operates at the temperature of 2 K, which
is reached by lowering the pressure on the liquid helium reservoir. Its
resonance frequencies are around 906 and 923 Hz.
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Detektory rezonansowe

o MiniGRAIL — When gravitation waves pass through the
MiniGRAIL ball, it will vibrate with displacements on the order
of 1072 m. To improve sensitivity, the detector was intended to
operate at a temperature of 20 mK. The original antenna for the
MiniGRAIL detector was a 68 cm diameter sphere made of an
alloy of copper with 6% aluminium. This sphere had a mass of
1,150 kg and resonated at a frequency of 3,250 Hz. It was isolated
from vibration by seven 140 kg masses. The bandwidth of the
detector was expected to be £230 Hz.
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Uproszczona teoria detektoréw rezonansowych

e Zalézmy, ze fala grawitacyjna jest opisana funkcja hy(t) i
rozchodzi sie w kierunku Z
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Uproszczona teoria detektoréw rezonansowych

e Zalézmy, ze fala grawitacyjna jest opisana funkcja hy(t) i
rozchodzi sie w kierunku Z

o W walcu o osi w kierunku X, dlugosci [ i masie 2m fala
grawitacyjna wzbudza drgania w kierunku X
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Uproszczona teoria detektoréw rezonansowych

e Zalézmy, ze fala grawitacyjna jest opisana funkcja hy(t) i
rozchodzi sie w kierunku Z

o W walcu o osi w kierunku X, dlugosci [ i masie 2m fala
grawitacyjna wzbudza drgania w kierunku X

o Walec modelujemy dwoma kulami o masach m potaczonych
sprezyna o stalej sprezystosei k

X+ 2/3x + w%x = _R0101l (1)
gdzie
2k 1.
=/, Ry =—=h
Wo m 0101 7 +
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Uproszczona teoria detektoréw rezonansowych

e Zalézmy, ze fala grawitacyjna jest opisana funkcja hy(t) i

rozchodzi sie w kierunku Z

o W walcu o osi w kierunku X, dlugosci [ i masie 2m fala

grawitacyjna wzbudza drgania w kierunku X

o Walec modelujemy dwoma kulami o masach m potaczonych

sprezyna o stalej sprezystosei k
X+ 2/3x + w%x = _R0101l
gdzie

2k 1.
wo =1/~ Ro101 = —§h+

o Z punktu widzenia teorii przetwarzania sygnaléw

ho(t) —s  x(b)

sygnal graw. +—— przesuniecie
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o Na poziomie transformaty Fouriera

x(t) s X(w), hi(t) v H(w)



Uproszczona teoria detektoréw rezonansowych

o Na poziomie transformaty Fouriera
x(t) v X(w), hi(t) o H(w)
X(w) = G(w)H(w)

gdzie G(w) jest gestoscia spektralna, ktéra opisuje wlasnosei
ukladu L przetwarzajacego sygnal L : hy(t) — x(t)
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Uproszczona teoria detektoréw rezonansowych

o Na poziomie transformaty Fouriera

x(t) L X(w), hi(t) ~ H(w)

X(w) = G(w)H(w)
gdzie G(w) jest gestoscia spektralna, ktéra opisuje wlasnosei
ukladu L przetwarzajacego sygnal L : hy(t) — x(t)
o W omawianym przypadku

wWw?

l
Glw) = 2 (w+iB)2 + B2 — w?
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Przesuniecie w rezonansie

o Rozwiazanie szczegblne (1) przy periodycznej fali grawitacyjnej
hy(t) = hcos wt jest postaci

x(t) = Xmax cos(wt + 8)
gdzie

w? 2Bw

, tgs= —PY
Vi(w—wg)? +4w?p? 8 w? — wi

1
Xmax = Ehl
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Przesuniecie w rezonansie

o Rozwiazanie szczegblne (1) przy periodycznej fali grawitacyjnej
hy(t) = hcos wt jest postaci

x(t) = Xmax cos(wt + 8)

gdzie
1 w? 2Bw
Xmax = 5hl . tes= o
T2 (w — w)? + 4w B2 8% 7 w2 — wh
e w rezonansie w = wy, (h = 10—20)
1 - w
xrezzith~1.5-1o Bm, QZZT‘;NH)S

gdzie Q jest dobrocia oscylatora.
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Przesuniecie w rezonansie

o Rozwiazanie szczegblne (1) przy periodycznej fali grawitacyjnej
hy(t) = hcos wt jest postaci

x(t) = Xmax cos(wt + 8)

gdzie
1 w? 2Bw
Xmax = 5hl . tes= o
T2 (w — w)? + 4w B2 8% 7 w2 — wh
e w rezonansie w = wy, (h = 10—20)
1 - w
xrezzith~1.5-1o Bm, QZZT‘;NH)S

gdzie Q jest dobrocia oscylatora.

o Energia kinetyczna w warunkach rezonansu
2 2.2
(Ek)rez ~ (2mx%) = mwjXre,
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Wzmocnienie odczytu przemieszczenia

@ Przetwornik mechaniczny drgan — dodatkowa, niewielka masa
mg sprzezona z walcem. Amplituda drgan masy mg jest

wzmocniona
[ m m 3
AO ~ —Xrez s — ~10°.
mo mo
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Wzmocnienie odczytu przemieszczenia

@ Przetwornik mechaniczny drgan — dodatkowa, niewielka masa
mg sprzezona z walcem. Amplituda drgan masy mg jest

wzmocniona
[ m m 3
AO ~ —Xrez s — ~10°.
mo mo

o Wzmocnione drgania masy mg sa dalej przetwarzane na zmiany
pola elektromagnetycznego, ktére sa odczytywane jako sygnat
elektryczny.
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Szumy

@ Zanieczyszczenie sygnalu wejsciowego przez stochastyczny
czynnik wprowadzany przez uklad przetwarzajacy L o znanej
gestodci spektralnej

n(t) — &)

szum +—— dodatkowe przesuniecie
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Szumy

@ Zanieczyszczenie sygnalu wejsciowego przez stochastyczny
czynnik wprowadzany przez uklad przetwarzajacy L o znanej
gestodci spektralnej

n(t) —— &)
szum +—— dodatkowe przesuniecie

o Na poziomie transformaty Fouriera
n(t) L N(w), &) Vo i(w)
&(w) = G(w)N(w)
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Szumy

@ Zanieczyszczenie sygnalu wejsciowego przez stochastyczny
czynnik wprowadzany przez uklad przetwarzajacy L o znanej

gestodci spektralnej
n(t) —— &)

szum +—— dodatkowe przesuniecie

o Na poziomie transformaty Fouriera
n(t) L N(w), &) Vo i(w)
&(w) = G(w)N(w)

o Spektralna gestoé¢ szumu Sy (w) ([s] = [Hz~1])
rFo 1

Alt=t) = (n(Bn(t)), A() L 25,(w)

gdzie A(T) jest funkcja autokorelacji szumu.
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Szumy

@ Zanieczyszczenie sygnalu wejsciowego przez stochastyczny
czynnik wprowadzany przez uklad przetwarzajacy L o znanej
gestodci spektralnej

n(t) — &)

szum +—— dodatkowe przesuniecie

o Na poziomie transformaty Fouriera
n(t) L N(w), &) Vo i(w)
&(w) = G(w)N(w)

o Spektralna gestoé¢ szumu Sy (w) ([s] = [Hz~1])

Al =) = (), Ax) L 2 Su(w)

gdzie A(T) jest funkcja autokorelacji szumu.
o Wowczas N N
(N(w)N* () = 7 Sy(w)d(w — ')
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o 7 drugiej strony

47t ((n(t))? / Sp(w)dw = Z/ReSn(w



Gestosé spektralna szumu

@ 7 drugiej strony

4m (n(D)?) = / Su(w)dw = Z/Re Su(w)daw
J ,

~

o 7Z uwagi na &(w) = G(w)N(w) oraz
(N(w)N* (') = 7 Sp()8(w — ')

mamy
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Gestosé spektralna szumu

@ 7 drugiej strony

4m (n(D)?) = / Su(w)dw = Z/Re Su(w)daw
J ,

~

o 7Z uwagi na &(w) = G(w)N(w) oraz
(N(w)N* (') = 7 Sp()8(w — ')

mamy
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Gestosé spektralna szumu

@ 7 drugiej strony

4m (n(D)?) = / Su(w)dw = Z/Re Su(w)daw
J ,

~

o 7Z uwagi na &(w) = G(w)N(w) oraz
(N(w)N* (') = 7 Sp()8(w — ')

mamy

e w konsekwencji
Se(w) = |G(w)|*Sn(w)
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e Stochastyczna sila F(t) dziala na jedna z mas m

i+ 2B% + wix = %



e Stochastyczna sila F(t) dziala na jedna z mas m

x+2/3x+ng:¥

e F(t) ma funkcje korelacyjna szumu termicznego, jesli

(F(t)E(t')) = mBkTS(t —t)



Szum termiczny

e Stochastyczna sita F(t) dziala na jedna z mas m

F(t
i+ 2Bx + whx = %

o F(f) ma funkcje korelacyjna szumu termicznego, jesli

(F(t)E(t")) = mBkTs(t —t')

o Gestos¢ spektralna szumu termicznego ma postaé

Sp(w) = ZmﬁkT
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Szum termiczny

@ Szum sily objawia si¢ jako szum w dodatkowym przesunieciu & (¥)
jako

=)

Se(@) = |Z(@)PSe,  Z(w) = EZ;

)

gdzie
1 1

m2 (w? — wy)? + 4B2w?

|Z(w)]? =
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Szum termiczny

@ Szum sily objawia si¢ jako szum w dodatkowym przesunieciu & (¥)

jako

=)

Se(w) = 1Z(w@)PSr,  Z(w) = EZ;

)

gdzie
1 1

m2 (w? — wy)? + 4B2w?

|Z(w)]? =

o Poniewaz S; (w) = |G(w)[?Sy(w), to

s 8BkT
n(w) =

ml2w*
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o Inne Zrédla szumoéw



Detektory rezonasowe. Podsumowanie

o Inne zrédta szuméw
e szum zwigzany ze sprzezeniem matej masy
e szum przetwornika sczytujacego niewielkie drgania i
zmieniajacego go na prad
e szumy innych ukladéw elektronicznych
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Detektory rezonasowe. Podsumowanie

e Inne zrédla szumow

e szum zwigzany ze sprzezeniem matej masy

e szum przetwornika sczytujacego niewielkie drgania i
zmieniajacego go na prad

e szumy innych uktadéw elektronicznych

o Spektralna gesto$é szumu jest na poziomie
Sy2 =102 Hz /2

i nie przekracza
S? < 41072 H, 12

w przedziale £100 Hz wokdt rezonansu fo = 930 Hz
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Detektory rezonasowe. Podsumowanie

e Inne zrédla szumow

e szum zwigzany ze sprzezeniem matej masy

e szum przetwornika sczytujacego niewielkie drgania i
zmieniajacego go na prad

e szumy innych uktadéw elektronicznych

o Spektralna gesto$é szumu jest na poziomie
Sy2 =102 Hz /2
i nie przekracza
SY?2 < 4.10"21Hz /2

w przedziale £100 Hz wokdt rezonansu fo = 930 Hz

o czuloé¢ ta pozwala wykry¢ blyski promieniowania grawitacyjnego
0 energii 1072M®c2 odpowiadajace h ~ 2-1072! (NS-NS
merging) na czestotliwodci 1 kHz i czasie trwania 1 ms z naszej
Galaktyki
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Detektory rezonasowe. Podsumowanie

e Inne zrédla szumow

e szum zwigzany ze sprzezeniem matej masy

e szum przetwornika sczytujacego niewielkie drgania i
zmieniajacego go na prad

e szumy innych uktadéw elektronicznych

o Spektralna gesto$é szumu jest na poziomie
Sy2 =102 Hz /2

i nie przekracza
Sy? < 4.10" 1 Hz 12
w przedziale £100 Hz wokdt rezonansu fo = 930 Hz

o czuloé¢ ta pozwala wykry¢ blyski promieniowania grawitacyjnego
0 energii 1072M®c2 odpowiadajace h ~ 2-1072! (NS-NS
merging) na czestotliwodci 1 kHz i czasie trwania 1 ms z naszej
Galaktyki

o czulosé¢ ta pozwala zaobserwowacé periodyczny sygnal z
obracajacej sie NS z ok. 3 kpc
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Detektory rezonasowe. Podsumowanie

@ obecnie nie da sie zaobserwowaé ostatnich etapéw ewolucji
BH-BH z uwagi na czgstotliwos¢ obciecia w okolicach 200-500 Hz
w zaleznosci od masy gwiazdowych BH, co jest poza zakresem
czutoéci detektoréw rezonansowych
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Detektory rezonasowe. Podsumowanie

@ obecnie nie da si¢ zaobserwowaé ostatnich etapéw ewolucji
BH-BH z uwagi na czgstotliwos¢ obciecia w okolicach 200-500 Hz
w zaleznosci od masy gwiazdowych BH, co jest poza zakresem
czulosci detektoréw rezonansowych

o spektralna gestos¢ szumu dla detektora kulistego miniGrail jest
na poziomie

5,/% ~ 10720 Hz /2

ale planowana ma by¢ na poziomie 10722-10~23 Hz 1/2,
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Detektory interferometryczne

nazwa | lokalizacja budowa

LIGO | Hanford & | Interferometr Michelsona (4 km + 2 km) z
Livingston, wnekami Fabry-Perota i recyklingiem energii
USA

Virgo | Piza, Wtlo- | Interferometr Michelsona (3 km + 3 km) z
chy wnekami Fabry-Perota i recyklingiem energii

GEO | Hannover, Interferometr Michelsona (600 m + 600 m) z

600 Niemcy podwdjnym recyklingiem energii

TAMA | Tokyo, Japo- | do 2008 roku Interferometr Michelsona (600

300 nia m + 600 m) z podwdjnym recyklingiem ener-

gii

CLIO | Kamioka, Interferometr Michelsona (100 m + 100 m) z

Japonia chlodzonymi lustrami, podziemny

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK

Fale grawitacyjne
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Detektory interferometryczne II i III generacji

nazwa lokalizacja budowa

aLIGO Hanford & Li- | oba ramiona 4 km i podwdjny recykling
vingston, USA | energii

advance Piza, Wtochy | podwdjny recykling energii

Virgo

KAGRA Kamioka, Ja- | Interferometr Michelsona (3 km + 3
ponia km) z chlodzonymi lustrami, podziem-

ny

LISA, kosmiczne planowane na lata 20-te i 30-te

TianQin,

DECIGO
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LIGO

https://www.ligo.caltech.edu/page/about

(Hanford, Washington)

(Livingstone, Lousiana)
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e Dobieramy I; oraz [, tak, aby w kierunku fotodiody nie biegly

fotony (interferencija destruktywna)
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o Fale i blyski grawitacyjne powoduja wzgledne zaburzenia
czasoprzestrzeni na poziomie

h <1072



Interferometr Michelsona

o Fale i blyski grawitacyjne powoduja wzgledne zaburzenia
czasoprzestrzeni na poziomie

h <1072

o Deformacje wzgledne, ktére mozna wykry¢ interferometrycznie

Al
h~ =
I
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Interferometr Michelsona

o Fale i blyski grawitacyjne powoduja wzgledne zaburzenia
czasoprzestrzeni na poziomie

h <1072

o Deformacje wzgledne, ktére mozna wykry¢ interferometrycznie

Al
h~ =
I

o zmiana dlugosci ramion Al = Alj — Aly ~ Ajager ~ 1 um

Al Mlaser 10°°m

~ 1079
I ! 103 m 0

I~
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Interferometr Michelsona

Fale i blyski grawitacyjne powoduja wzgledne zaburzenia
czasoprzestrzeni na poziomie

h <1072

Deformacje wzgledne, ktore mozna wykry¢ interferometrycznie

Al
h~ =
I

zmiana dlugosci ramion Al = Alj — Aly ~ Ajager ~ 1 um

Al Mlaser 10°°m

~ 1079
I ! 103 m 0

I~

o Mozemy zmniejsza¢ Al lub zwiekszaé |
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Interferometr Michelsona z wneka Fabry-Perota

|
ETMY
¥ +

of

|
MY
3 +

o efektywna droga promieniowania I ~ Agw ~ ¢/ fow ~ 1000 km

h Al Maser 10°m

~ 10—12
AGW 106m
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o Jaka zmiane Swiatla moze zarejestrowaé fotodioda?



Szum liczby fotonow

o Jaka zmiane Swiatla moze zarejestrowaé fotodioda?

@ Niech T bedzie czasem zbierania swiatta, N liczba fotondéw, szum
(dyspersja) w liczbie fotonéw ~ /N (statystyka Poissona)
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Szum liczby fotonow

o Jaka zmiane Swiatla moze zarejestrowaé fotodioda?

@ Niech T bedzie czasem zbierania swiatta, N liczba fotondéw, szum
(dyspersja) w liczbie fotonéw ~ /N (statystyka Poissona)

e mozliwa do wykrycia ilo$¢ swiatta odpowiada

1
Al ~ — Alaser

VN
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Szum liczby fotonow

o Jaka zmiane Swiatla moze zarejestrowaé fotodioda?

@ Niech T bedzie czasem zbierania swiatta, N liczba fotondéw, szum
(dyspersja) w liczbie fotonéw ~ /N (statystyka Poissona)

e mozliwa do wykrycia ilo$¢ swiatta odpowiada

1
Al ~ — Alaser

VN

e czas integracji fotonéw T ~ 1/ fow
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Szum liczby fotonow

Jaka zmiane $wiatta moze zarejestrowaé fotodioda?

Niech T bedzie czasem zbierania Swiatla, N liczba fotonéw, szum
(dyspersja) w liczbie fotonéw ~ /N (statystyka Poissona)

mozliwa do wykrycia ilos¢ $wiatta odpowiada

1
Al ~ — Alaser

VN

czas integracji fotonéw T ~ 1/ fow

Liczba fotonéw

— PlaserT — Plaser 1
Efoton hC/Alaser fGW

N

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 100(126)



Szum liczby fotonow

o Jaka zmiane Swiatla moze zarejestrowaé fotodioda?

@ Niech T bedzie czasem zbierania swiatta, N liczba fotondéw, szum
(dyspersja) w liczbie fotonéw ~ /N (statystyka Poissona)

e mozliwa do wykrycia ilo$¢ swiatta odpowiada

1
Al ~ — Alaser

VN

e czas integracji fotonéw T ~ 1/ fow

e Liczba fotonéw

_ PlaserT _ Plaser 1

N = =
Efoton hC/Alaser fGW

o Przyklad: dla Pager = 1 W, Ajgger = 1 um, fow = 300 Hz,
dostajemy N ~ 10'°
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e Dla danych z Przykladu

Al 1 Alaser

— ~1078%.10712 =102
I~ YN Acw

ho~



Szum liczby fotonow

e Dla danych z Przykladu
Al 1 Alaser

T VN Aew

I~ ~1078.10712 =

o Zwigkszanie mocy promieniowania

o laser wigkszej mocy dla sygnatu wejsciowego
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Szum liczby fotonow

e Dla danych z Przykladu
Al 1 Alaser

T VN Aew

I~ ~1078.10712 =

o Zwigkszanie mocy promieniowania

o laser wigkszej mocy dla sygnatu wejsciowego
o uklad odzyskiwania energii
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Szum liczby fotonow

e Dla danych z Przykladu
Al 1 Alaser

T VN Aew

I~ ~1078.10712 =102

o Zwigkszanie mocy promieniowania

o laser wigkszej mocy dla sygnatu wejsciowego
o uklad odzyskiwania energii
o (planowany) uklad odzyskiwania sygnatu

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 101(126)












Opis interferometru i jego oddziatywania z falg
grawitacyjng

o Klasyczna optyka wykorzystujaca wspdlczynniki odbicia luster,
wspOlezynniki transmisji i odbicia dla wnek (w szczegdlnosei
relacje Stokesa), BS (beam splitter)
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Opis interferometru i jego oddziatywania z falg
grawitacyjng

o Klasyczna optyka wykorzystujaca wspdlczynniki odbicia luster,
wspOlezynniki transmisji i odbicia dla wnek (w szczegdlnosei
relacje Stokesa), BS (beam splitter)

o Opis w ukladzie laboratoryjnym: czasoprzestrzen jest plaska, a
wskutek przejécia fali grawitacyjnej zmieniaja sie wspélrzedne
elementéw optycznych i odlegloéci, jakie Swiatto ma do przebycia
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Opis interferometru i jego oddziatywania z falg
grawitacyjng

o Klasyczna optyka wykorzystujaca wspdlczynniki odbicia luster,
wspOlezynniki transmisji i odbicia dla wnek (w szczegdlnosei
relacje Stokesa), BS (beam splitter)

o Opis w ukladzie laboratoryjnym: czasoprzestrzen jest plaska, a
wskutek przejécia fali grawitacyjnej zmieniaja sie wspélrzedne
elementéw optycznych i odlegloéci, jakie Swiatto ma do przebycia

o Opis w zmiennych cechowania TT: uktad, w ktérym pozycje
(wspdlrzedne) elementéw optycznych nie zmieniaja sie, a fala
$wietlna odczuwa zmiany pola grawitacyjnego na skutek
zaburzenia metryki
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

e Dla fali o polaryzacji hy (t) rozchodzacej sie w kierunku osi Z
OTW wynika metryka w zmiennych cechowania T'T postaci

d12 = A — (14 he (1))dx® — (1 — hy (1)) dy? — dz2
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

e Dla fali o polaryzacji hy (t) rozchodzacej sie w kierunku osi Z
OTW wynika metryka w zmiennych cechowania T'T postaci

d12 = A — (14 he (1))dx® — (1 — hy (1)) dy? — dz2

o zatem odleglodci w kierunkach X i Y sa wyznaczone przez

dx = +(1- %h+(t))cdt, dy = +(1+ %h+(t))cdt
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

e Dla fali o polaryzacji hy (t) rozchodzacej sie w kierunku osi Z
OTW wynika metryka w zmiennych cechowania T'T postaci

d12 = A — (14 he (1))dx® — (1 — hy (1)) dy? — dz2

o zatem odleglodci w kierunkach X i Y sa wyznaczone przez

dx = +(1- %h+(t))cdt, dy = +(1+ %h+(t))cdt

o Swiatlo biegnace w kierunku X od BS (w chwili ¢g) do lustra

c (h
ll = C(tl — to) - E \ ]’l+(t)di’
0
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

@ Dla fali o polaryzacji hy (t) rozchodzacej sie w kierunku osi Z
OTW wynika metryka w zmiennych cechowania T'T postaci

d12 = A — (14 he (1))dx® — (1 — hy (1)) dy? — dz2

o zatem odleglodci w kierunkach X i Y sa wyznaczone przez

dx = +(1- %h+(t))cdt, dy = +(1+ %h+(t))cdt

o S$wiatto biegngce w kierunku X od BS (W chwili ty) do lustra

C

Iy =c(t; —to) — 5

h+()d

o Swiatlo biegnace w kierunku X od lustra (w chwili 1) do BS

t
l] =cC tl h+

2
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

@ Ostatecznie dodajac powyzsze réwnania

t t0_2711+ /h+
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

@ Ostatecznie dodajac powyzsze réwnania
2]
t— by = —1 + = / By (t

o Niech hy(t) = hg cos(wgwt)

211 ho
Ho—t i ) — si t
1 0= - + 2wgw [Sm(wgw 1) Sln(wgw 0)]
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

@ Ostatecznie dodajac powyzsze réwnania
2]
t— by = —1 + = / By (t

o Niech hy(t) = hg cos(wgwt)

20y ho
t—t i t)) — si t
1—to=— 4+ — 2o [sm(wgw 1) sm(wgw 0)]
e z uwagi na przyblizona relacje t; = to+ 2I1/c + o(hg), mamy

2] lihg
th—tg = —1 + smc(wgwll/c) cos(wgw (to +11/c))
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Oddziatywanie fali grawitacyjnej na uktad pomiarowy

@ Ostatecznie dodajac powyzsze réwnania

t t0_2711+ /th

o Niech hy(t) = hg cos(wgwt)

20y ho
t—t i t)) — si t
it = 2t 0 fin(agtf) —sin(guto)
e z uwagi na przyblizona relacje t; = to+ 2I1/c + o(hg), mamy

2] lihg
th—tg = —1 + smc(wgwll/c) cos(wgw (to +11/c))

e Podobnie dla $wiatta biegnacego w kierunku Y

2] Irhg
th—ty = =24 smc(wgwlz/c) cos(wgw (to +12/c))
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Przesuniecie fazy w wyniku przejscia fali

o Ostatecznie, na BS interferuja fale, ktore opuscity go w chwilach
ty oraz tg

ty=t— 2%1 - %h+(t — Iy /c)sinc(wgwli /c)

2, 1
tg=t— Tz + %h+(t —Ip/c)sinc(wgwly/c)
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Przesuniecie fazy w wyniku przejscia fali

o Ostatecznie, na BS interferuja fale, ktore opuscity go w chwilach
ty oraz tg

ty=t— 2%1 - %h+(t — Iy /c)sinc(wgwli /c)

2, 1
tg=t— 72 + ?zh+(t —Ip/c)sinc(wgwly/c)

o Fale na BS biegnace w kierunku fotodiody (fazy ulegaja zmianie
tylko przy odbiciach/transmisji przez elementy optyczne)

EX(t) = _%Eoefiwtg = _%Eoefiw(tlel/c)HAd,x

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 106(126)



Przesuniecie fazy w wyniku przejscia fali

o Ostatecznie, na BS interferuja fale, ktore opuscity go w chwilach
ty oraz tg

2 1
o=1t— Tl - %h+(t — Iy /c)sinc(wgwli /c)

2, 1
tg=t— 72 + %h+(t —Ip/c)sinc(wgwly/c)

o Fale na BS biegnace w kierunku fotodiody (fazy ulegaja zmianie
tylko przy odbiciach/transmisji przez elementy optyczne)

Ex(t) = _lEoeiiw% = _%Eoe*iw(tlel/C}HA(px

2
Ey(t) _ %Eoefiwtg _ %Eoefiw(Fle/c)HAqby
gdzie
howly .
Apy = : sinc(wgwl/c) cos(wgw (t —11/c))
howly .
Ay = ———Fsinc(wgwla /c) cos(wgw(t — 12/c))
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o W najprostszej sytuacji, gdy Iy =~ I =1, Apy = —Ady



Interferencja promieni biegnacych w strong fotodiody

e W najprostszej sytuacji, gdy Iy ~ I, =1, Apy, = —Ax
o Fale E*(t) oraz EY(t) interferuja

B(t) = EX(1) + EY(1) = g Ege lt-20/) (o-Ade _ giat:)

= —iEge "2/ sin(Adpy)
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Interferencja promieni biegnacych w strong fotodiody

e W najprostszej sytuacji, gdy Iy ~ I, =1, Apy, = —Ax
o Fale E*(t) oraz EY(t) interferuja

E(t) = E¥(t) + EY(t) = %Eoe’i‘”(t’ﬂ/c) (70 — ftt)

—iEge " (t=2) sin(Agy)

e Fala grawitacyjna powoduje przesuniecie fazowe fali na poziomie
1078 rad!
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Interferencja promieni biegnacych w strong fotodiody

e W najprostszej sytuacji, gdy Iy ~ I, =1, Apy, = —Ax
Fale E*(t) oraz EY(t) interferuja

E(t) = E¥(t) + EY(t) = %Eoe’i‘”(t’ﬂ/c) (70 — ftt)

—iEge " (t=2) sin(Agy)

Fala grawitacyjna powoduje przesuniecie fazowe fali na poziomie
1078 rad!

W praktyce, interferometr kalibruje sie tak, aby w warunkach
normalnej pracy, na fotodiode padato jak najmniej fotonéw.
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@ szum sejsmiczny

10Hz
f

2
sy (F) ~1072( ) HZY2, f>10Hz



@ szum sejsmiczny

10Hz
f

2
SY2(f) ~ 10—12( ) Hz V2, f>10Hz

o Lustra na wahadlach

SY2(f) ~ 10—12(@—“)2(10;{2)2}1{1/2, f>10Hz

fwanh = 0,76 Hz



Szumy

@ szum sejsmiczny

2
SVA(F) ~1012(10fHZ) Hz Y2, f>10Hz

o Lustra na wahadlach

S/ (f) ~ 1012(%1)2(10?)2}{21/2, f>10Hz

Fuwah = 0,76 Hz

o Siedmiostopniowy tlumik drgan

SY2(f) ~ 10—12(]%}*‘)2(1()]?)10&—1/2, f>10Hz
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e Szum termiczny w temperaturze pokojowej zwiagzany ze
wzbudzeniami modéw wibracyjnych luster

/2 (f) ~ 1072

7

(10(}Hz ) 1/2 12



Szumy

e Szum termiczny w temperaturze pokojowej zwiagzany ze
wzbudzeniami modéw wibracyjnych luster

100 Hz\ 1/2
Si/2(f) ~ 10723 (72) HZfl/Z,
f
oraz termiczna rozciagliwoscia podwieszenia luster

5711/2 (f) ~ 10—23

4

<1oo Hz>5/2 12
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Szumy

e Szum termiczny w temperaturze pokojowej zwiagzany ze
wzbudzeniami modéw wibracyjnych luster

100 Hz\ 1/2
Si/2(f) ~ 10723 (72) HZfl/Z,
f
oraz termiczna rozciagliwoscia podwieszenia luster

5711/2 (f) ~ 10—23

4

<1oo Hz>5/2 12

o dyspersja rozkladu fotonéw (shot noise)
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Szumy

e Szum termiczny w temperaturze pokojowej zwiagzany ze
wzbudzeniami modéw wibracyjnych luster

100 Hz\ 1/2
Si/2(f) ~ 10723 (72) HZfl/Z,
f
oraz termiczna rozciagliwoscia podwieszenia luster

531/2 (f) ~ 10—23

4

<1oo Hz>5/2 12

o dyspersja rozkladu fotonéw (shot noise)

o wahania ci$nienia promieniowania
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Szumy

e Szum termiczny w temperaturze pokojowej zwiagzany ze
wzbudzeniami modéw wibracyjnych luster

1/2
Si/2(f) ~ 1023<10(’)sz) / HZil/Z,

oraz termiczna rozciagliwoscia podwieszenia luster

S2(f) ~ 102 (L0H2) 2 02

4

o dyspersja rozkladu fotonéw (shot noise)
o wahania ci$nienia promieniowania

@ zmiany pola grawitacyjnego w okolicy

2
SL2(f) ~3-1023(10;{Z) Hz Y2, f>10Hz
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Charakterystyka szumow

Advanced LIGO

1072 T T
{ I Early (201516, 4080 Mpc)
| I Mid (201617, 80120 Mpc)

< | I Late (2017 18, 120 170 Mpc)
‘EN { I Design (2019, 200 Mpc)
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Planowane modyfikacje

@ ulepszona izolacja sejsmiczna

o aktywna izolacja sejsmiczna (sie¢ czujnikéw z wyprzedzeniem
informujaca o zblizajacych sie ruchach gruntu) kompensujaca
przewidywane drgania

o lepszej jakosci elementy optyczne zmniejszajace szum termiczny
na niskich czestotliwosciach, a takze umozliwiajacy zwiekszenie
mocy lasera

o masywniejsze lustra (dzigki temu mniejszy szum zwiazany z
ci$nieniem promieniowania)

o interferometry podziemne (mniejsze zaburzenia sejsmiczne)
(Japonia)

e chlodzone lustra (caly uklad ttumiacy) (Japonia)

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 111(126)



LISA

@ Laser Interferometer Space Antenna (LISA) is a planned NASA/ESA
mission to measure gravitational waves through spacecraft tracking
using laser interferometry. LISA will consist of a triangular
constellation of three spacecraft in heliocentric orbits that trail the
Earth’s orbit by 20°. The inter-spacecraft distance will be 5 - 10° m,
and laser interferometry between pairs of detectors is used to track the
inter-spacecraft separations. Contained within each spacecraft will be
two proof masses that move along spacetime geodesics (the
surrounding spacecraft follow the motion of the proof masses and
shield them from external buffeting, e.g. from the solar wind and
radiation). LISA will be sensitive to gravitational waves between 0.03
mHz and 0.1 Hz.
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e Sygnal grawitacyjny h(t) jest efektywnie zaszumiony przez n(t).
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s(t) = h(t) +n(t)
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Filtr wzmacniajacy

e Sygnal grawitacyjny h(t) jest efektywnie zaszumiony przez n(t).
Detektor rejestruje sygnal

s(t) = h(t) +n(t)
(n(t)) =0, (N(w)N*(«')) = 7Su(w)s(w — ')

o szukamy (rzeczywistego) filtru wzmacniajacego k(f), takiego aby
stosunek sygnatu do szumu SNR byl maksymalny

SNR:— 0
(Var g

gdzie x jest zmienng losowsg

x:/Rk(t)s(t)dt, (x) :/Rk(t)h(t)dt
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SNR:— 0
(Var g

gdzie x jest zmienng losowsg

= [ k(t)s(t)dt, :/kthtdt
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()] = (%)2 /RK*(w)H(w)dw g (%)2|(K|H>|2
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o Na poziomie czgstoéci

Varx = (x2)_0 = / Su(w) K (w)Pdw = 47T< SY2K|sk k)



Filtrowanie wzmacniajace poszukiwany sygnat
(matched filtering)

o Na poziomie czestosci

1/2 1 c1/2
Varx = (x*)y—g = 471/5 w)|?dw = E( /K\S/ K)

o Stosunek sygnalu do szumu mozna zapisa¢ jako

e = L (KIE)P 148 %K|S: 2 H)2
TSKIS KT 8K
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Filtrowanie wzmacniajace poszukiwany sygnat
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1/2 1 c1/2
Varx = (x*)y—g = 471/5 w)|?dw = E( /K\S/ K)

o Stosunek sygnalu do szumu mozna zapisa¢ jako
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TSKIS KT 8K

@ Z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwartza

(S K|Sy 2 HY 2 < (S 2K) (S /2 H) 2

o Ostatecznie 1
SNR? < ;\s;”zH\z
przy czym réwnosé jest osiagana przy spelnieniu warunku

SY2(w)K(w) = aS; Y (w)H(w)
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e Postac k(t) (a = 2m)

k(1) = /R %ei“’tdw



Filtrowanie wzmacniajace poszukiwany sygnat
(matched filtering)

e Postad k(t) (a = 2m)

k(t) :/Rfi((i))ei‘“tdw

o Optymalny stosunek sygnalu do szumu

1/ |H(w)?

R?2=— d
SN p ) w
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Sygnatl z 15 wrzesnia 2015

H1:CAL-DELTAL_EXTERNAL_DQ at 1126259462.391 with Q of 5.7 L1:LSC-DARM_IN1_DQ at 1126259462.391 with Q of 5.7
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Rysunek : LIGO Livingston Observatory was the first detector to sense the
passage of a gravitational wave. Hanford detected the gravitational wave
signal 7 milliseconds after Livingston, but the Hanford signal was more
prominent. Hanford’s interferometer was more sensitive than Livingston at
the time of the detection.
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Sygnatl z 15 wrzesnia 2015

o CAL-DELTAL_EXTERNAL_DQ filtered time series for G184098
T T T T T

Hanford
Livingston

displacement (m)

L L
0.4 042 044
time (sec)

Rysunek : Shape of first detection 'waveform’. The blue line shows the
stretching and shrinking of the Hanford Observatory’s arms, and the orange
line shows how Livingston’s arms responded in the presence of the
gravitational wave. The scale on the vertical axis (1078 meters) reveals
that for this detection, LIGO measured movement 4000-5000 times smaller

than a proton!
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Sygnatl z 15 wrzesnia 2015
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Rysunek : The top two plots show data received at Livingston and Hanford,
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Ogtoszenie obserwacji

|8 Selected for a Viewpoint in Physics —
PRL 116, 061102 (2016) PHYSICAL REVIEW LETTERS 12 FEBRUARY 2016

§

Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger

B.P. Abbott ef al.”
(LIGO Scientific Collaboration and Virgo Collaboration)
(Received 21 January 2016; published 11 February 2016)

On September 14, 2015 at 09:50:45 UTC the two detectors of the Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory simultaneously observed a transient gravitational-wave signal. The signal sweeps upwards in
frequency from 35 to 250 Hz with a peak gravitational-wave strain of 1.0 x 102!, It matches the waveform
predicted by general relativity for the inspiral and merger of a pair of black holes and the ringdown of the
resulting single black hole. The signal was observed with a matched-filter signal-to-noise ratio of 24 and a
false alarm rate estimated to be less than 1 event per 203 000 years, equivalent to a significance greater
than 5.16. The source lies at a luminosity distance of 4107$ Mpc corresponding to a redshift z = 0.097 ;.
In the source frame, the initial black hole masses are 36! M, and 291{M . and the final black hole mass is
3 ? radiated in gravitational waves. All uncertainties define 90% credible intervals.
ations demonstrate the existence of binary stellar-mass black hole systems. This is the first direct
gravitational waves and the first observation of a binary black hole merger.

detection of

DOI: 10.1103/PhysRevLett.116.061102
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@ Dwa rodzaje algorytmoéw wyszukujacych z zastosowaniem
filtrowania wzmacniajacego poszukiwany sygnal (matched
filtering)



Algorytmy poszukujace

@ Dwa rodzaje algorytmoéw wyszukujacych z zastosowaniem
filtrowania wzmacniajacego poszukiwany sygnal (matched
filtering)

e poszukiwanie sygnalu zderzen masywnych obiektéw w oparciu o
wzorce sygnaléw obliczone w ramach numerycznej Ogolnej Teorii
Wzglednosci (ok. 250 000 wzorcéw zderzen)

e poszukiwanie silnego sygnalu w mozliwie najszerszym przedziale
czestodel i minimalnych zatozeniach co do jego wzorca
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Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 121(126)



Algorytmy poszukujace

@ Dwa rodzaje algorytmoéw wyszukujacych z zastosowaniem
filtrowania wzmacniajacego poszukiwany sygnal (matched
filtering)

e poszukiwanie sygnalu zderzen masywnych obiektéw w oparciu o
wzorce sygnaléw obliczone w ramach numerycznej Ogolnej Teorii
Wzglednosci (ok. 250 000 wzorcéw zderzen)

e poszukiwanie silnego sygnalu w mozliwie najszerszym przedziale
czestodel i minimalnych zatozeniach co do jego wzorca

@ Sprawdzanie zgodnosci obserwacji na obu detektorach i okreslenie
statystycznej istotnosci zdarzenia (1 zdarzenie na 203 000 lat)

Jacek Jurkowski, Instytut Fizyki UMK Fale grawitacyjne 121(126)



https://polgraw.camk.edu.pl/


https://polgraw.camk.edu.pl/

Polska grupa Virgo-Polgraw

https://polgraw.camk.edu.pl/

@ 9 polskich jednostek naukowych

o Kierownikiem projektu jest prof. Andrzej Krélak z Instytutu
Matematycznego PAN

o Grupa zajmuje sie analizg danych, rozwijaniem statystycznej
teorii wykrywania sygnalow, modelowaniem astrofizycznych
zrodet fal grawitacyjnych, przewidywaniami dotyczacymi
populacji tych zrédet, obserwacjami emisji elektromagnetycznej
towarzyszacej emisji fal grawitacyjnych oraz budowa
interferometru Virgo
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Primary black hole mass
Secondary black hole mass
Final black hole mass
Final black hole spin
Luminosity distance

Source redshift z

363M,

29¢M

625{M,
0.6749%
4107188 Mpe

0.0949%




Dane astrofizyczne i wnioski

Primary black hole mass 3653M,
Secondary black hole mass 29ijo
Final black hole mass 62{M¢
Final black hole spin 0.67:9%
Luminosity distance 41();11,?(‘,) Mpc
Source redshift z 0109505

—0.04

o Masa grawitonu < 1.2-10722 eV/c?
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—0.04

o Masa grawitonu < 1.2-10722 eV/c?

@ Istnienie czarnych dziur o masach > 25 M,
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Sygnatl z 26 grudnia 2015

week ending

PRL 116, 241103 (2016) PHYSICAL REVIEW LETTERS 17 JUNE 2016

s
GW151226: Observation of Gravitational Waves from a 22-Solar-Mass Binary
Black Hole Coalescence

B.P. Abbott ef al.”
(LIGO Scientific Collaboration and Virgo Collaboration)
(Received 31 May 2016; published 15 June 2016)

‘We report the observation of a gravitational-wave signal produced by the coalescence of two stellar-mass
black holes. The signal, GW151226, was observed by the twin detectors of the Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory (LIGO) on December 26, 2015 at 03:38:53 UTC. The signal was initially
identified within 70 s by an online matched-filter search targeting binary coalescences. Subsequent off-line
analyses recovered GW 151226 with a network signal-to-noise ratio of 13 and a significance greater than
5o. The signal persisted in the LIGO frequency band for approximately 1 s, increasing in frequency and
amplitude over about 55 cycles from 35 to 450 Hz, and reached a peak gravitational strain of
34193 x 1072, The inferred source-frame initial black hole masses are 14.2'53M, and 7.5}
and the final black hole mass is 20.8{) M. We find that at least one of the component black holes has spin

greater than 0.2. This source is located at a luminosity distance of 4405 Mpc corresponding to a redshift

of 0.09409;. All uncertainties define a 90% credible interval. This second gravitational-wave observation
provides improved constraints on stellar populations and on deviations from general relativity.
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Sygnatl z 26 grudnia 2015
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Rysunek : Based on current waveform modeling, we find that GW151226
passed through LIGO’s sensitive band in 1 s, increasing in frequency over
approximately 55 cycles from 35 Hz to a peak amplitude at 450 Hz. The
signal-to-noise ratio (SNR) accumulates equally in the early inspiral (45
cycles from 35 to 100 Hz) and late inspiral to merger (10 cycles from 100 to
450 Hz). This is different from the more massive GW150914 binary for
which only the last 10 cycles, comprising inspiral and merger, dominated

the SNR
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Dane astrofizyczne

Primary black hole mass 14.283M
Secondary black hole mass T8,

Chirp mass 8A9f8"33M®

Total black hole mass 21.89M,

Final black hole mass 20.88I M
Radiated gravitational-wave energy 1080 M, c?

Peak luminosity 3.317% % 10° eig/s
Final black hole spin 0.747006
Luminosity distance 440180 Mpc
Source redshift z ool
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Czekamy na kolejne detekcje ®

Rysunek : The joint research team of NAOJ and other research institutes
succeeded in observing a very close binary black hole system just before its
merger. Recent observation results provide possible evidence that a
supermassive black hole with billions of times the mass of the Sun exists in
the center of active galactic nuclei 3C66B, which is a giant radio galaxy and
a giant elliptical galaxy, by observing the orbital motion of the central core
in the galaxy. The team conducted further detailed observations at
millimeter wavelengths and identified that the binary black hole will merge
in about 500 years.
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