Wielki rozktad kanoniczny, granica
termodynamiczna i przejscia fazowe

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna
Instytut Fizyki

2015

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Wielki rozklad kanoniczny



Poduktad otwarty

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna 'Wielki rozktad kanoniczny



Poduktad otwarty

S opisywany uktad + rezerwuar R

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna 'Wielki rozktad kanoniczny



Poduktad otwarty

S opisywany uktad + rezerwuar R
uktad S + R jest izolowany i zamknigty

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna 'Wielki rozktad kanoniczny



Poduktad otwarty
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Poduktad otwarty

S opisywany uktad + rezerwuar R
uktad S + R jest izolowany i zamknigty

uktad S wymienia z rezerwuarem , tak aby ustalone byty ich
Srednie wartosci

z uwagi na zmienna liczb¢ czastek w uktadzie S potrzebny jest nowy formalizm!

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Wielki rozklad kanoniczny



Formalizm
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Formalizm

1 Przestrzen fazowa
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Formalizm

1 Przestrzen fazowa

Ciag przestrzeni fazowych odpowiadajacych wzrastajacej liczbie czastek

I = {To,I'1,T,...} gdzie 'y — przestrzen N-czastkowa
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Formalizm

1 Przestrzen fazowa

Ciag przestrzeni fazowych odpowiadajacych wzrastajacej liczbie czastek

I = {To,I'1,T,...} gdzie 'y — przestrzen N-czastkowa

2 Hamiltonian
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Formalizm

Ciag przestrzeni fazowych odpowiadajacych wzrastajacej liczbie czastek

Il = {T0,'1,T2,...} gdzie 'y — przestrzefi N-czastkowa

Ciag Hamiltonianéw odpowiadajacych wzrastajacej liczbie czastek

N =
He = {Ho,Hy,Ha,...} gdie Hy = Y 2=+ V(3 - &)
n=il

1<j
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Formalizm
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Formalizm

Ciag przestrzeni fazowych odpowiadajacych wzrastajacej liczbie czastek

Il = {T0,'1,T2,...} gdzie 'y — przestrzefi N-czastkowa

Ciag Hamiltonianéw odpowiadajacych wzrastajacej liczbie czastek
N 5
_ 5 _ £ T — a
Ho = {Ho,H:,H>,...} gdzie Hy = Z o —|—ZV(|q1 )
i=1 i<j

Poo = {po,p1,p2,...} ciagnieujemnych funkeji
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Formalizm
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Formalizm

# Unormowanie

def - 1
r N=0 " JTN

gdzie dgNdQN =dq...dgndp: ...dpnN oraz

oo

PN(QNyﬂN) =pN(q1a'“an7p17"‘apN)
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Formalizm

# Unormowanie

def - 1
r ) T JTN

gdzie dgNdQN =dq...dgndp: ...dpnN oraz

oo

PN(2N71_7N) = pN(qla <o dNyP1 - apN)
5 Obserwable

foo = {fo, f1, f2,...} ciag zmiennych losowych na '

fN(gN72N) = fN(qla"'anapla"'apN)
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Formalizm

o0
def 1
1 = / Poo dl'oo = Z ﬁ/ pN(nggN)dgNdBN
T'oo N=0 “JIN

gdzie dgNdQN =dqi...dgndp: ...dpN oraz

PN(QN»BN) :pN(qla"'quzpla"'va)

foo = {fo, f1, f2,...} ciag zmiennych losowych na I'oo

fN(gN7BN) = fN((Il>~~~7qN7p1>~~~7pN)

<f0°>Poo = foopoo dl'oo
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Stan rownowagi
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Stan rownowagi

7 Entropia
Bes = —k/ Poo I pog dl o = —kz%/ pnInpndg, dp
I N=0 "JTN
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Stan réwnowagi

7 Entropia

def = 1
Seo = — /F poolnpoc dlo & —k Y <5 /F px Inprdg, dp,
oo N

N=0

8 Stan rownowagi — okre§lony jest przez rozktad reprezentatywny makrostanu

Ka,n = {pso; unormowane , (H),., =U, (N),.. =N}
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Stan réwnowagi

oo

def 1
Seo = —k/ Poo N poo dl'os = —k Z ﬁ/ ON lndegNdBN
Foo N=0 I'n
8 — okre§lony jest przez rozktad reprezentatywny makrostanu

Ku,n = {pso; unormowane , (H), =U, (N),., =N}
i ma on postaé

Poe = {P0,P1y---sPN,---} gdzie
D = ZlPN-HN)

oo 1 _ o0
Z(ﬂ7 u) = Z ﬁ / eB(HN HN)dQNdEN — Z ZN(ﬂ)eﬁMN
N=0 'y N=0

jest

oraz
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Mnozniki Lagrange’a. Réwnanie stanu
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Mnozniki Lagrange’a. Réwnanie stanu

Mnozniki Lagrange’a 3, u sa zwiazane z U oraz N relacjami

OlnZ

~~o5 = U—puN

_6an Y
O
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Mnozniki Lagrange’a. Réwnanie stanu

Mnozniki Lagrange’a 3, u sa zwiazane z U oraz N relacjami

OlnZ

~~o5 = U—puN

_61nZ Y
O

Roéwnanie stanu — zaleznosé p(V, T')
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Mnozniki Lagrange’a. Réwnanie stanu

Mnozniki Lagrange’a 3, ;1 sa zwigzane z U oraz N relacjami

OlnZ

T = U-—uN
O0lnZ

~ou = BN

Réwnanie stanu — zaleznos¢ p(V, T')

g InZ(z,T,V),

0
N = o InZ(2,T,V),

gdzie z = ePH.
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Wielka suma statystyczna dla gazu doskonatego
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Wielka suma statystyczna dla gazu doskonatego

Z(z,8,V)

Zn(B, V)N = i V_N(zmTW)?,N/zzN

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna 'Wielki rozktad kanoniczny



Wielka suma statystyczna dla gazu doskonatego

Z(2,8,V)

oraz

I

I M8
N
=
=
=
N

0lnZ
~~35

Oln Z
_ o
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—uln Z2 + %IDZ

—Bz% InZ = —fInZ
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Wielka suma statystyczna dla gazu doskonatego

> < VN /9 3N/2
2@0V) = Y ZxB v = Y0 (2T
N=0 N=0
= 1 2mm\3/2 1N 2mm\ 3/2
= X mlr(5F) ] e ()
N=0
oraz
0lnZ 3
- 93 = —uan—i—ﬁan
Oln Z 0
— o = —Bzglnz = —fInZ

Réwnanie stanu i réwnanie energetyczne

pV = NkT, U = gNkT
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Przyktad

Prawdopodobieristwo znalezienia doktadnie IV czastek gazu doskonatego w uktadzie
otwartym, w ktérym Srednia liczba czastek wynosi A dane jest przez
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Przyktad

Prawdopodobieristwo znalezienia doktadnie IV czastek gazu doskonatego w uktadzie
otwartym, w ktérym §rednia liczba czastek wynosi A/ dane jest przez rozktad

Poissona ~
N &
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Granica termodynamiczna
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Granica termodynamiczna

Granica energii swobodne;j

1

. 1
7]€7T (T,'U) - NIEI;NIHZN(Tvv)a

1/v = N/V jest koncentracja czastek (stata przy przej$ciu granicznym),

(T, v) jest energia swobodna przypadajaca na jedna czastke w granicy
termodynamiczne;j.
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Granica termodynamiczna

Granica energii swobodne;j

1

. 1
T (Tyv) = lim = InZn(T,V),
1/v = N/V jest koncentracja czastek (stata przy przej$ciu granicznym),

(T, v) jest energia swobodna przypadajaca na jedna czastke w granicy
termodynamiczne;j.

Cis$nienie w granicy termodynamicznej

10 1
—— | lim —InZy]|.
ov B 0v Nl—I>I<1x>N . N}
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Réwnowaznos¢ opiséw
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Réwnowazno$é opiséw

Twierdzenie van Hove
10 [

p = ,6'81) lim anN] = = hm [ an]
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Réwnowaznos$é opisow

Twierdzenie van Hove

10 1
P= 55, ]JET;NIHZN BJT;[ 1“3]

Réwnanie stanu w granicy termodynamicznej, czyli zaleznosé p(v, T'), ma tg
sama posta¢ w ramach formalizmu kanonicznego jak i wielkiego formalizmu
kanonicznego dla tego samego modelu
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Réwnowaznos$é opisow

Twierdzenie van Hove

10 1
P= 55, ]JET;NIHZN BJT;[ 1“3]

Réwnanie stanu w granicy termodynamicznej, czyli zaleznosé p(v, T'), ma tg
sama posta¢ w ramach formalizmu kanonicznego jak i wielkiego formalizmu
kanonicznego dla tego samego modelu

Opisy te sa rtéwnowazne w granicy termodynamicznej
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Przejscia fazowe
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Przejscia fazowe

Przejscie fazowe — nieciagtosci réznych wielkosci termodynamicznych
podczas przechodzenia procesu przez punkt krytyczny
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Przejscia fazowe

Przejscie fazowe — nieciagtosci r6znych wielkosci termodynamicznych
podczas przechodzenia procesu przez punkt krytyczny

Teoria przej$¢ fazowych Yanga-Lee na gruncie wielkiego rozktadu
kanonicznego

Model twardych kul z energia potencjalna

oo dlalgyl <a,
V(lgiil) = § —ei;  dlaa < |gi] < b,
0 dla |gi;| > b,
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Teoria Yanga-Lee
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Teoria Yanga-Lee

Wielka suma statystyczna

M
ZB,mV) = > ZQ(B,V)QN(B, V)N,

N=0
jest wielomianem stopnia M w zmiennej z = e’#

M
2(zT,V) = Y ZQ(T,V)Qn(T, V)",

N=0

M oznacza maksymalna liczbe twardych kul, ktére mieszcza si¢ w skoficzone;j
objetosci V'
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Teoria Yanga-Lee

Wielka suma statystyczna

M
ZB,mV) = > ZQ(B,V)QN(B, V)N,

N=0
jest wielomianem stopnia M w zmiennej z = e’#

M
2(zT,V) = Y ZQ(T,V)Qn(T, V)",

N=0

M oznacza maksymalna liczbe twardych kul, ktére mieszcza si¢ w skoficzone;j
objetosci V'
Zapiszmy

gdzie z; sa pierwiastkami wielomianu Z
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Pierwiastki Z(z,T,V)
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Pierwiastki Z(z,7,V)

Pierwiastki z; sa rzeczywiste i ujemne lub zespolone

Jesli sa zespolone, to wystgpuja parami: liczba zespolona i sprze¢zona do niej
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Pierwiastki Z(z,T,V)

Pierwiastki z; sa rzeczywiste i ujemne lub zespolone
Jesli sa zespolone, to wystepuja parami: liczba zespolona i sprz¢zona do niej

Na ptaszczyZnie zmiennej zespolonej z pierwiastki te moga znajdowac si¢
wszedzie za wyjatkiem pétprostej Re z > 0.

W granicy termodynamicznej przy V' — oo ilo§¢ pierwiastkéw rosnie
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Pierwiastki Z(z,T,V)

Pierwiastki z; sa rzeczywiste i ujemne lub zespolone
Jesli sa zespolone, to wystepuja parami: liczba zespolona i sprz¢zona do niej

Na ptaszczyZnie zmiennej zespolonej z pierwiastki te moga znajdowac si¢
wszedzie za wyjatkiem pétprostej Re z > 0.

W granicy termodynamicznej przy V' — oo ilo§¢ pierwiastkéw rosnie
— pojawia si¢ w punkcie krytycznym zo, jesli punkt skupienia
zo lezy na pétosi Re z > 0.

Yang i Lee pokazli, ze koncentracja 1/v ma nieciagtos¢ w punkcie zg
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