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Stany mikroskopowe i makroskopowe w uktadzie wielopoziomowym
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Stany mikroskopowe i makroskopowe w uktadzie wielopoziomowym

N rozréznialnych czastek, z ktérych kazda moze miec energi¢ F, ..., E,,
poziomy energetyczne sa zdegenerowane gi, . . ., g krotnie
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Stany mikroskopowe i makroskopowe w uktadzie wielopoziomowym

N rozréznialnych czastek, z ktérych kazda moze miec energi¢ F, ..., E,,
poziomy energetyczne sa zdegenerowane gi, . . ., g krotnie

stan mikroskopowy albo mikrostan — dowolne przypisanie energii wszystkim
czastkom,

stan makroskopowy — konfiguracja (n1, ..., n,) opisujaca liczb¢ czastek o
danej energii,
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Stany mikroskopowe i makroskopowe w uktadzie wielopoziomowym

N rozréznialnych czastek, z ktérych kazda moze miec energi¢ F, ..., E,,
poziomy energetyczne sa zdegenerowane g1, . . ., g» krotnie

stan mikroskopowy albo mikrostan — dowolne przypisanie energii wszystkim
czastkom,

stan makroskopowy — konfiguracja (n1, ..., n,) opisujaca liczb¢ czastek o
danej energii,

liczba wszystkich mozliwych stanéw mikroskopowych, ktére realizuja dana
konfiguracje n = (ni, ..., n,) (stan makroskopowy) wynosi

n1 oy
'gl "'g'r1

AL = ni!...n.!
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Stany mikroskopowe i makroskopowe w uktadzie wielopoziomowym

N rozréznialnych czastek, z ktérych kazda moze miec energi¢ F, ..., E,,
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Rézne statystyki
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Rozne statystyki

Ilo$¢ stanéw mikroskopowych realizujacych stan makroskopowy n
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Rézne statystyki

Ilo$¢ stanéw mikroskopowych realizujacych stan makroskopowy n
Statystyka czastek rozréznialnych (statystyka Maxwella-Boltzmanna)

n
Wi = N19L o2
nl' .nT!
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Rézne statystyki

Ilo$¢ stanéw mikroskopowych realizujacych stan makroskopowy n
Statystyka czastek rozréznialnych (statystyka Maxwella-Boltzmanna)

ny Ny
Wus = NI 9
ni!...n.!

Statystyka czastek nierozréznialnych — przypadek bozondéw (statystyka

Bose-Einsteina)
wee = |G =ty
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Rézne statystyki

Ilo$¢ stanéw mikroskopowych realizujacych stan makroskopowy n
Statystyka czastek rozréznialnych (statystyka Maxwella-Boltzmanna)

ni uzy
Wl\fIB — N'gl gr )
ni!...n.!

Statystyka czastek nierozréznialnych — przypadek bozondéw (statystyka

Bose-Einsteina)
wee = |G =ty

Statystyka czastek nierozréznialnych — przypadek fermionéw (statystyka
Fermiego-Diraca)

_ g:!
Weo = ] (g —ni)tns!

i
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Rézne statystyki

Ilo$¢ stanéw mikroskopowych realizujacych stan makroskopowy n
Statystyka czastek rozréznialnych (statystyka Maxwella-Boltzmanna)

ny Ny
Wus = NI 9
ni!...n.!

Statystyka czastek nierozréznialnych — przypadek bozondéw (statystyka

Bose-Einsteina)
wee = |G =ty

Statystyka czastek nierozréznialnych — przypadek fermionéw (statystyka
Fermiego-Diraca)

_ g:!
Weo = ] (g —ni)tns!

: !
Gdy g; > n;, to

InWee = Wep = »_ niln(gi/n:) + 1] = InWyg — In N!
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Szukamy konfiguracji n*, ktéra maksymalizuje In W (n) przy dwéch warunkach

Z n; = N oraz anEz =F
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Szukamy konfiguracji n*, ktéra maksymalizuje In W (n) przy dwéch warunkach
Zm =N oraz Zn,EZ =5

Statystyka Maxwella-Boltzmanna

nt =N PP

Z(B)
gdzie Z(B) =Y, gie Fioraz E = —Z'Z'(3).

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Uklady statystyczne



Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Szukamy konfiguracji n*, ktéra maksymalizuje In W (n) przy dwéch warunkach
Zm =N oraz Zn,EZ =5

Statystyka Maxwella-Boltzmanna

nt =N PP

Z(B)
gdzie Z(B) =Y, gie Fioraz E = —Z'Z'(3).
Opis gazu klasycznego — przejscie do ciagtych wartosci energii

ni _ G9i —BE; _9(E) sk
N = Z(B)e — p(E)dE—me dE
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Szukamy konfiguracji n*, ktéra maksymalizuje In W (n) przy dwéch warunkach
Zm =N oraz Zn,EZ =5

Statystyka Maxwella-Boltzmanna

nt =N PP

Z(8)

gdzie Z(B) =Y, gie Fioraz E = —Z'Z'(3).
Opis gazu klasycznego — przejscie do ciagtych wartosci energii

ni _ G9i —BE; _9(E) sk
N = Z(B)e — p(E)dE—me dE

Gestos¢ stanéw klasycznych wynosi
g(E) = 2x(2m)*/2E'/?
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Szukamy konfiguracji n*, ktéra maksymalizuje In W (n) przy dwéch warunkach
Zm =N oraz Zn,EZ =5

Statystyka Maxwella-Boltzmanna

nt =N PP

Z(8)

gdzie Z(B) =Y, gie Fioraz E = —Z'Z'(3).
Opis gazu klasycznego — przejscie do ciagtych wartosci energii

ni _ G9i —BE; _9(E) sk
N = Z(B)e — p(E)dE—me dE

Gestos¢ stanéw klasycznych wynosi

g(E) = 2x(2m)*/2E'/?

Suma statystyczna wynosi

20 = (22m) "
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Statystyka Bose-Einsteina

* gi
M= TepE — 1
oraz g
_ T
No= Z z71efBi — 1
. g E;
£ = Z z—ler@Ei —1

i

z = eP*,  — potencjat chemiczny
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Stany makroskopowe maksymalizujace W (n)

Statystyka Bose-Einsteina

_ gi
= z—leBEi — 1

N o= Y

— z71efEi — 1
T

B — Z 9iE;

z=leBE:i — 1

oraz

z = eP*, u — potencjat chemiczny
Statystyka Fermiego-Diraca

gi
n; =

z=leBE:i 11

N o= Y

z71efBi + 1

oraz

7

B - Z giE;

z=1eBEi +1

K3
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Przestrzen fazowa
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Przestrzen fazowa

Uktadowi fizycznemu odpowiada przestizen fazowa I' parametryzowana przez
2n zmiennych

r = {(qla"'aqnypla"'yp’n)} = {(gag)}
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Przestrzen fazowa

Uktadowi fizycznemu odpowiada przestizen fazowa I' parametryzowana przez
2n zmiennych

r = {(qla"'aqnypla"'yp’n)} = {(gag)}

gdzie g; sa potozeniami uogdlnionymi, p; pedami uogélnionymi,a n jest
liczba stopni swobody uktadu
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Przestrzen fazowa

Uktadowi fizycznemu odpowiada I" parametryzowana przez
2n zmiennych

r = {(q17 <5 qn,P1, - 7pn)} = {(q7p)}
gdzie q; sa , Di ,a n jest
liczba stopni swobody uktadu
Stanowi czystemu uktadu odpowiada punkt przestrzeni fazowej, ktéry podlega
ewolucji zgodnie z réwnaniami Hamiltona
dgi _ OH dpi _ OH
d — Op;’ dt ¢’
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Przestrzen fazowa

Uktadowi fizycznemu odpowiada I" parametryzowana przez
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r = {(q17 <5 qn,P1, - 7pn)} = {(q7p)}
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Przestrzen fazowa

Uktadowi fizycznemu odpowiada I" parametryzowana przez
2n zmiennych

r = {(q17~~-7q'n,p17~--7pn)} = {(q7p)}
gdzie q; sa , Di ,a n jest
liczba stopni swobody uktadu
Stanowi czystemu uktadu odpowiada punkt przestrzeni fazowej, ktéry podlega
ewolucji zgodnie z réwnaniami Hamiltona
dgi _ OH dpi _ OH i
d — Op;’ dt ¢’

H(g,p) jest \
Rozwigzaniem uktadu Hamiltona spetniajacym warunek poczatkowy
(g(O),]_)(O)) = (go,g_oo)jest uktadu.
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Uktady statystyczne
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Uktady statystyczne

Definicja

Stanem mieszanym (statystycznym) uktadu nazywamy dowolny (ciagly) rozktad praw-

dopodobienstwa na przestrzeni fazowe;.
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Uktady statystyczne

Definicja

Stanem mieszanym (statystycznym) uktadu nazywamy dowolny (ciagly) rozktad praw-

dopodobienstwa na przestrzeni fazowe;.

Twierdzenie

Stan mieszany zmienia si¢ w czasie zgodnie z réwnaniem Liouville’a

apt(gﬁ L))
—a = {H.p}ap),

0qi Op;i 0q;

gdzie {f,g} = Z (ﬂ 99 — ﬁ@) nazywa si¢ nawiasem Pois:
i=1
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Uktady zamknigte i izolowane
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Uktady zamknigte i izolowane

ewolucja odbywa si¢ po ustalonej hiperpowierzchni ¥ g energii
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Uktady zamknigte i izolowane

ewolucja odbywa si¢ po ustalonej hiperpowierzchni ¥ i energii

Czy na powierzchni stalej energii X mozna wyr6znié jakis stan réwnowagi, do
ktérego dazytby uktad?
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Uktady zamknigte i izolowane

ewolucja odbywa si¢ po ustalonej hiperpowierzchni ¥ i energii

Czy na powierzchni stalej energii X mozna wyr6znié jakis stan réwnowagi, do
ktérego dazytby uktad?

ergodyczno$¢ ewolucji
Definicja

Ewolucje hamiltonowska na hiperpowierzchni > g nazywamy ergodyczna, jesli trajek-

toria dla prawie kazdego punktu tej hiperpowierzchni przecina dowolnie mate otoczenie
dowolnego punktu hiperpowierzchni X .
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Twierdzenie ergodyczne
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Twierdzenie ergodyczne

Srednia czasowa funkcji

to+T

Pr = lm = / Fa(t)) dt

T—oo T’
to
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Twierdzenie ergodyczne

Srednia czasowa funkcji

to+T

Pr = lm = / Fa(t)) dt

T—oo T
to
Srednia przestrzenna funkcji

B ) %
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Twierdzenie ergodyczne

$rednia czasowa funkcji

to+T
= gim 7 [ feo)a

Srednia przestrzenna funkcji

B S PV

Twierdzenie ergodyczne Birkhoffa

Jesli dla wszystkich funkcji catkowalnych f : I' — R istnieje Srednia czasowa oraz
réwna si¢ ona Sredniej przestrzennej, to ewolucja jest ergodyczna.
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Rozktad mikrokanoniczny
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Rozktad mikrokanoniczny

Jesli uktad statystyczny jest ergodyczny, to podczas ewolucji przebywa on tyle
samo czasu w obszarach o jednakowych polach

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Uktady statystyczne



Rozktad mikrokanoniczny

Jesli uktad statystyczny jest ergodyczny, to podczas ewolucji przebywa on tyle
samo czasu w obszarach o jednakowych polach

prawdopodobienstwo P(G) znalezienia uktadu w obszarze G jest
proporcjonalne do pola powierzchni G
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Rozktad mikrokanoniczny

Jesli uktad statystyczny jest ergodyczny, to podczas ewolucji przebywa on tyle
samo czasu w obszarach o jednakowych polach

prawdopodobienstwo P(G) znalezienia uktadu w obszarze G jest
proporcjonalne do pola powierzchni G

G
@) - 1L
Stan réwnowagi
1
p(z) = m

na przestrzeni fazowej
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Rozktad mikrokanoniczny

Jesli uktad statystyczny jest ergodyczny, to podczas ewolucji przebywa on tyle
samo czasu w obszarach o jednakowych polach

prawdopodobienstwo P(G) znalezienia uktadu w obszarze G jest
proporcjonalne do pola powierzchni G

G
@) - 1L
Stan réwnowagi
1
p(z) = m

na przestrzeni fazowej

Nie ma jednak gwarancji, ze uktad statystyczny bedzie dazyt do osiagnigcia
stanu réwnowagi!
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Rozktad mikrokanoniczny

Jesli uktad statystyczny jest ergodyczny, to podczas ewolucji przebywa on tyle
samo czasu w obszarach o jednakowych polach

prawdopodobienstwo P(G) znalezienia uktadu w obszarze G jest
proporcjonalne do pola powierzchni G

G
@) - 1L
Stan réwnowagi
1
p(z) = m

na przestrzeni fazowej

Nie ma jednak gwarancji, ze uktad statystyczny bedzie dazyt do osiagnigcia
stanu réwnowagi!

Potrzebne sa dodatkowe warunki: mieszanie, detailed balance (réwnowaga
szczegotowa)!
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Uktady otwarte — ewolucja bez pamigci
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Uktady otwarte — ewolucja bez pamigci

Roéwnanie ewolucji bez pamigci mozna zapisa¢ ogdlniej jako réwnanie master

8 . .
% = L(t)[ps], L — operator Liouville’a
operator Liouville’a moze by¢ w ogélnosci procesem Markowa na przestrzeni

fazowej I'
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Uktady otwarte — ewolucja bez pamigci

Roéwnanie ewolucji bez pamigci mozna zapisa¢ ogdlniej jako réwnanie master

8 . .
% = L(t)[ps], L — operator Liouville’a
operator Liouville’a moze by¢ w ogélnosci procesem Markowa na przestrzeni

fazowej I'
rozwigzanie (symboliczne!) réwnania Liouville’a jest postaci

t

pt = exp [/L(T)dT}po = A¢po,

to
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Uktady otwarte — ewolucja bez pamigci

Roéwnanie ewolucji bez pamigci mozna zapisa¢ ogdlniej jako réwnanie master

8 . .
% = L(t)[ps], L — operator Liouville’a
operator Liouville’a moze by¢ w ogélnosci procesem Markowa na przestrzeni

fazowej I'

rozwigzanie (symboliczne!) réwnania Liouville’a jest postaci

t

pt = exp [/L(T)dT}po = A¢po,

to

Gdy L nie zalezy od czasu otrzymamy
pe = exp[(t — to)L]po

W przypadku hamiltonowskim L[p:] = {H, p:}
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Uktady otwarte — ewolucja bez pamigci

Roéwnanie ewolucji bez pamigci mozna zapisa¢ ogdlniej jako réwnanie master

% = L(t)[pe], L — operator Liouville’a

operator Liouville’a moze by¢ w ogdlnosci procesem Markowa na przestrzeni
fazowej I'

rozwigzanie (symboliczne!) réwnania Liouville’a jest postaci

t
pt = exp [/L(T)dT}po = A¢po,
to
Gdy L nie zalezy od czasu otrzymamy
pe = exp[(t — to)L]po

W przypadku hamiltonowskim L[p:] = {H, p:}

W przypadku niehamiltonowskim ewolucj¢ okresla

{At}e>0
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Uktady otwarte — ewolucja z pamigcia
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Uktady otwarte — ewolucja z pamigcia

Réwnanie z pamigcia wywodzi si¢ z ogélnego procesu stochastycznego
Bpt /K(t — 7)p-dr

K (t — 7) jest jadrem pamieci
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Uktady otwarte — ewolucja z pamigcia

Réwnanie z pamigcia wywodzi si¢ z ogdlnego procesu stochastycznego

apt /K (t — 7)p-rdT

K(t — ) jest
Roéwnanie jest nielokalne w tym sensie, ze do znalezienia stanu uktadu w chwili
t potrzebna jest wiedza o ewolucji stanu do chwili ¢
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Uktady otwarte — ewolucja z pamigcia

Réwnanie z pamigcia wywodzi si¢ z ogdlnego procesu stochastycznego

apt /K (t — 7)p-rdT

K(t — ) jest
Roéwnanie jest nielokalne w tym sensie, ze do znalezienia stanu uktadu w chwili
t potrzebna jest wiedza o ewolucji stanu do chwili ¢

Przyktad: Hamiltonowska swobodna ewolucja uktadu IV oscylatoréw harmonicznych

p =3[+ Lt

=1l
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Jak wyznaczy¢ stan ukfadu statystycznego?
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwigzaé réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwiazaé réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne

2 Poprzez pomiary konkretnych wielkosci fizycznych (obserwabli)
charakteryzujacych uktad
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwiaza¢ réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne

2 Poprzez pomiary konkretnych wielkosci fizycznych (obserwabli)
charakteryzujacych uktad

Dokonujemy pomiaréw r obserwabli, f1,..., f"
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwiaza¢ réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne

2 Poprzez pomiary konkretnych wielkosci fizycznych (obserwabli)
charakteryzujacych uktad

Dokonujemy pomiaréw r obserwabli, f1,..., f"
Wyznaczamy warto$ci Srednie mierzonych obserwabli mq, ..., m,
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwiaza¢ réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne

2 Poprzez pomiary konkretnych wielkosci fizycznych (obserwabli)
charakteryzujacych uktad
Dokonujemy pomiaréw r obserwabli, f1,..., f"
Wyznaczamy wartosci Srednie mierzonych obserwabli my, ..., m,
Wyznaczamy makrostan zwiazany z tymi obserwablami C FLfr
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwiaza¢ réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne

2 Poprzez pomiary konkretnych wielkosci fizycznych (obserwabli)
charakteryzujacych uktad

Dokonujemy pomiaréw r obserwabli, f1,..., f"

Wyznaczamy wartosci Srednie mierzonych obserwabli my, ..., m,

Wyznaczamy makrostan zwiazany z tyml obserwablami IC 1 fr
Wyznaczony makrostan powinien by¢ mezmlenmczy ze wzgledu na

ewolucje w czasie uktadu fizycznego, tak bedzie gdy obserwable beda catkami

ruchu!
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Jak wyznaczy¢ stan uktadu statystycznego?

1 Rozwiaza¢ réwnanie Liouville’a — zazwyczaj trudne lub niewykonalne

2 Poprzez pomiary konkretnych wielkosci fizycznych (obserwabli)
charakteryzujacych uktad

Dokonujemy pomiaréw r obserwabli, f1,..., f"

Wyznaczamy wartosci Srednie mierzonych obserwabli my, ..., m,

Wyznaczamy makrostan zwiazany z tyml obserwablami IC 1 fr
Wyznaczony makrostan powinien by¢ mezmlenmczy ze wzgledu na

ewolucje w czasie uktadu fizycznego, tak bedzie gdy obserwable beda catkami

ruchu!

Za stan réwnowagowy ukladu przyjmujemy rozktad reprezentatywny makrostanu
’C 1 T
. f
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Gestos¢ rozktadu réwnowagi
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Gestos¢ rozktadu réwnowagi

Gestos¢é rozktadu réwnowagi p* (g, p) makrostanu /Cp1  cr ma postac:

p(@p) = 27 O, M) exp | - ZAf a.p)|,

gdzie suma statystyczna ma postaé
Z(AM,y-e X)) = /exp[ Z)\fﬂgg}dgdg

Q:(q17~~~7Qn),g:(p1,.v.,pn)oraz

COmZ(M, ..\

DY =m;, j=1,...,r.

gdziem; = [ f’(q,p)p(g, p)dgdp.
r
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Entropia stanu réwnowagi
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Entropia stanu réwnowagi

Entropia stanu réwnowagi wynosi

S(p") = kInZ+k»_ Aim,

i=1
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Formalizmy termodynamiczne
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Formalizmy termodynamiczne

1 Formalizm kanoniczny — stosowany do uktadéw zamknigtych, w ktérych
energia nie jest zachowana. Ustalona jest Srednia energia U wskutek
oddziatywania z rezerwuarem. Stan réwnowagi jest rozkladem
reprezentatywnym makrostanu energii

Ky = {p:F—>R+;/p(g,g)dgdgzl,(H) = U}.
i
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Formalizmy termodynamiczne

1 Formalizm kanoniczny — stosowany do uktadéw zamknigtych, w ktérych
energia nie jest zachowana. Ustalona jest Srednia energia U wskutek
oddziatywania z rezerwuarem. Stan réwnowagi jest rozkladem
reprezentatywnym makrostanu energii

Ky = {p:F—>R+;/p(g,g)dgdgzl,(H) = U}.
i

2 Formalizm wielki kanoniczny — stosowany do ukladéw otwartych, w ktérych
nie jest stala ani energia, ani liczba czastek. Ustalone sa wartos$ci §rednie tych
wielkosci, a stan rownowagi jest rozktadem reprezentatywnym makrostanu
energii i liczby czastek (makrostan ze wzgledu na dwie zmienne losowe).
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Formalizmy termodynamiczne

1 Formalizm kanoniczny — stosowany do uktadéw zamknigtych, w ktérych
energia nie jest zachowana. Ustalona jest Srednia energia U wskutek
oddziatywania z rezerwuarem. Stan réwnowagi jest rozkladem
reprezentatywnym makrostanu energii

Ky = {p:F—>R+;/p(g,g)dgdgzl,(H) = U}.
i

2 Formalizm wielki kanoniczny — stosowany do ukladéw otwartych, w ktérych
nie jest stala ani energia, ani liczba czastek. Ustalone sa wartos$ci §rednie tych
wielkosci, a stan rownowagi jest rozktadem reprezentatywnym makrostanu
energii i liczby czastek (makrostan ze wzgledu na dwie zmienne losowe).

3 Formalizm mikrokanoniczny — stosowany do opisu uktadéw izolowanych i
zamknigtych, w ktérych hamiltonian H (g, p) jest stata ruchu. Energia uktadu
jest wéwczas zachowana, a ewolucja odbywa si¢ po hiperpowierzchni X  stalej
energii.
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Rozktad kanoniczny
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Rozklad kanoniczny

Zgodnie z tw. o rozkladzie reprezentatywnym
p(ap) = 27 (B)e Y, Z(8) = / e P dgdp,
P

0lnZ
a8

(8 moze by¢ jednoznacznie wyznaczona z warunku U = —
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Rozktad kanoniczny

Zgodnie z tw. o rozktadzie reprezentatywnym
p(ap) = 27BN, 2(8) = / e PP dgdp,
Jr

_81nZ
B

[ moze by¢ jednoznacznie wyznaczona z warunku U =

Entropi¢ mozna policzy¢ z relacji S = kln Z + kBU

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Uklady statystyczne



Rozktad kanoniczny

Zgodnie z tw. o rozktadzie reprezentatywnym
p(ap) = 27BN, 2(8) = / e PP dgdp,
Jr

_81nZ
B

[ moze by¢ jednoznacznie wyznaczona z warunku U =

Entropi¢ mozna policzy¢ z relacji S = kln Z + kBU

Jaki jest fizyczny sens mnoznika Lagrange’a 3?
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