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Formalizm: przestrzen Hilberta

Role przestrzeni fazowej odgrywa H:
(zupetna, oSrodkowa) przestrzenn wektorowa (niekoniecznie o skoriczonym
wymiarze)

z iloczynem skalarnym (unitarnym) (- |-) : H x H — C o wiasnosciach
(z]y) = (ylz)*
(z|y +2) = (z|y) +(z]2)
(z|lay) = ofz|y)
(z|x) > 0,przy czym (z|z) =0 2 =0

mozna okresli¢ dtugosé¢ dowolnego wektora zz € H jako |z| = (z|z)
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Przyktady przestrzeni Hilberta
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Przyktady przestrzeni Hilberta

1 Przestrzefi C" (skoficzony wymiar) z iloczynem skalarnym

(zly) = Zw

gdzie z = (z1,...,7,) € C" orazy = (y1,...,yn) € C"
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Przyklady przestrzeni Hilberta

1 Przestrzen C" (skoficzony wymiar) z iloczynem skalarnym

n

(zly) = Y atw

i=1
gdziex = (z1,...,2,) € C" orazy = (y1,...,yn) € C"

2 Przestrzen funkcji L?(IR) (nieskoficzony wymiar) z iloczynem skalarnym

(flg) /f

gmwweﬁﬁ):{ﬂRHCMﬂﬂ<w}
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Obserwable

Obserwable: liniowe, samosprzgzone operatory dziatajace na H, tzn.
A:H—-H
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Obserwable

Obserwable: liniowe, samosprzgzone operatory dziatajace na H, tzn.
A:H—H
liniowos¢: :4\(1 +y) = X(:r) + X(y) oraz X(ozz) = 042(1‘)
operatorem SprZ/@\Zonym do A nazywamy taki operator A , 7€
(¢|Ay) = (A*z|y) R
operator jest samosprzgzony, jesli A = A*
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Obserwable

Obserwable: liniowe, samosprzgzone operatory dziatajace na H, tzn.
A:H—H

liniowos¢: :4\(1 +y) = X(:r) + X(y) oraz X(ozz) = ouzl\(z)

operatorem SprZ/(;\Zonym do A nazywamy taki operator A , 7€

(z|Ay) = (A*z|y) s

operator jest samosprzgzony, jesli A = A*

Operatory potozenia, pedu i hamiltonian na przestrzeni H = L*(R)

maja odpowiednio postaé

W) = a2, P) = _h%’ i- h%
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Stany uktadu kwantowego
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Stany uktadu kwantowego

Stany czyste — wektory z przestrzeni Hilberta o dtugosci 1, tzn. unormowane:
|z =1
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Stany uktadu kwantowego

Stany czyste — wektory z przestrzeni Hilberta o dtugosci 1, tzn. unormowane:
ja] = 1

Stanom czystym odpowiadaja operatory rzutu 13; na kierunek wektora z, ich
dziatanie jest nastepujace Pr(y) = (z|y)z

f—’; «—— 2 € H unormowany
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Stany uktadu kwantowego

Stany czyste — , tzn.

|z| =1

Stanom czystym odpowiadaja operatory rzutu ﬁz na kierunek wektora x, ich
dziatanie jest nastgpujace P, (y) = (z|y)=

P, «—— x € H unormowany

Stany mieszane (statystyczne) — , tzn.
jesli x; sa stanami czystymi, to stan uktadu mieszanego okresla

p = Zpiﬁzi, gdzie Zpi =1
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Wtasnosci operatoréw gestosci
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Wtasnosci operatoréw gestosci

dodatnio okreslony, tzn. (z|px) = 0
samosprzezony, tzn. p* = p
klasy §ladowej, tzn. Trp =Y (bi|pbi) =1,

Zbior stanéw mieszanych

P = {35205 =5 Tp=1}
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Wiasnosci operatoréw gestosci

dodatnio okreslony, tzn. (z|px) = 0
samosprzezony, tzn. p* = p
klasy sladowej, tzn. Trp = > (bi | pbi) = 1,

Zbior stanéw mieszanych
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Ewolucja stanu czystego
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Ewolucja stanu czystego

Ewolucja stanu czystego | () ) — réwnanie Schrodingera

inw(®) = AOYO), da |p) e
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Ewolucja stanu czystego

Ewolucja stanu czystego | () ) — réwnanie Schrodingera

inw(®) = AOYO), da |p) e

Rozwiazanie jest postaci

19(8)) = Tetol9(to))
gdzie

t
ﬁt,to =T exp [%/I:I(s)ds] .
t
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Ewolucja stanu czystego

Ewolucja stanu czystego | ¢ (t) ) — réwnanie Schrddingera

ndym) = A@lv@), da ) en

Rozwiazanie jest postaci

‘¢(t)> = Ut,tl)‘¢(t0)>>
gdzie
t
= 1 .
Uity =T exp {.— /H(s)ds} .
ih
to
f]} tworza grupe operatoréw unitarnych, tzn. U, ! = U} i spetniaja réwnanie
grupe op b t P 1]
L d = ~ o~ =
ih=-Outo = HOUety s Urgo =1
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Ewolucja stanu mieszanego
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Ewolucja stanu mieszanego

Wychodzac ze stanu poczatkowego
p(to) = palta(to)){¥alto)]

otrzymamy
A(t) = Ut,top(to) Uty

Réwnanie von Neumanna — ewolucji stanu mieszanego p(t)

ih%ﬁ(t) = [H(t),p(t)]
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Ewolucja stanu mieszanego

Wychodzac ze stanu poczatkowego
p(to) = palta(to)){¥alto)]

otrzymamy
A(t) = Ut,top(to) Uty

Réwnanie von Neumanna — ewolucji stanu mieszanego p(t)

ih%ﬁ(t) = [H(t),p(t)]

Wprowadzajac operator Liouville’a L(t) = %[I/i , -] otrzymamy w ogélnosci

t

p(t) = Texp {/ﬁ(s)ds]

to
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Ewolucja uktadow otwartych
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Ewolucja uktadéw otwartych

Zredukowana dynamika uktadu ztozonego: uktad (S) + rezerwuar (R) na
przestrzeni Hilberta
H=Hs ®Hr
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Ewolucja uktadéw otwartych

Zredukowana dynamika uktadu ztozonego: uktad (S) + rezerwuar (R) na
przestrzeni Hilberta
H=Hs ®Hr

Produktowy stan poczatkowy ps(to) ® pr(to)
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Ewolucja uktadéw otwartych

Zredukowana dynamika uktadu ztozonego: uktad (S) + rezerwuar (R) na
przestrzeni Hilberta
H=Hs®HRr

Produktowy stan poczatkowy ps(to) ® pr(to)

Ewolucje na H opisuje operator unitarny ﬁt’to

P(t) = Us s (s (to) ® pr(to))Uss,
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Ewolucja uktadéw otwartych

Zredukowana dynamika uktadu ztozonego: uktad (S) + rezerwuar (R) na
przestrzeni Hilberta
H=Hs®HRr

Produktowy stan poczatkowy ps(to) ® pr(to)

Ewolucje na H opisuje operator unitarny ﬁt’to

p(t) = Ut e (ps(to) ® pr(t0))Us e,

Stany uktadu S podlegaja
s (t) = TrR(5(t)) = Tra (Trso (95 (t0) ® pra(t0)) Uiy

gdzie
($1|Trrd|¢2) =D (¢1]@ (a|d]a) ® |¢2)

[e3

dla dowolnych stanéw uktadu | ¢y ) oraz | ¢2 ) i bazy |a) w przestrzeni
rezerwuaru Hg
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Ewolucja zredukowana
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Ewolucja zredukowana

Hamiltonian H(t) = Hs(t) RIr+1s ® HR(t) + )\HI(t)
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Ewolucja zredukowana

Hamiltonian H(t) = Hs(t) RIr+1s ® HR(t) + )\HI(t)
Ewolucja na H
p(t) = U, p(t0)U{ 4,
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Ewolucja zredukowana

Hamiltonian H (t) = Hs(t) ® 1r + 1s @ Hr(t) + AH1(t)
Ewolucja na H
p(t) = Ut,top(tO)UtT,to

Kompletnie dodatnia ewolucja zredukowana zachowujaca §lad

ps(t) = D Was(t, to)ps (to)Was(t, to)' = V (¢, t0)ps (to)
a,B
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Ewolucja zredukowana

Hamiltonian H (t) = Hs(t) ® 1r + 1s @ Hr(t) + AH1(t)
Ewolucja na H
p(t) = Ut,top(tO)UtT,to

Kompletnie dodatnia ewolucja zredukowana zachowujaca §lad

ps(t) = D Was(t, to)ps (to)Was(t, to)' = V (¢, t0)ps (to)
a,B

Rodzina {V'(¢,t0)} spetnia¢ prawa sktadania
V(t,s)V(s,t) =V({#',t) ' >s>t>0
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Ewolucja zredukowana

Hamiltonian H (t) = Hs(t) ® 1r + 1s @ Hr(t) + AH1(t)

Ewolucja na H
HOES Ut,top(tO)UtT,to

Kompletnie dodatnia ewolucja zredukowana zachowujaca §lad

ps(t) =Y Wap(t, to)ps (to) Was(t: to)' = V(t,t0)ps (to)
a8
Rodzina {V'(¢,t0)} spetnia¢ prawa sktadania
V(t,s)V(s,t) =V({#',t) ' >s>t>0

Jesli spetnia prawo sktadania, to tworzy niejednorodna péigrupe dynamiczna,
ktérej generator L£(t) spetnia relacje

V(t, to) = Texp [/tﬁ(s)ds] — V(o) = LOV(E, to)
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Kwantowa pétgrupa dynamiczna
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Kwantowa pétgrupa dynamiczna

Jesli Hamiltonian nie zalezy od czasu i ustalimy to = 0, to {V/(¢) }+>0 jest
rodzina kompletnie dodatnich zachowujacych Slad przeksztatcenn dynamicznych,
ktére jednak tworzy¢ pétgrupy.
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Kwantowa pétgrupa dynamiczna

Jesli Hamiltonian nie zalezy od czasu i ustalimy to = 0, to {V/(¢) }+>0 jest
rodzina kompletnie dodatnich zachowujacych Slad przeksztatcenn dynamicznych,
ktére jednak tworzy¢ pétgrupy.

Jesli {V(t) }+>0 spetniaja prawo sktadania

V)V(s)=V(t+s) t,s=0,

to generatorem (jednorodnej) pétgrupy nazywamy operator L, taki ze
V(t) = exp(Lt).
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Kwantowa pétgrupa dynamiczna

Jesli Hamiltonian nie zalezy od czasu i ustalimy to = 0, to {V/(¢) }+>0 jest
rodzina kompletnie dodatnich zachowujacych Slad przeksztatcenn dynamicznych,
ktére jednak tworzy¢ pétgrupy.

Jesli {V(t) }+>0 spetniaja prawo sktadania
V)V(s)=V(t+s) t,s=0,

to generatorem (jednorodnej) pétgrupy nazywamy operator L, taki ze
V(t) = exp(Lt).

ps(t) spetnia (zamiast réwnania von Neumanna) réwnanie rézniczkowe

i ps(t) = L(ps()

7 generatorem (h=1)
1 N2-1
L(ps) = —ilH, psl + 5 3 a([Fifis, F1 + [P, psF))
dog=Il
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Entropia von Neumanna i entropia wzgledna
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Entropia von Neumanna i entropia wzgledna

Entropia von Neumanna

S(p) = —kTr(pln p)
P +00 p1n p nie jest klasy §ladowej
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Entropia von Neumanna i entropia wzgledna

Entropia von Neumanna

S(p) :{ —kTr(pln p)

+00 p 1n p nie jest klasy sladowe;j

Entropia wzgledna

| kTr(plnp) — kTr(plno)
S(plo) = { +00 Ker o N Supp p # @

gdzie Kero = {z : oz = 0} oraz Suppp = {z : pz = Az, X\ # 0}
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Wtasnosci entropii
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Wtasnosci entropii

Nieréwnos$¢ Kleina S(plo) > 0
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Wtasnosci entropii

Nieréwnos¢ Kleina S(plo) > 0
DladimH =N 0< S(p) < kInN
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Witasnosci entropii

Nieréwnos¢ Kleina S(plo) > 0
DladimH =N 0< S(p) < kInN
Subaddytywnosé ze wzgledu na poduktady: S(pas) < S(pa)+ S(pr)
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Witasnosci entropii

Nieréwnos¢ Kleina S(plo) > 0
DladimH =N 0< S(p) < kInN
Subaddytywnosé ze wzgledu na poduktady: S(pas) < S(pa)+ S(pr)
Wklgstosé entropii: S(ap1 + (1 — a)p2) = aS(p1) + (1 — a)S(p2)
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Wiasnosci entropii

Nieréwnosé Kleina S(plo) > 0

DladimH =N 0< S(p) <klnN

Subaddytywnos¢ ze wzgledu na poduktady: S(pas) < S(pa) + S(ps)
Wklestosé entropii: S(ap1r + (1 — a)p2) = aS(p1) + (1 — @)S(p2)
Addytywno$¢ z uwagi na iloczyn tensorowy S(p1 ® p2) = S(p1) + S(p2)
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Wiasnosci entropii

Nieréwnosé Kleina S(plo) > 0

DladimH =N 0< S(p) <klnN

Subaddytywnos¢ ze wzgledu na poduktady: S(pas) < S(pa) + S(ps)
Wklestosé entropii: S(ap1 + (1 — a)p2) = aS(p1) + (1 — a)S(p2)
Addytywno$¢ z uwagi na iloczyn tensorowy S(p1 ® p2) = S(p1) + S(p2)
S(p1 ® olp2 ® o) = S(p1|p2)
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Wiasnosci entropii

Nieréwnosé Kleina S(plo) > 0

DladimH =N 0< S(p) <klnN

Subaddytywnos¢ ze wzgledu na poduktady: S(pas) < S(pa) + S(ps)
Wklestosé entropii: S(ap1 + (1 — a)p2) = aS(p1) + (1 — a)S(p2)
Addytywno$¢ z uwagi na iloczyn tensorowy S(p1 ® p2) = S(p1) + S(p2)
S(p1 ® olp2 ® o) = S(p1|p2)

Unitarna niezmienniczo$¢ S(UpU'|UaU') = S(p|o)
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Nieodwracalnos$¢ ewolucji
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Nieodwracalnos$¢ ewolucji

Ewolucja entropii wzglgdnej

S(V(B)plV (t)a) < S(plo)
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Nieodwracalno$¢ ewolucji

Ewolucja entropii wzglgdnej

SV (@)plV(t)o) < S(plo)

Niech o bedzie stanem stacjonarnym dla V'(¢), tzn. V (¢t)o = o

S(V@)plV (t)a) = S(V(t)plo) < S(plo)
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Nieodwracalno$¢ ewolucji

Ewolucja entropii wzglgdnej

S(V(©)plV (1)) < S(plo)

Niech o bedzie stanem stacjonarnym dla V'(¢), tzn. V (¢t)o = o

S(V()plV (H)) = S(V(1)plo) < S(plo)

Zmiana entropii
AS = S(V(t)p) — S(p) = ApS — AcS
gdzie

ApS = S(plo) = S(V(t)plo) =0
A.S ETr[(V(t)p — p)Ino]
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Bilans zmian entropii
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Bilans zmian entropii

Niech stanem stacjonarnym o bgdzie stan Gibbsa

_ 1 —pH
O'—Ze
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Bilans zmian entropii

Niech stanem stacjonarnym o bgdzie stan Gibbsa

@ = %e_ﬂ H
Szybkos¢ produkcji entropii
. ApS d
o= lmar = gt o)

—kTr[LpIn(V (t)p)] + kTr(Lplno)
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Bilans zmian entropii

Niech stanem stacjonarnym o bgdzie stan Gibbsa

1 _
o==ePH
Szybkos¢ produkcji entropii
ApS d
Atmo At dt V()rlo)

= —kTr[LpIn(V(t)p)] + kTr(Lplno)

Strumieni entropii

. AS
J = Alzltrilo T kTr(Lplno)
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Bilans zmian entropii

Niech stanem stacjonarnym o bgdzie stan Gibbsa

1 _
o==ePH
Szybkos¢ produkcji entropii
ApS d
Atmo At dt V()rlo)

—kTr[LpIn(V (t)p)] + kTr(Lplno)

Strumieni entropii

. AS
J = Alzltrilo T kTr(Lplno)

Z AS = A,S — A.S wynika bilans entropii

s
M= +J
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Stany réwnowagi
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Stany réwnowagi

Makrostany kwantowe ze wzgledu na obserwable ;1\1, ceey A\T

Ki, . 4 = {pG'P; <A\i>ﬁ E i=1,...,r}
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Stany réwnowagi

Makrostany kwantowe ze wzglgdu na obserwable 21, e 2,‘
]CALH.,AT = {P S <‘/A\’L>ﬁ = mg, t= 17"'1T}

11. Rozktad reprezentatywny makrostanu kwantowego Kz, 4

s

gdzie Z(A1,...,\r) = Trexp {—

olnZ .
oraz m; = — przyi=1,...,7.

%
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Stany réwnowagi

Jacek Jurkowski, Fizyka i j fizyki



Stany réwnowagi

Postulat

Stan réwnowagi uktadu kwantowego okreslamy jako rozktad reprezentatywny kwan-
towego makrostanu zwiazanego z operatorem Hamiltona H oraz operatorem liczby
czastek N , tzn.

Kagx = {/)67’; (HY, = U, (N)
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Stany réwnowagi

Postulat

Stan réwnowagi uktadu kwantowego okreslamy jako rozktad reprezentatywny kwan-
towego makrostanu zwiazanego z operatorem Hamiltona H oraz operatorem liczby
czastek IV, tzn.

Kax = {PGP; (H),

Stan réwnowagi ma postac

Jacek Jurkowski, C: Formalizm kwantowej fi:



