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Podstawowe pojecia

) — zbidr zdarzeri elementarnych (skoriczony, przeliczalny, nieprzeliczalny
podzbiér w R™),
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Podstawowe pojecia

) — zbidr zdarzeri elementarnych (skoriczony, przeliczalny, nieprzeliczalny
podzbiér w R™),

podzbidr zbioru 2 — zdarzenie losowe,
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Podstawowe pojecia

) — zbidr zdarzen elementarnych (skoriczony, przeliczalny, nieprzeliczalny
podzbiér w R™),
podzbidr zbioru {2 — zdarzenie losowe,

zdarzenie pewne () — cata przestrzen zdarzen elementarnych,
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Podstawowe pojecia

) — zbidr zdarzen elementarnych (skoriczony, przeliczalny, nieprzeliczalny
podzbiér w R™),

podzbidr zbioru {2 — zdarzenie losowe,
zdarzenie pewne () — cata przestrzen zdarzen elementarnych,

zdarzenie niemozliwe — podzbiér pusty @ przestrzeni €2,
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Podstawowe pojecia

) — zbidr zdarzen elementarnych (skoriczony, przeliczalny, nieprzeliczalny
podzbiér w R™),

podzbidr zbioru {2 — zdarzenie losowe,
zdarzenie pewne () — cata przestrzen zdarzen elementarnych,

zdarzenie niemozliwe — podzbiér pusty @ przestrzeni €2,
dziatania na zdarzeniach — jak na zbiorach:

suma zdarzen (A U B),

iloczyn zdarzen (A N B),

réznica zdarzen (A — B),

zdarzenie przeciwne (A),

zdarzenia wykluczajace sig, jezeli AN B = @.

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Pr dobiefistwo



Defincja prawdopodobienistwa
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Defincja prawdopodobieristwa

Definicja

Prawdopodobienistwem na zbiorze 2 nazywamy funkcjg p okreslona na rodzinie pod-
zbioréw (2, taka ze dla zdarzeri A, B i zdarzenia pewnego €2:

o p(4) > 0,

® p() = 1 — warunek normalizacji,

® Jesli A i B sa zdarzeniami wykluczajacymi sig, to p(AU B) = p(A) + p(B).
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Defincja prawdopodobieristwa

Definicja

Prawdopodobienistwem na zbiorze 2 nazywamy funkcjg p okreslona na rodzinie pod-
zbioréw (2, taka ze dla zdarzeii A, B i zdarzenia pewnego 2:

o p(4) > 0,

® p() = 1 — warunek normalizacji,

® Jesli A i B sa zdarzeniami wykluczajacymi sig, to p(AU B) = p(A) + p(B).

Przyktad: rzut kostka

W przypadku rzutu idealna kostka mamy szeScioelementowy zbidr
Q = {wl,wg, 000 ,wﬁ},

na ktérym prawdopodobiefistwo mozemy okresli¢ jako

pw) = 3
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Wtasnosci prawdopodobienstwa
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Wtasnosci prawdopodobienstwa
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Wtasnosci prawdopodobieristwa

1 p(@) =0,

2 prawdopodobienistwa zdarzen przeciwnych sumuja si¢ do 1,
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Wtasnosci prawdopodobieristwa

1 p(@) =0,
2 prawdopodobienistwa zdarzen przeciwnych sumuja si¢ do 1,
3 Jesi AC B = p(4) < p(B).
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Wiasnosci prawdopodobieristwa

1 p(@) =0,
2 prawdopodobienistwa zdarzen przeciwnych sumuja si¢ do 1,
3 JesliAC B = p(A) < p(B).

®)

Jesli A, B, sa takie, ze A C B, to

B=AU(B-A),ANn(B-A) =0

oraz z aksjomatu (3): p(B) = p(A) +p(B — A) > p(A)
—_———

>0
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Wtasnosci prawdopodobienstwa

P(AUB) = p(A) +p(B) —p(AN B).
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Wiasnosci prawdopodobieristwa

AUB=AU(B-A), AN(B—-A)=0
B=(AnB)U(B-A), (AnB)N(B—A4)=0
{Zaksjomatu(3): p(AU B) = p(A) +p(B — A)
p(B) =p(AN B) +p(B — A)
p(AU B) —p(B) = p(4) —p(AN B)
p(AU B) = p(A) + p(B) —p(AN B)
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Przyktady prawdopodobienistwa. Rozklady dyskretne

Jacek Jurkowski, Fizyka



Przyktady prawdopodobiefistwa. Rozktady dyskretne

) — dyskretny zbidr zdarzen elementarnych

Q = {wi,ws,...,wn}, N € Nskoriczone lub nieskoriczone
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozktady dyskretne

Q2 — dyskretny zbior zdarzeri elementarnych
Q = {w,ws,...,wn}, N € N skofczone lub nieskoriczone

zdarzeniom elementarnym w; przypisujemy prawdopodobiefistwa p(w;) = pi,
tak aby spelni¢ warunek normalizacji

N
Sh=t
=1
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozktady dyskretne

Q2 — dyskretny zbior zdarzeri elementarnych
Q = {w,ws,...,wn}, N € N skofczone lub nieskoriczone

zdarzeniom elementarnym w; przypisujemy prawdopodobiefistwa p(w;) = pi,
tak aby spelni¢ warunek normalizacji

N
Sh=t
=1

dowolnemu podzbiorowi 2 D A = {w1,...,wk}, k < N, przypisujemy

prawdopodobieristwo:
k
p(A) = Y ps
i=1
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Przyktady prawdopodobieristwa. Rozktady ciagte
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozktady ciagte

1 Q — zbidr nieprzeliczalny (o wiele trudniejsze!)
2 Wezmy Q = R
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozklady ciagte

1 ) — zbidr nieprzeliczalny (o wiele trudniejsze!)
2 Wezmy Q = R

prawdopodobieristwo p jest okreslone przez miarg probabilistyczna p na €2, tak aby

p(4) = /du = /p(r)dw
A A
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozklady ciagte

1 ) — zbidr nieprzeliczalny (o wiele trudniejsze!)
2 Wezmy Q = R

prawdopodobieristwo p jest okreslone przez miarg probabilistyczna p na €2, tak aby

p(4) = /du = /p(r)dw
A A

gdzie p(x) pewna funkcja okreslona na R oraz dz miara Lebesgue’a na R
funkcja p(z) musi byé nieujemna oraz unormowana

oo

/p(:(;)dx =1

— 0o
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozklady ciagte

1 ) — zbidr nieprzeliczalny (o wiele trudniejsze!)
2 Wezmy Q = R

prawdopodobieristwo p jest okreslone przez miarg probabilistyczna p na €2, tak aby

p(4) = /du = /p(r)dw
A A

gdzie p(x) pewna funkcja okreslona na R oraz dz miara Lebesgue’a na R
funkcja p(z) musi byé nieujemna oraz unormowana

oo

/p(:(;)dx =1

— 0o

3 Eatwo mozna t¢ metode uogélnié na przypadek 2 C R™
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Przyklady prawdopodobienistwa. Rozklady ciagte

1 ) — zbidr nieprzeliczalny (o wiele trudniejsze!)
2 Wezmy Q = R

prawdopodobieristwo p jest okreslone przez miarg probabilistyczna p na €2, tak aby

p(4) = /du = /p(r)dw
A A

gdzie p(x) pewna funkcja okreslona na R oraz dz miara Lebesgue’a na R
funkcja p(z) musi byé nieujemna oraz unormowana

oo

/p(:(;)dx =1

— 0o

3 Eatwo mozna t¢ metode uogélnié na przypadek 2 C R™

4 Przestrzenia probabilistyczna nazywamy tréjke (€2, 9, w), gdzie I jest
o-algebra (zbioréw borelowskich) wyznaczajaca rodzing zdarzen
p-mierzalnych.
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Konstrukcja prawdopodobienistwa
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Konstrukcja prawdopodobiefistwa

Twierdzenie

Niech na przestrzeni zdarzei elementarnych €2 okreslone beda dwa prawdopodo-
bieristwa p™") oraz p® . Wowczas kombinacja wypukta tych prawdopodobiernistw takze
jest prawdopodobieristwem, tzn.

p(A) = apV(A) + (1 -a)p®(4), 0<a<1,

stanowi rozktad prawdopodobienstwa.
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Przyktady rozktadéw dyskretnych
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Przyklady rozktadéw dyskretnych

Rozktad Bernoulliego (dwumianowy)
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Przyklady rozktadéw dyskretnych

Rozktad Bernoulliego (dwumianowy)

Zachowania graniczne rozktadu dwumianowego

Btadzenie przypadkowe na prostej
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Przyklady rozktadéw dyskretnych

Rozktad Bernoulliego (dwumianowy)

Zachowania graniczne rozktadu dwumianowego

Btadzenie przypadkowe na prostej

Rozktad Poissona

n

Px(n) = %ef’\

Jest to graniczny przypadek rozktadu dwumianowego przy N — oo i jednoczesnie
p— 0,takabyp- N = A
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Przyklady rozktadéw ciaglych

Rozktad prostokatny (jednostajny)

dla 0<z<a

dla x<Qorazzx > a

Rozktad tréjkatny

0<z<a

a<x<b
r<0orazx >b
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Rozktad Gaussa

Rozktad Gaussa
1 (z — m)z}
xT = e
p(z) o 557

Uwaga. Dystrybuantarozktadu Gaussa nie jest funkcja elementarna! Wyraza si¢ przez
funkcje¢ specjalna zwana funkcja btedu

exp { =
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Dystrybuanta rozktadu na prostej
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Dystrybuanta rozktadu na prostej

Jako przestrzen zdarzen elementarnych przyjmujemy pewien dyskretny (dla
rozktadéw dyskretnych) lub nieprzeliczalny (dla rozktadéw ciagtych) podzbiér
) prostej rzeczywistej R.
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Dystrybuanta rozktadu na prostej

Jako przestrzen zdarzen elementarnych przyjmujemy pewien dyskretny (dla
rozktadéw dyskretnych) lub nieprzeliczalny (dla rozktadéw ciagtych) podzbiér
) prostej rzeczywistej R.
W przypadku rozktadu dyskretnego prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia
A C R mozna obliczy¢ jako

p(A) = > pi.

w; EA
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Dystrybuanta rozktadu na prostej

Jako przestrzen zdarzen elementarnych przyjmujemy pewien dyskretny (dla
rozktadéw dyskretnych) lub nieprzeliczalny (dla rozktadéw ciagtych) podzbiér
) prostej rzeczywistej R.

W przypadku rozktadu dyskretnego prawdopodobiefistwo dowolnego zdarzenia
A C R mozna obliczy¢ jako
>

w;EA

Definicja

Dystrybuanta rozktadu P na prostej nazywamy funkcje zmiennej rzeczywistej
okreslona jako

F(z) = p((~o0,2)).
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Wtasnosci dystrybuanty
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Wtasnosci dystrybuanty

1 p([z1,72)) = F(z2) — F(z1),
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Wtasnosci dystrybuanty

1 plzr,22)) = F(a2) — F(z1),
2 jest funkcja niemalejaca oraz lim F(z) =11 lim F(z) =0,

xr— —00
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Wtasnosci dystrybuanty

1 p(fer, 32)) = F(z2) = Fau),
2 jest funkcja niemalejaca oraz lim F(z) =11 lim F(z) =0,

T— 00 T— —00

3 jest funkcja lewostronnie ciagta oraz

ple) = lim F(z)—F(a).
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Wiasnosci dystrybuanty

1 p([z1,22)) = F(a2) — F(o),
2 jest funkcja niemalejaca oraz lim F(z) =11 lim F(z) =0,

T — 00 T— —00

3 jest funkcja lewostronnie ciagta oraz

p(a) = lim F(z)— F(a).

r—a+
W szczegdlnosei, gdy rozktad jest ciagly, to p(a) = 0 dla kazdego a € R,
4 F(z) = Z p; dla rozktadu dyskretnego,

{i;wi<z}
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Wiasnosci dystrybuanty

1 p([z1,22)) = F(a2) — F(o),
2 jest funkcja niemalejaca oraz lim F(z) =11 lim F(z) =0,

T — 00 T— —00

3 jest funkcja lewostronnie ciagta oraz

p(a) = lim F(z)— F(a).

r—a+
W szczegdlnosei, gdy rozktad jest ciagly, to p(a) = 0 dla kazdego a € R,
4 F(z) = Z p; dla rozktadu dyskretnego,

{i;wi<z}

T

5 F(z) = /p(t) dt dla rozktadu ciagtego,
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Wiasnosci dystrybuanty

1 p([z1,22)) = F(a2) — F(o),
2 jest funkcja niemalejaca oraz lim F(z) =11 lim F(z) =0,

T — 00 T— —00

3 jest funkcja lewostronnie ciagta oraz

p(a) = lim F(z)— F(a).

r—a+
W szczegdlnosei, gdy rozktad jest ciagly, to p(a) = 0 dla kazdego a € R,
4 F(z) = Z p; dla rozktadu dyskretnego,

{i;wi<z}
5 F(z) = / p(t) dt dla rozktadu ciagtego,
6 F'(z) = p(z) w punktach, w ktérych dystrybuanta jest ciagta i
rézniczkowalna.
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Przyktady

Jacek Jurkowski, Fizyka P



Przyktady

Dystrybuanta dla dyskretnego rozktadu

P2 =g, pO) =3, pD=7.
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Przyktady

Dystrybuanta dla dyskretnego rozktadu

p-2 =3, pO)=¢, p(1)=3.

6
0 dlaz < -2,
1 dla —2<z<0,
Fo) =311 4
3 3.0<I<1,
1 dlaz > 1.
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Przyklady

Dystrybuanta dla dyskretnego rozktadu

0 dlaz< -2,
)1 aa-2<a<o,
F@) =431 g
1 a0<z<1,
1 dlaz>1.

Dystrybuanta ciagtego rozktadu wyktadniczego (a > 0)

(z) = 0 dlax <0,
PAZ) = ae " dlaz >0.
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Przyklady

Dystrybuanta dla dyskretnego rozktadu

0 dlaz< -2,
)1 aa-2<a<o,
F@) =431 g
1 a0<z<1,
1 dlaz>1.

Dystrybuanta ciagtego rozktadu wyktadniczego (a > 0)

(z) = 0 dlax <0,
PAZ) = ae " dlaz >0.

0 dlaz <0,

Jae®dt = 1—e %"  dlaz>0.
(0]
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Warto$¢ §rednia rozktadu dyskretnego
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Wartos¢ Srednia rozktadu dyskretnego

Definicja

Wartoscia Srednia (lub wartoscia oczekiwang) rozktadu dyskretnego na prostej p na-

m = E WiPi
i

zywamy liczbe

o ile powyzszy szereg jest bezwzglednie zbiezny, tzn.

Z|Wi|pi, < 0.
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Przyktady
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Przyklady

Przyktady

2

@ Warto$¢ Srednia dla rozktadu dwumianowego wynosi

N
m = ZnB(n,N) = Nw

n=0
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Przyklady

Przyktady

2

@ Warto$¢ Srednia dla rozktadu dwumianowego wynosi

N
m = ZnB(n,N) Nw

n=0

® Wartos$¢ Srednia dla rozktadu Poissona wynosi

m = ZnP,\(n)

n=0
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Wariancja rozktadu dyskretnego
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Wariancja rozktadu dyskretnego

Definicja

Wariancja dyskretnego rozktadu na prostej nazywamy liczbg o

2 = Z(wi—m)Zplz.

@
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Wariancja rozktadu dyskretnego

Definicja

Wariancja dyskretnego rozktadu na prostej nazywamy liczbg o

2 = Z(wi—m)Zplz.

@

Wariancja jest miara rozproszenia rozktadu wokoét jego wartosci Sredniej.
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Wariancja rozktadu dyskretnego

Definicja

Wariancja dyskretnego rozktadu na prostej nazywamy liczbg o

Z(wi — m)Zpi, .

@

Wariancja jest miara rozproszenia rozktadu wokoét jego wartosci Sredniej.

Minimalna wariancj¢ (réwna zero) ma rozktad skupiony na jednym zdarzeniu.
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Wariancja rozktadu dyskretnego

Definicja

Wariancja dyskretnego rozktadu na prostej nazywamy liczbg o

o’ = z:(u.)Z — m)Zpi,.
i

Wariancja jest miara rozproszenia rozktadu wokoét jego wartosci Sredniej.
Minimalna wariancj¢ (réwna zero) ma rozktad skupiony na jednym zdarzeniu.

Jezeli wariancja rozkladu jest mata, to prawdopodobienstwo zbioréw odlegtych
od m jest mate (tw. Czebyszewa)
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Twierdzenie Czebyszewa
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Twierdzenie Czebyszewa

Twierdzenie Czebyszewa

Jezeli rozktad prawdopodobienistwa p na prostej (niekoniecznie dyskretny) ma warto$é
Srednia m 1 wariancj¢ o, to dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwno$¢ Czebyszewa

p{z; |zt —m| >¢}) <
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Wartos¢ Srednia rozktadu ciagtego
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Warto$¢ Srednia rozktadu ciaglego

Definicja

Wartoscia Srednia (lub wartoscia oczekiwana) ciagtego rozktadu na prostej o gestosci
p(z) nazywamy liczbe

o ile powyzsza calka jest bezwzglednie zbiezna, tzn.

/|$|p(.’1})d.’1} < 0.
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Przyktad

Przyktad

Wartos¢ Srednia dla rozktadu Gaussa wynosi

z —m)?
202
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Wariancja rozktadu ciagltego
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Wariancja rozktadu ciagtego

Definicja
Wariancja ciagtego rozktadu na prostej o gestosci p(x) i wartosci Sredniej m nazywamy
liczbe

(x —m)*p(x) dx .
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Wariancja rozktadu ciagtego

Definicja
Wariancja ciagtego rozktadu na prostej o gestosci p(x) i wartosci Sredniej m nazywamy
liczbe

(x —m)*p(x) dx .

Wariancja rozktadu Gaussa wynosi o
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Zmienne losowe
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Zmienne losowe

1 Przyklad
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Zmienne losowe

1 Przyklad

Rzucamy para idealnych kostek
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Zmienne losowe

1 Przyklad

Rzucamy parg idealnych kostek
Interesuje na suma oczek wyrzuconych na obu kostkach
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Zmienne losowe

1 Przyktad

Rzucamy para idealnych kostek
Interesuje na suma oczek wyrzuconych na obu kostkach

Model probabilistyczny tego doswiadczenia to para (€2, p), gdzie

Q = {(,9);4,i=1,...,6}, p(,j) = —=, 4,j=1,...

36’
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Zmienne losowe

1 Przyktad

Rzucamy para idealnych kostek
Interesuje na suma oczek wyrzuconych na obu kostkach
Model probabilistyczny tego doswiadczenia to para (€2, p), gdzie

Q = {(1’7]);7/7]:17""6}7 p(/[/7]) = %7 Z?J:]'""?G'

Obserwacje sumy oczek na kostkach mozna traktowac jako nowe
doswiadczenie zwiazane z poprzednim. Interesuje nas funkcja f okreslona na
podzbiorach €2 dana formuta

f,3) =i+7J.
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Przyktad

Funkcja ta przeksztatca zbidr zdarzei elementarnych 2 w zbidr
Qr=1{2,3,...,12}
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Przyktad

Funkcja ta przeksztatca zbior zdarzen elementarnych Q2 w zbidr

Qr ={2,3,...,12}

Na 2y mozemy okresli¢ rozktad prawdopodobiefistwa ps wykorzystujac
rozktad p jako

pr(k) = D p(ig), k=23,...,12,
i+i=k

gdzie sumowanie odbywa si¢ po tych prawdopodobieristwach p(z, 5), dla
ktérych ¢ + j = k.
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Przyktad

Funkcja ta przeksztatca zbior zdarzen elementarnych Q2 w zbidr
Qr ={2,3,...,12}

Na 2y mozemy okresli¢ rozktad prawdopodobiefistwa ps wykorzystujac
rozktad p jako

pr(k) = D p(ig), k=23,...,12,
itji=k

gdzie sumowanie odbywa si¢ po tych prawdopodobieristwach p(z, 5), dla
ktérych ¢ + j = k.

Liczby py (k) informuja o prawdopodobiefistwie otrzymania wartosci k jako
sumy wyrzuconych oczek
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Przyktad

Funkcja ta przeksztatca zbior zdarzen elementarnych Q2 w zbidr

Qr ={2,3,...,12}

Na 2y mozemy okresli¢ rozktad prawdopodobiefistwa ps wykorzystujac
rozktad p jako

pr(k) = D p(ig), k=23,...,12,
i+j=Fk
gdzie sumowanie odbywa si¢ po tych prawdopodobieristwach p(z, 5), dla
ktérych ¢ + j = k.
Liczby py (k) informuja o prawdopodobiefistwie otrzymania wartosci k jako
sumy wyrzuconych oczek

Funkcja f wygenerowata nowy rozktad prawdopodobienstwa, a doktadniej parg
(,ps)
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Przyktad

Funkcja ta przeksztatca zbior zdarzen elementarnych Q2 w zbidr

Qr ={2,3,...,12}

Na 2y mozemy okresli¢ rozktad prawdopodobiefistwa ps wykorzystujac
rozktad p jako

pr(k) = D p(ig), k=23,...,12,
i+j=Fk
gdzie sumowanie odbywa si¢ po tych prawdopodobieristwach p(z, 5), dla
ktérych ¢ + j = k.
Liczby py (k) informuja o prawdopodobiefistwie otrzymania wartosci k jako
sumy wyrzuconych oczek

Funkcja f wygenerowata nowy rozktad prawdopodobienstwa, a doktadniej parg
(,ps)
py mozemy zapisac takze jako

pr(k) = P R) = p({G.9); (L) € Qi+ =k}),

gdzie f~*(k) oznacza przeciwobraz liczby k.
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Definicja zmiennej losowej
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Definicja zmiennej losowe;j

Definicje

» Zmienna losowa f nazywamy mierzalna funkcje¢ okreslona o-algebrze 9t
podzbioréw 2 o wartosciach rzeczywistych.
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Definicja zmiennej losowe;j

Definicje

» Zmienna losowa f nazywamy mierzalna funkcje¢ okreslona o-algebrze 9t
podzbioréw 2 o wartosciach rzeczywistych.

« Jesli zbiér wartosci zmiennej losowej f jest co najwyzej przeliczalny, to
zmienng losowa nazywamy dyskretna.
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Definicja zmiennej losowe;j

Definicje

» Zmienna losowa f nazywamy mierzalna funkcje¢ okreslona o-algebrze 9t
podzbioréw 2 o wartosciach rzeczywistych.

« Jesli zbiér wartosci zmiennej losowej f jest co najwyzej przeliczalny, to
zmienng losowa nazywamy dyskretna.

* W pozostatych przypadkach méwimy o zmiennej losowej ciagtej.
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Uwagi
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Uwagi

Na przestrzeni probabilistycznej (2, 91, p) zmienna losowa wprowadza
odwzorowanie F : (2, M, p) — (g, My, py).
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Uwagi

Na przestrzeni probabilistycznej (€2, 901, p) zmienna losowa wprowadza
odwzorowanie F : (2, M, p) — (QUp, My, py).

W Q wybieramy klase zdarzen probabilizowalnych 91y, na ktdrej okreslamy
prawdopodobieristwo

vAEM pi4) = p(7 (W) = p({wiw e, f@) € 4}).

Aby powyzszy wzér miat sens f 1 (A) € 9. Oznacza to, ze funkcja f musi
by¢ mierzalna wzgledem o-algebry 9.
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Uwagi

Na przestrzeni probabilistycznej (€2, 901, p) zmienna losowa wprowadza
odwzorowanie F : (2, M, p) — (QUp, My, py).

W Q wybieramy klase zdarzen probabilizowalnych 91y, na ktdrej okreslamy
prawdopodobieristwo

vAEM pi4) = p(7 (W) = p({wiw e, f@) € 4}).

Aby powyzszy wzér miat sens f 1 (A) € 9. Oznacza to, ze funkcja f musi
by¢ mierzalna wzgledem o-algebry 9.

Jako My przyjmujemy o-algebre zbioréw borelowskich na prostej R, stad
F(A) € M dla kazdego zbioru borelowskiego A C R.

Jesli €2 jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym, to problem mierzalnosci funkcji
f nie wprowadza zadnych ograniczein, bo wzgledem rodziny wszystkich
podzbioréw zbioru co najwyzej przeliczalnego kazda funkcja jest mierzalna.
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Dyskretne zmienne losowe
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Dyskretne zmienne losowe

Definicja

Rozktadem dyskretnej zmiennej losowej nazywamy rozktad prawdopodobieristwa p ¢
okreslony na prostej z jakim zmienna losowa f przyjmuje swoje wartosci f;, i =
1,2,..., tzn.

pr(fi) = p(f = fi) = pi, takaby Zp‘; = 1.

1
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Przyktad rozktadu zmiennej losowej
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Przyktad rozktadu zmiennej losowej

1 Przyktad:
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Przyklad rozktadu zmiennej losowej

1 Przyktad:
Niech
1 1 1 w1 | w2 | w3
f(w1)=§, f(wz)z—g, f(ws)=§ lub | | |

i

bedzie dyskretna zmienna losowa na Q = {w1, wa, ws}.
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Przyklad rozktadu zmiennej losowej

1 Przyktad:

Niech

f(wl):%’ f(w2):_%7 f(w3):% lub

i
bedzie dyskretna zmienna losowa na 2 = {w1, wa, ws}.
Woéwczas rozktad zmiennej losowej f ma postaé

fi | -3

1
P 3

WIN [ N
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Dystrybuanta i warto$¢ Srednia zmiennej losowej
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Dystrybuanta i warto$¢ Srednia zmiennej losowej

Niech p(f < z) oznacza prawdopodobieristwo zdarzenia, Ze zmienna losowa
przyjmuje wartosci mniejsze niz z, czyli p(f < z) = ps((—o0, z)).
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Dystrybuanta i warto$¢ Srednia zmiennej losowe;j

Niech p(f < z) oznacza prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze zmienna losowa
przyjmuje warto$ci mniejsze niz x, czyli p(f < z) = pr((—o0, x)).

Definicje

* Funkcje F'(x) = p(f < x) nazywamy dystrybuanta zmiennej losowe;j.
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Dystrybuanta i warto$¢ Srednia zmiennej losowe;j

Niech p(f < z) oznacza prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze zmienna losowa
przyjmuje warto$ci mniejsze niz x, czyli p(f < z) = pr((—o0, x)).
Definicje
* Funkcje F'(x) = p(f < x) nazywamy dystrybuanta zmiennej losowe;j.

» Wartoscia oczekiwana (Srednia) zmiennej losowej dyskretnej f o rozktadzie
zmiennej losowej p nazywamy

E[f] = Z iDi s

gdzie f; sa warto$ciami zmiennej losowe;j.
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Zmienne losowe ciagte
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Zmienne losowe ciagle

Definicje

* Rozktadem zmiennej losowej ciagtej f nazywamy prawdopodobieristwo na
prostej okreslone jako

VACR ps(4) = 'p({w; we€Q, flw) e 4}) .
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Zmienne losowe ciagle

Definicje

* Rozktadem zmiennej losowej ciagtej f nazywamy prawdopodobieristwo na
prostej okreslone jako

VACR ps(4) = 'p({w; we€Q, flw) e 4}) .

* Funkcje
F(z) = ps((—00,2))

nazywamy dystrybuanta zmiennej losowej ciagte;j.
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Zmienne losowe ciagle

Definicje

* Rozktadem zmiennej losowej ciagtej f nazywamy prawdopodobieristwo na
prostej okreslone jako

VACR ps(4) = 'p({w; weQ, flw) e 4}) .

* Funkcje
F(z) = ps((~o0,x))
nazywamy dystrybuanta zmiennej losowej ciagte;j.

» Wartoscia Srednia zmiennej losowej f nazywamy warto$¢ srednia rozktadu tej
zmiennej py. Oznaczaé ja bedziemy E[f] lub (f).
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Wariancja zmiennej losowej
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Wariancja zmiennej losowe;j

Definicja

Wariancja zmiennej losowej f nazywamy

Var[f] = E[(f - E[f])?,

gdzie E[f] jest wartoscia Srednia zmiennej f.
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Wariancja zmiennej losowe;j

Definicja

Wariancja zmiennej losowej f nazywamy

Var[f] = E[(f - E[f])?,

gdzie E[f] jest wartoscia Srednia zmiennej f.

w przypadku dyskretnej zmiennej losowej
Var(f] = > (fi = m)*(ps)i

gdzie py jest rozktadem zmienne;j f
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Wariancja zmiennej losowe;j

Definicja

Wariancja zmiennej losowej f nazywamy

Var[f] = E[(f - E[f])?,

gdzie E[f] jest wartoscia Srednia zmiennej f.

w przypadku dyskretnej zmiennej losowej
Var(f] = > (fi = m)*(ps)i

gdzie py jest rozktadem zmienne;j f
w przypadku ciagltej zmiennej losowej

Var[f] = /(I—E[f])pr(w)dﬂE,

gdzie pr(x) jest gestoscia rozktadu na prostej zmiennej losowej
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Wariancja zmiennej losowe;j

Definicja

Wariancja zmiennej losowej f nazywamy

Var[f] = E[(f - E[f])?,

gdzie E[f] jest wartoscia Srednia zmiennej f.

w przypadku dyskretnej zmiennej losowej
Var(f] = > (fi = m)*(ps)i

gdzie py jest rozktadem zmienne;j f
w przypadku ciagltej zmiennej losowej

Var[f] = /(I—E[f])pr(w)dﬂE,

gdzie pr(x) jest gestoscia rozktadu na prostej zmiennej losowej
zachodzi uzyteczna tozsamos¢

Var () = E(f*) - (B(f)?
gdzie f2 jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci ff z prawdopodobiefistwem (pf); W
przypadku dyskretnym oraz odpowiednio (f(z))? z gestoscia pf(z) w przypadku ciaglej
zmiennej losowe;j.
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Przyktad

W objetosci V' porusza si¢ chaotycznie N nieoddziatujacych i
rozréznialnych czastek.
Znalez¢ prawdopodobieristwo p (k) tego, Ze w objetosci v < V' znajduje sie
jednoczesnie k czastek.
Policzy¢ Srednia liczbg czastek w objetosci v i wariancje liczby czastek.
Niech Srednia liczba czastek pozostaje stata, podczas gdy N,V — oo. Do
jakiego rozktadu prawdopodobieristwa zmierza wéwczas pn (k)?
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Proces stochastyczny
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Proces stochastyczny

Definicja

Procesem stochastycznym nazywamy rodzing zmiennych losowych {f; : I —

R}ier okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej (€2, T, u).
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Proces stochastyczny

Definicja

Procesem stochastycznym nazywamy rodzing zmiennych losowych {f; : I —

R}ier okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej (€2, T, u).

Przez P(B,t) oznaczmy prawdopodobieristwo tego, ze zmienna losowa f w
chwili ¢ przyjmuje warto$¢ ze zbioru B € 91 dla ustalonego w

P(B,t) = p(fi(w) € B)
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Proces stochastyczny

Definicja

Procesem stochastycznym nazywamy rodzing zmiennych losowych {f; : I —

R}ier okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej (€2, T, u).

Przez P(B,t) oznaczmy prawdopodobieristwo tego, ze zmienna losowa f w
chwili ¢ przyjmuje warto$¢ ze zbioru B € 91 dla ustalonego w

P(B,t) = p(fi(w) € B)

Niech 7" bedzie zbiorem dyskretnych chwil czasu t1 < t2 < ... < t,
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Hierarchia prawdopodobienistw tacznych

Proces stochastyczny jest okreslony przez hierarchi¢ prawdopodobienistw
facznych
Py (B1,t1) = p(ft, € B1)
Py(Bi,t1; Bata) = p(fe, € Bu; fr, € Ba)

P (Ba,tai- 5 Byt p(ft, € B1;...; ft, € Bn)
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Hierarchia prawdopodobienistw tacznych

Proces stochastyczny jest okreslony przez hierarchi¢ prawdopodobienistw
facznych
Py (B1,t1) = p(ft, € B1)
Py(Bi,t1; Bata) = p(fe, € Bu; fr, € Ba)

P (Ba,tai- 5 Byt p(ft, € B1;...; ft, € Bn)

Odpowiada mu hierarchia gestosci tacznej prawdopodobieristw
p1(z1,t1), p2(21, 81522, 82), - -, pn(@1, 815 .5 Ty tn)
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Hierarchia prawdopodobienistw tacznych

Proces stochastyczny jest okreslony przez hierarchi¢ prawdopodobienistw
facznych
Pi(B1,t1) = p(fu, € B1)
Py(B1,t1; Ba,t2) = p(f; € Ba; fi, € Ba)

P (Ba,tai- 5 Byt p(ft, € B1;...; ft, € Bn)

Odpowiada mu hierarchia gestosci tacznej prawdopodobieristw
Pl(l’l,tl), pg(ml,h;l‘g,tz), vy pn(l‘l,tl; cees mn,tn)
Wtasnosci prawdopodobiefistw P,

1 Pn(Bl,tl;...;Bn,tn)>0

2 Pi(Q,t1)=1

3 Pn(Bl,tl; e Q,tn) = Pn_l(Bl,t1; A ;Bn—l,tn—l)
Wtasnosci gestosci pr,

1 Pn($1,t1;---§xn7tn)>0

2 prl(xl,tl)dl‘l =1

3 fQ pn(z1,t1;. . 5%n, tn)dTn = pn—1(Z1,t1; ... ;Tn—1,tn—1)
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Laczne prawdopodobiefistwa warunkowe

Funkcje korelacyjne procesu stochastycznego

(ftr - fen) =/ 21 Tppn(T1,t1; . Tny tn)da .. dy
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Laczne prawdopodobiefistwa warunkowe

Funkcje korelacyjne procesu stochastycznego

(ftr - fen) =/ 1 Tppn(T1, 815 Tn,y tn)dar - .

Warunkowe gestosci taczne

p2(x1,t1; 22, t2)

t t =
piji (@, ta|wa, t2) o1 (@1, t1)

Jacek Jurkowski, Fizyka
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Laczne prawdopodobiefistwa warunkowe

Funkcje korelacyjne procesu stochastycznego

(fee - ftn) :/ T1 TP (T1, 815 Ty tn)dTy ...
(’!L

Warunkowe gestosci taczne

p2(z1,t1; T2, t2)
x1,t1|xe,t2) = ————————~
p1|1( ) ‘ ) ) Pl(mhtl)
Whasnosci

U opi(ee,t2) = [, pr(er,t)pra (@1, ta ez, t2)dzy

2 fﬂ p1|1(1‘1,t1‘3§2,t2)da)2 =1
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Laczne prawdopodobiefistwa warunkowe

Funkcje korelacyjne procesu stochastycznego

(fee - ftn) :/ T1 T pn(T1, 815 T, tn)dT - .. dTy
(’!L

Warunkowe gestosci taczne

p2(z1,t1; T2, t2)

t to) =
Pl|1(3717 tlez,t2) p1(x1,t1)

Wiasnosci
Uopi(@zit2) = [, pr(es,tr)py (w1, talwz, t2)da
2 fQ p1|1(1‘1,t1‘3§2,t2)da)2 =1

Ogolniej

Prr(T1, 15 5 Thpt, trrt)
pr(T1,t15 .. 5 Tk, te)

Prl(T1,t15 - 5 Tk, th | Tty Ert1s - - -5 Thokl, totl) =
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Procesy Markowa

Jacek Jurkowski, Fizyka P



Procesy Markowa

Proces zachowuje pami¢é tylko o zdarzeniu z poprzedniej chwili czasu, tzn.
Pn—1]1 (3317 t15...5Zn—1,tn—1 ‘337” tn) = P11 (xn—l ytn—1 |-Tn7 tn)

Propagator

Propagatorem nazywamy warunkowa gestos¢ prawdopodobieristwa tacznego zdarzen
z dwdch chwil czasu

p1|1(.117t1|.10 ta2)

Zwréémy uwage, ze

n—1

pn(Z1,t15 .. Tp, tn) = H P11 (@, tr|Tht1, thr1)pr (@1, 1)
k=1
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Procesy Markowa

Proces zachowuje pami¢é tylko o zdarzeniu z poprzedniej chwili czasu, tzn.
Pn—1]1 (3317 t15...5Zn—1,tn—1 ‘337” tn) = P11 (xn—l ytn—1 |-Tn7 tn)

Propagator

Propagatorem nazywamy warunkowa gestos¢ prawdopodobieristwa tacznego zdarzen
z dwdch chwil czasu

p1|1(.117t1|.10 ta2)

Zwréémy uwage, ze

n—1

pn(Z1,t15 .. Tp, tn) = H P11 (@, tr|Tht1, thr1)pr (@1, 1)
k=1

Cala hierarchi¢ gestosci tacznych prawdopodobienstw mozna wyrazié tylko
przez dwie funkcje: propagator py|; oraz pi.
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Roéwnanie Chapmana—Kolmogorowa
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Réwnanie Chapmana—Kolmogorowa

Niech ¢; < t2 < t3. Obowiazuje prawo sktadania propagatoréw

pip(z,tilzs,ts) = /Pl|1($1,t1|$2,t2)P1|1($27t2|$37t3)d$2
Q
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Réwnanie Chapmana—Kolmogorowa

Niech ¢ < t2 < t3. Obowiazuje prawo sktadania propagatoréw

pi(z1,ta]zs, t3) = /p1|1(0017tl\ﬂcz,tz)p1|1($2,t2\x3,tz)dl‘z
Q

Wersja rézniczkowa dla t' > ¢

g roy aw
P (et t) = Ao (, ta, )]

gdzie A(t) jest operatorem Liouville’a dziatajacym na p ;.
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Réwnanie Chapmana—Kolmogorowa

Niech ¢ < t2 < t3. Obowiazuje prawo sktadania propagatoréw

pi(z1,ta]zs, t3) = /p1|1(0017tl\ﬂcz,tz)p1|1($2,t2\x3,tz)dl‘z
Q

Wersja rézniczkowa dla t' > ¢

1o}
aplll (I’ t|SL‘,7 t,) = A(t)[pl\l(‘rv tlxl7 t,)]
gdzie A(t) jest operatorem Liouville’a dziatajacym na p ;.
Jesli proces Markowa jest jednorodny, tzn. py|; zalezy tylko od ' —t=r1,t0
pin(z, z',7) = exp(TA)d(x — )

oraz
p(va) = eXp(TA)p(:l’,O)

exp(7A) moze nie by¢ odwracalny w calej dziedzinie —
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Ewolucja deterministyczna
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Ewolucja deterministyczna

Niech 2z € R™ oraz ®+(x) oznacza rozwiazanie szczegdlne dynamiki

&(t) = f(z(t)), z(0)==
tzn. trajektori¢ dynamiki przechodzaca przez punkt x.
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Ewolucja deterministyczna

Niech z € R"™ oraz ®,(z) oznacza rozwiazanie szczegélne dynamiki

o(t) = f(=(t), =(0)==x
tzn. trajektori¢ dynamiki przechodzaca przez punkt x.

Wéweczas propagator jest postaci

pri(z,tla’,t) = 6(z — @p_i ()
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Ewolucja deterministyczna

Niech z € R"™ oraz ®,(z) oznacza rozwiazanie szczegélne dynamiki

o(t) = f(=(t), =(0)==x

tzn. trajektori¢ dynamiki przechodzaca przez punkt x.

Wéweczas propagator jest postaci

pri(z,tla’,t) = 6(z — @p_i ()

Taki propagator spetnia réwnanie Chapmana—Kolmogorowa dzigki temu, ze
rodzina {®; }+ tworzy grupe

Wéwezas dynamika jest odwracalna dla kazdego warunku poczatkowego
p(x,0) oraz

A= —divf = - 2

d=i
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Laricuchy Markowa

Proces stochastyczny o dyskretnych chwilach czasu i dyskretnych zmiennych
losowych
fts :{fn,s}v n= 17"'7N7 ts = sT
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Laricuchy Markowa

Proces stochastyczny o dyskretnych chwilach czasu i dyskretnych zmiennych
losowych
fts:{fn,s}a n:17"'aN7 ts = sT

Niech p(n, s) oznacza prawdopodobieristwo uzyskania wartosci f,, w chwili s
p(n,s) i pij1(ni, si|ne, s2) w petni okreslaja taficuch Markowa
Roéwnanie Chapmana—Kolmogorowa przyjmuje postac¢

N

p1j1(na, s1ns, s3) = me(nh s1|m, 8)p1j1(m, s|ns, s3)

m=1

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Pr



Laricuchy Markowa

Proces stochastyczny o dyskretnych chwilach czasu i dyskretnych zmiennych
losowych
fts:{fn,s}a n:17"'aN7 ts = sT

Niech p(n, s) oznacza prawdopodobieristwo uzyskania wartosci f,, w chwili s
p(n,s) i pij1(ni, si|ne, s2) w petni okreslaja taficuch Markowa
Roéwnanie Chapmana—Kolmogorowa przyjmuje postac¢

N

p1j1(na, s1ns, s3) = me(nh s1|m, 8)p1j1(m, s|ns, s3)

m=1

i w szczegdlnosci

pui(nysim,s+1) = Y pij(n, slj, 9)pa (G slm, s + 1)
j=1

p(n,s+1) = Z 8)p11(J, sln, s + 1)
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Macierz przejscia
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Macierz przejscia

Macierz przejscia petni rolg propagatora

Qnm(s) = piji(n,s|m,s+1)
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Macierz przejScia

Macierz przejscia pelni role propagatora

Qnm(s) = pipn(n,sjm,s+1)

Zalézmy, ze macierz przejscia nie zalezy od czasu
Q(s) = const. = Q

Wéwczas
Qnm = pip(n,slm,s +1) = p1j1(n,0m, 1)

oraz rozwiazanie réwnania Chapmana-Kolmogorowa ma postac¢

p1j1(n, solm, 8) = (2°7°°)nm
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Macierz przejScia

Macierz przejscia pelni role propagatora

Qnm(s) = pipn(n,sjm,s+1)

Zalézmy, ze macierz przejscia nie zalezy od czasu
Q(s) = const. = Q

Wéwczas
Qnm = pip(n,slm,s +1) = p1j1(n,0m, 1)

oraz rozwiazanie réwnania Chapmana-Kolmogorowa ma postac¢

p1j1(n, solm, 8) = (2°7°°)nm

Ewolucja prawdopodobienstwa

N

p(n,s) = > p(m,0)(Q")mn

m=1
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Wiasnos$ci macierzy przejscia
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Witasnosci macierzy przejscia

1 Q jest macierza rzeczywistg, ale niesymetryczna. Wartosci wlasne moga by¢
zespolone.
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Wiasno$ci macierzy przej$cia

1 @ jest macierza rzeczywista, ale niesymetryczna. Wartosci wiasne moga by¢

zespolone.
2 Prawo- i lewostronne wektory wtasne

Qi) = Ny,  (xilQ = Nilxil

tworza uktad zupelny

N
> ltal = 1

(Wilx;) = 0ij

oraz ortogonalny
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Wiasno$ci macierzy przej$cia

1 @ jest macierza rzeczywista, ale niesymetryczna. Wartosci wiasne moga by¢
zespolone.
2 Prawo- i lewostronne wektory wtasne

Qi) = Ny,  (xilQ = Nilxil

tworza uktad zupelny

N
> ltal = 1

(Wilx;) = 0ij

oraz ortogonalny

3 Wartosci wlasne \; spehiaja relacje |A;| < 1,%=1,..., N, przy czym
A1 = 1 odpowiada prawostronny wektor wiasny o sktadowych

¥i(n) = Y Qunta(m) = 1

oraz lewostronny wektor wtasny o sktadowych

xi() = Y Quaxa(m)
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Wiasnos$ci macierzy przejscia
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Wiasno$ci macierzy przej$cia

4 Rozklad spektralny

N N
Q = Y Mlabal,  Qma = > Athi(m)xi(n)
i=1

i=1

5 Rozktad spektralny okresla posta¢ propagatora
N
pi(m, soln,s) = X 0%i(m)xi(n)
=1

Macierz Q jest regularna, jesli istnieje naturalne M, takie ze (Q™ ), # 0
dla wszystkich m, n.
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Wiasno$ci macierzy przej$cia

4 Rozklad spektralny

N N
Q = > Ml il,  Qma = Y Aitu(m)xi(n)
i=1

i=1

5 Rozktad spektralny okresla posta¢ propagatora
N
pi(m, soln,s) = X 0%i(m)xi(n)
1=1

Macierz Q jest regularna, jesli istnieje naturalne M, takie ze (Q™ ), # 0
dla wszystkich m, n.

Twierdzenie

Jesli macierz przejscia Q jest regularna, to prawdopodobiefistwo p(n, s) zmierza przy

s — oo do stanu stacjonarnego wyznaczonego przez lewostronny wektor wiasny (x|
do wartosci wlasnej A1 = 1.
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Btadzenie przypadkowe na prostej
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Btadzenie przypadkowe na prostej

Potozenie na prostej x przy skokach o +A co przedziat czasu 7

Niech p(nA, s7) opisuje prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w punkcie
x = nA po s skokach
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Btadzenie przypadkowe na prostej

Potozenie na prostej = przy skokach o £A co przedziat czasu 7

Niech p(nA, s7) opisuje prawdopodobieristwo znalezienia si¢ w punkcie
x = nA po s skokach

Z réwnania Chapmana—Kolmogorowa

p(nA,(s+ 1)) = p((n+1)A,s7)pip((n+ 1)A,st|nA, (s + 1))
T p((n = DA, sT)paa((n — DA, s7Ind, (s + 1)7)
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Btadzenie przypadkowe na prostej

Potozenie na prostej = przy skokach o £A co przedziat czasu 7

Niech p(nA, s7) opisuje prawdopodobieristwo znalezienia si¢ w punkcie
x = nA po s skokach

Z réwnania Chapmana—Kolmogorowa

p(nA,(s+ 1)) = p((n+1)A,s7)pip((n+ 1)A,st|nA, (s + 1))
T p((n = DA, sT)paa((n — DA, s7Ind, (s + 1)7)

Zat6zmy, ze
1
P ((n+ DA, stInA, (s +1)7) = pip((n— 1A, st|nA, (s +1)7) = 5

Wowczas
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Btadzenie przypadkowe na prostej

Potozenie na prostej = przy skokach o £A co przedziat czasu 7

Niech p(nA, s7) opisuje prawdopodobieristwo znalezienia si¢ w punkcie
x = nA po s skokach

Z réwnania Chapmana—Kolmogorowa

p(nA,(s+ 1)) = p((n+1)A,s7)pip((n+ 1)A,st|nA, (s + 1))
T p((n = DA, sT)paa((n — DA, s7Ind, (s + 1)7)

Zat6zmy, ze
1
P ((n+ DA, stInA, (s +1)7) = pip((n— 1A, st|nA, (s +1)7) = 5

Wowczas

p(nA, (s+1)1) = %p((n + 1A, sT) + %p((n — 1A, s7)
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Granica ciagltego btadzenia
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Granica ciagltego btadzenia

Rozwazmy granice

T—0

2
{ A—0 tak aby %:const.:D
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Granica ciaglego btadzenia

Rozwazmy granice

2
{ a0 tak aby ?—:const.:D
T

7T—0

Mamy
p(nA, (s + 1)7) —p(nA,st) A2 p((n+ 1A, s7) +p((n — 1)A, s7) — 2p(nA, sT)
T o7 A2
i W rozwazanej granicy dostaniemy
op(at) _ 0l
ot B ox?

ktérego rozwiazanie przy warunku poczatkowym p(z,0) = é(x) ma postaé

1 z?
p(fl?,t) = \/m exp ( = 4_Dt>
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Réwnanie fundamentalne (Master equation)
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Réwnanie fundamentalne (Master equation)

Roéwnanie fundamentalne to ciaglty w czasie odpowiednik réwnania
Chapmana-Kolmogorowa

N
p(n,t+At) = Y p(m, t)pu (m, tln, t + At)

m=1

Przeksztalci¢ je mozna do postaci

N
n,t"‘At - nvt 1
p( A?& p(n,t) _ Ktz:p(m’t){;;m(m,ﬂn,t4-At)—6mn]
m=1

Rozwijajac propagator w szereg (W — macierz przejScia)
pl\l(m7t‘n7t + At) - 6mn S Wm’nAt —+ ...

i biorac granice At — 0

apnt

Zp(m ) Win,n(t)

otrzymamy
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Szybkosci przejsé
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Szybkosci przejsé

WprowadZmy szybkosci przej$¢ wm. (transition probability rates)

Winn(t) = Won(t) = Gmn > w(2)
k=1
Woéwczas
‘9?’5;;7 [ Z:l Ty ; Wk ()]
= > [P )wmn(t) = (1, (1)
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Szybkosci przejsé

WprowadZmy szybkosci przej$¢ wm. (transition probability rates)

N
k=1
Woéwczas
N N
WD S plm, )wmn(1) — D s ()]
m=1 k=1

-

m=

Bilans zmiany prawdopodobienstwa
szybko§¢ zmiany _ przejscia ze stanéw m — n
prawdopodobieristwa w stanie n - z szybkoSciami wynn

przejscia ze stanu n — m
z szybkoSciami wym,
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Ruchy Browna i réwnanie Langevina
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Ruchy Browna i réwnanie Langevina

Czastka o jednostkowej masie pod wptywem stochastycznej sity £(t) i oporu
ruchu typu Stokesa
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Ruchy Browna i réwnanie Langevina

Czastka o jednostkowej masie pod wptywem stochastycznej sity £(t) i oporu
ruchu typu Stokesa

Roéwnanie Langevina

{ﬁ(t) = —yv(t) +£()
0 u(t)
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Ruchy Browna i réwnanie Langevina

Czastka o jednostkowej masie pod wptywem stochastycznej sity £(t) i oporu
ruchu typu Stokesa

Roéwnanie Langevina

8
—~
~+
=
&
—~
~+
~—

O procesie stochastycznym &(t) zaktadamy, ze

(€) =0, (E(t1)&(t2)) = go(tr — t2)

Jest to tzw.

z(t) oraz v(t) sa procesami stochastycznymi.
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Rozwiazania i funkcje korelacji
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Rozwiazania i funkcje korelacji

Rozwiazanie
t
v(t) = wvoe "'+ /.ﬁ(s)e_”(t_”ds
0
t
z(t) = o+ :—0(1 —e M+ % /(1 —e "= )¢(s)ds
0
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Rozwiazania i funkcje korelacji

Rozwiazanie
t
v(t) = voe_wt—l-/f(s)e_wt_s)ds
0
t
z(t) = x0+l°(1fe*“)+l /(176*7“**)5(3)@
0l 7.
0
Wartos$ci Srednie
() = woe ™
(0t) —w0) = (1-e)

Funkcja korelacji predkosci

_ g —y(t1+t2) 9 —v(ta—t1)
t t = (vd — —) o 4 —
(v(t1)v(t2)) (vo o e 276

Dyspersja potozenia

1 2 1
((x(t)—w0)*) = ;(79t+7v3—3/2g)+$6 ”t(g—’vvo)Jr?e 27 (yug—1/2g)
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Réwnowaga termodynamiczna
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Réwnowaga termodynamiczna

Dodatkowe zatozenie, ze stan uktadu po dlugim czasie powinien by¢ w
rownowadze termodynamicznej z rezerwuarem o temperaturze 7', wymaga aby

1 1

1 E(U(Q))T = 5kT

2 funkcje korelacji po uSrednieniu termodynamicznym zalezaly tylko od réznicy
czasOw t1 — to (stan stacjonarny)

— % = g=27kT
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Réwnowaga termodynamiczna

Dodatkowe zatozenie, ze stan uktadu po dlugim czasie powinien by¢ w
rownowadze termodynamicznej z rezerwuarem o temperaturze 7', wymaga aby

1 23 = kT
2 funkcje korelacji po uSrednieniu termodynamicznym zalezaly tylko od réznicy
czasOw t1 — to (stan stacjonarny)
vg - a = g =29kT
2y

Wéwcezas w granicy dlugiego czasu

{(x(t) — z0)))r ~ Lt =
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Réwnowaga termodynamiczna

Dodatkowe zatozenie, ze stan uktadu po dlugim czasie powinien by¢ w
réwnowadze termodynamicznej z rezerwuarem o temperaturze 7', wymaga aby

1 3T = kT

2 funkcje korelacji po uSrednieniu termodynamicznym zalezaly tylko od réznicy
czasOw t1 — to (stan stacjonarny)

— % = g=27kT

Wéwcezas w granicy dlugiego czasu

(@) —@o)*))r ~ S5t =

Poréwnujac z btadzeniem przypadkowym w 1D mozna wyznaczy¢ stata dyfuzji

kT
v

D =
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