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Entropia termodynamiczna
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Entropia termodynamiczna

ds = % dla proces6w odwracalnych
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Entropia termodynamiczna

ds = % dla proces6w odwracalnych

dq
AS = / 4Q
A—B T

gdzie powyzsza catka nie zalezy od procesu A — B, a tylko od stanu
poczatkowego A i koricowego B

i wéwczas
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Entropia termodynamiczna

d
dS = TQ dla proceséw odwracalnych
i wéwczas

AS:/ 4Q
A—>BT

gdzie powyzsza catka nie zalezy od procesu A — B, a tylko od stanu
poczatkowego A i koricowego B

Ogolnie dS > ?, bowiem ma miejsce produkcja entropii d;.S,

_ @ .
ds = =% +diS
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Entropia statystyczna
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Entropia statystyczna

Niech P = (p1,...,pn) bedzie prawdopodobieristwem
(N moze by¢ nieskoriczone!)
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Entropia statystyczna

Niech P = (p1,...,pn) bedzie prawdopodobieristwem
(N moze by¢ nieskoriczone!)

Definicja
Entropi¢ definiuje si¢ jako

N

N
—k Zpi Inp; albo S(P) = — Zp,i log, pi
=i

i=1

gdzie przyjmujemy 0-1In0 = 0, a k jest stata Boltzmanna.
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Entropia statystyczna

Niech P = (p1,...,pn) bedzie prawdopodobieristwem
(N moze by¢ nieskoriczone!)

Definicja
Entropi¢ definiuje si¢ jako

N

N
—k Zpi Inp; albo S(P) = — Zp,i log, pi
=i

i=1

gdzie przyjmujemy 0-1In0 = 0, a k jest stata Boltzmanna.

N=2
S(p) = —klplnp+ (1 —p)In(1 —p)], 0<p<1
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Entropia statystyczna

Niech P = (p1,...,pn) bedzie prawdopodobieristwem
(N moze by¢ nieskoriczone!)

Definicja

Entropi¢ definiuje si¢ jako

N N
—k Zpi Inp; albo S(P) = — Z])i log, pi ,
=1 i=1
gdzie przyjmujemy 0-1In0 = 0, a k jest stata Boltzmanna.
N =2
S(p) = —klplnp+ (1 —p)n(1-p)], 0<p<1
N=3

S(p1,p2) = —k[p1 Inp1+p2 In po+(1—p1—p2) In(1—p1—p2)], 0 < p1,p2 <1
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Wykresy entropii




Wtasnosci entropii
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Wtasnosci entropii

Wtasnosci entropii:
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Wtasnosci entropii

Wtasnosci entropii:
1 0< S(P) < klnN
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Witasnosci entropii

Wtasnosci entropii:
1 0< S(P) < klnN
S(P)=0 < P=(0,...,1,...,0)
S(P)=kInN < P=(%,..., %)
(dowéd w oparciu o tw. Lagrange’a)
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Tw. Lagrange’a
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Tw. Lagrange’a

Tw. Lagrange’a

Jesli funkcja f(z1,...,zn) ma w pewnym punkcie ekstremum warunkowe przy wa-
runkach W;(z1, ..., 2z, =1,...,r < n,to funkcja

r

i=1

ma w tym punkcie ekstremum lokalne przy pewnych warto$ciach mnoznikéw Lagran-
ge’a ;.
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Sympleks
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Sympleks

Zbiér wszystkich rozktadéw prawdopodobieristw

N
Py = {(le--’pN); 0<pi < 1,2;01‘ = 1} tworzy sympleks
g=i

Sympleks Py jest zbiorem wypuktym, tzn.
VPQePny Yae(0,1l] aP+(1—a)Q € Py
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Sympleks

Zbiér wszystkich rozktadéw prawdopodobieristw
N

Pn = {(pl,--.7pzv); 0<pi<1,Y pi= 1} tworzy
i=1

Sympleks Py jest zbiorem wypuktym, tzn.

VP,QeEPNy Yacl0,1] aP+(l—a)Q € P

w §rodku geometrycznym
punkty / maksymalizuje entropig
ekstremalne

sympleksu
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Wtasnosci entropii
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Wiasnosci entropii

3 Entropia S(P) jest funkcja wklesta (wypukta w gére) na dowolnym
wypuktym podzbiorze P C Pn, tzn.

Vae(0,1] SaP+(1-a)Q) > aS(P)+(1—a)S(Q).

R6wnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P = Q.
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Wiasnosci entropii

3 Entropia S(P) jest funkcja wklesta (wypukta w gére) na dowolnym
wypuktym podzbiorze P C Pn, tzn.

Vae(0,1] SaP+(1-a)Q) > aS(P)+(1—a)S(Q).

R6wnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P = Q.
4 Jesli na zbiorze wypuklym P C Px entropia jest ograniczona z gory, to osiaga
maksimum na doktadnie jednym rozktadzie prawdopodobieristwa
P* = (pi,...,pN),
S(P*) = sup S(P).

PeP
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Wiasnosci entropii

3 Entropia S(P) jest funkcja wklesta (wypukta w gére) na dowolnym
wypuktym podzbiorze P C Pn, tzn.

Vae(0,1] SaP+(1-a)Q) > aS(P)+(1—a)S(Q).

R6wnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P = Q.
4 Jesli na zbiorze wypukltym P C Px entropia jest ograniczona z gory, to osiaga
maksimum na doktadnie jednym rozktadzie prawdopodobieristwa
P* = (pi,...,pN),
S(P*) = sup S(P).
PEP

Definicja

Rozktadem reprezentatywnym P* zbioru P nazywamy jedyny rozktad prawdopo-

dobieristwa maksymalizujacy entropig.
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Makrostan ze wzglgdu na zmienng losowa
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Makrostan ze wzglgdu na zmienna losowa

Makrostan

Makrostanem ze wzglgdu na dyskretng zmienna losowa f nazywamy nastepujacy
wypukly podzbiér sympleksu Py

N
Py D Ky = {P:(pl,...,pN);p,-EO, Z})izl, (f)zm},
i=1
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Makrostan ze wzglgdu na zmienna losowa

Makrostan

Makrostanem ze wzglgdu na dyskretng zmienna losowa f nazywamy nastepujacy
wypukly podzbiér sympleksu Py

N
=1

Tw. o postaci rozktadu reprezentatywnego dla makrostanu

Rozktad reprezentatywny P* = (p7,...,py) makrostanu Ky ma postac:

= e,

gdzie funkcje Z(\) = Z e i nazywamy suma statystyczna oraz réwno§é

=1

A0N
B2

= m

jednoznacznie okresla funkcje A(m).
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Makrostan ze wzglgdu na kilka zmiennych losowych
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Makrostan ze wzgledu na kilka zmiennych losowych

Przyktad: Znale7¢ rozktad reprezentatywny dla makrostanu

Ky = {P:(p1>p27"')§pi>07 Zpi:lt <f>:m}

jesli wartosciami zmiennej losowej f sa kolejne liczby naturalne, tzn. f; = 4,
i=1,2,....

Definicja

Makrostanem ze wzgledu na dyskretne zmienne losowe f!,..., f" nazywamy
nastegpujacy wypukty podzbiér sympleksu P
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Twierdzenie o rozktadzie reprezentatywnym
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Twierdzenie o rozktadzie reprezentatywnym

Twierdzenie

Rozktad reprezentatywny P* = (p7,...,px) makrostanu Cs1  ;» ma postac:

T, A e\p{ Z)\ f]

gdzie funkcje Z(Ai,...,\r g } nazywamy suma

statystyczna

oraz
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Znaczenie entropii
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Znaczenie entropii

Informacja — zaj$cie zdarzenia wy dostarcza informacji

1
I (P) =log, —— = —lo
k( ) g2 p(wk) g2pk
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Znaczenie entropii

Informacja — zaj$cie zdarzenia wy dostarcza informacji

1
I (P) =log, —— = —lo
k( ) g2 p(wk) g2pk

Zdarzenia mniej prawdopodobne dostarczaja wigcej informacji!
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Znaczenie entropii

Informacja — zajscie zdarzenia wy, dostarcza informacji

1
I (P) = logy ——— = —log, px

p(wk)

Zdarzenia mniej prawdopodobne dostarczaja wigcej informacji!

Entropia okresla Srednia informacj¢ jaka moze by¢ uzyskana w wyniku jakiego$
dos$wiadczenia losowego

S(P) = (I(P)) = = pilog, pr
k
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Znaczenie entropii

Informacja — zajscie zdarzenia wy, dostarcza informacji

1
I (P) = logy ——— = —log, px

p(wk)

Zdarzenia mniej prawdopodobne dostarczaja wigcej informacji!

Entropia okresla Srednia informacj¢ jaka moze by¢ uzyskana w wyniku jakiego$
dos$wiadczenia losowego

S(P) = (I(P)) = = pilog, pr
k

Jesli P jest rozktadem zmiennej losowej f, to S(P) okresla (Srednia) ilosé
informacji zawarta w f.
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Inne rodzaje entropii
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Inne rodzaje entropii

Miara podobienstwa dwéch rozktadéw P i @) (Q absolutnie ciaglty wzgledem
P) — entropia wzajemna

S(PIQ) =Y prlogy oF = =S(P) = > _piloga ar
k k
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Inne rodzaje entropii

Miara podobieristwa dwoch rozktadéw P i @ (Q absolutnie ciaglty wzglgdem
P) — entropia wzajemna

S(PlIQ) = Zpklogz ‘*_S(P)_ZPkIOgQQk
k

Entropia wzajemna jest nieujemna, przy czym warto$¢ 0 przyjmuje tylko dla
identycznych rozktadéw P = @Q

S(PlQ) =0
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Inne rodzaje entropii

Miara podobieristwa dwoch rozktadéw P i @ (Q absolutnie ciaglty wzglgdem
P) — entropia wzajemna

S(PlIQ) = Zpklogz ‘*_S(P)_ZPkIOgQQk
k

Entropia wzajemna jest nieujemna, przy czym warto$¢ 0 przyjmuje tylko dla
identycznych rozktadéw P = @Q

S(PlQ) =0

Entropia rozktadu tacznego ure = (P X Q)(wk, 17¢)

S(P X Q Zukz 10g2 Uke
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Inne rodzaje entropii

Miara podobieristwa dwoch rozktadéw P i @ (Q absolutnie ciaglty wzglgdem
P) — entropia wzajemna

S(PlIQ) = Zpklogz ‘*_S(P)_ZPkIOgQQk
k

Entropia wzajemna jest nieujemna, przy czym warto$¢ 0 przyjmuje tylko dla
identycznych rozktadéw P = @Q

S(PlQ) =0

Entropia rozktadu tacznego ure = (P X Q)(wk, 17¢)

S(P X Q Zukz 10g2 Uke

Entropia warunkowa — ilo$¢ informacji o P x () jaka moze by¢ uzyskana na
podstawie znajomosci rozktadu @

S(PlQ) =S(PxQ)-5(Q)
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Entropia wzajemna
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Entropia wzajemna

Wspdlna informacja zawarta w P i Q

S(P:Q)=5(P)+5(Q) - S(PxQ)
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Entropia wzajemna

Wspdlna informacja zawarta w P i Q

S(P:Q)=5(P)+5(Q) - S(PxQ)

Wtasnosci
S(P:Q)=S(P)-S(P|Q)
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Entropia wzajemna

Wspdlna informacja zawarta w P i Q

S(P:Q)=5(P)+5(Q) - S(PxQ)

Wtasnosci
S(P:Q)=S(P)-S(P|Q)
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Entropia w przypadku ciagltej zmiennej losowej
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Entropia w przypadku ciaglej zmiennej losowe;j

Ciaglej zmiennej losowej f okre§lonej na podzbiorach Q@ C R™ odpowiada
gestosé rozktadu p(z1,...,2,) = p(z)
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Entropia w przypadku ciaglej zmiennej losowej

Ciaglej zmiennej losowej f okreslonej na podzbiorach 2 C R™ odpowiada
gestosé rozktadu p(z1,...,2,) = p(z)

Entropia

Entropi¢ definiujemy w tym przypadku jako

S(p) = —k/p(g) In p(z)dz,
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Entropia w przypadku ciaglej zmiennej losowej

Ciaglej zmiennej losowej f okreslonej na podzbiorach 2 C R™ odpowiada
gestosé rozktadu p(z1,...,2,) = p(z)

Entropia

Entropi¢ definiujemy w tym przypadku jako

S(p) = —k/p(g) In p(z)dz,

Makrostan

Makrostanem ze wzgledu na ciagle zmienne losowe f,...,f" nazywamy
nastepujacy zbidr:

K ’fr:{/):Q—JRJ’;/p(g)dg:LE(fj):mj’ j:17...,7’},

Q
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Twierdzenie o rozktadzie reprezentatywnym
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Twierdzenie o rozktadzie reprezentatywnym

Twierdzenie

Gestos¢ rozktadu reprezentatywnego p* (2) makrostanu Kz1 - ma postaé:
p @) = Z7 (M, A eXp{ Z/\ Flz }

gdzie suma statystyczna ma postac

Z,.. ) = /exp{ Z)\fﬂ },

_OmZ(,..,\)
o\

gdzie m; = / F (@)p(e)de
Q
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