II. Ciagi. Pochodna funkcji jednej zmiennej
II.1. Obliczy¢ sume S,, ciagu arytmetycznego (a,), jesli
a)ap =1, r=3, n=12 c)a;=-10, r=5 n=25
b) a; =100, r=-2, n=250
I1.2. Wskazaé i uzasadnié, ktory z ciagéw arytmetycznych jest malejacy, a ktéry rosnacy
a) a, =24 3n c) ¢p=4n—3
b) b, =3 —5n d) d,=-1-3n

I1.3. Jesli podany ciag jest geometryczny, to wyznaczy¢ jego iloraz:

a) 1,3,9,27,... c) —2,4,—-6,8,—12,... e) v2,-2,2V2,....
g Y31 V3
b) 5’5757... 2727 yrt
II.4. Obliczy¢ sume S,, ciagu geometrycznego (a,), w ktérym:
a) alzé, g=v2, n=328 c) a =5, q:%, n=>5.
b) a=-1, ¢=-2, n=6
I1.5. Obliczy¢ sumy
a) r+ai+ad+.. +a" o) 2 —ad 4t -2+ .+
b) 1+22+a2*+... + 22" d)1+l+i+-~-+i
... x xQ x,,}/

I1.6. Dany jest ciag o wyrazie ogdlnym a,, oraz dwie liczby g i €. Ktére wyrazy danego ciggu spelniaja nieréwnos¢:
lan — g| <€, gdy:

-1 1
a) ap = o , g=1, e=10"3 ¢) ap=(-1)"=, ¢g=0, e¢=3-1072
n n
2n 1 1
_ _ _9.10-3 _ _ —
b)a7l_n2+1a 9_07 6_210 d)an_277 g=2y, e_ﬁ'
I1.7. Znajdz granice ciggu o wyrazie ogélnym:
a) lim i 1 g) lim (v/n3 4 4n2 —n)
n—oo n n—o0
on —3
b) 1 1+2+---+n
) i T, h) 1 ;
n—oo n
c) lim 712 -1 2n+2
n—oo 3 —n3 ) lim 3-2 —10
6 N n—oo H.4n—1 43
d) lim ( n- )
J m — + R + “ee + JE—
1 24 ... n
£ lim (V4n2 11— 2n) k) T LFOFOEHD
n—oo n—oo n

I1.8. Zbadaj, czy podany szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli tak, to znajdz jego granice:



1 1 1 ) 92 4 3
f \f 3 3V3
1 1
b) 3—9+27—8l+... d) 0.2+ 0.02+0.002 + .. ., f)\/§+1+%+g+....

I1.9. Dla jakich wartoséci x podany szereg geometryczny jest zbiezny:

1 1 1 1

a) @ —32° +92° + ... g1ty Lo Q) l+=4—+...
x 2 a8 x  z?
d 1 1
b) 2?2 — 2% + a2t £ ... )1+1—|—x+(1—|—m)2+'”
I1.10. Oblicz granice:
13 2" 4 3 7 25 3" 4"
lim (2422 ) b) Tim (o4t )
a) im (G+3+ -+ Vi Sttt T
I1.11. Oblicz:
i 3,9 o

b) 124+6+3+... d) V2+2+2V2+ ...

I1.12. Znalez¢ granice funkcji w punkcie

2) lim (=327 442+ 7) b i 057 = cos(r/4 o i YT
T o—m/4 sinz — sin(m/4) =25 x — 25
S 4+1 Va2 +16 —
b) lim _rrl ) lim 1 —cosx p) lim vzt 16—=4
rz—1 ({I? — 20)10 20 1.2 z—0 1/1-2 +25—5
tgx
_a?— 11z +30 . sin®2z q) lim 5%
¢) lim ———— j) lim —— a0 T
r—5 r—5 z—0 gin” 3z
1 sin(2x)
. a?—9 622 — 2z — 1 z—0 e3¢ — 1
d) lim 3 k) lim ———
t—-3 T + z—0 27 — 2% — 1  sinhz
s) li L —
o) 22 + 4z + 4 ) Hm\/x—i—l—l -
a——2  x+2 z—0 z t) lim —— il
z—0 T
3 v1 -1 z
) Jim 5207 m) lim Y2721 5 —1
z—0 x z—0 z u) z—0 7% — 1
5 sin ax n) ki z—2 sinh(2z)
v) lim ——=
) 220 sin Bz o N Vz—2 z—0 sin(5z)

I1.13. Wyznaczy¢ granice funkcji w nieskonczonosci

. 2 2
a) lim (22° + 527 — 32+ 7) ¢) lim 202 — 3z +5 N 2?41

= im —————
oo z—o00 2 — 4y — 322 z—oo 22 + x4+ 1

b) lim (2® + 22 — 6z + 1)
Tr— —00

2z +5 2447
f) lim 2* 42+ i)llmx+x

w—><><>3173+6:v2—6x+1 z—o0 312 — 22 + 3

c¢) lim (3z — 2z*)

r—00

. 23— 522 +Tx -8
j) lim

3 2
) 5 ) . oA+ -2
d) lim (22° — 42® + 8z — 4) g) lim e—oe 34 — 622 — 10

T——00 oo 22—z —22



323 — 102% — 7w + 11 1) i 2_3_ VT —2\5vz
k) i im (V2 z) I ( )
) v o0 222 — 1225 — 137 — 5 e n) 5o z
. 1 1\3z
m) i (14 50)

I1.14. Zbadaé granice jednostronne funkcji w punktach nie nalezacych do dziedziny funkcji f

W) fla) =+ Q) f(r) = —— §) f#) =

b) f() = &) flr) = 2 b) /@) =~

9 f) = 2 sy = T2 ) fa) = o
I1.15. Zbadaé ciagtos¢ funkcji na zbiorze R

3 g2
a) f(l”)—{ |§;§|’ zi_; c) flz) = - +25+54%x+2’ i#_z
2
b ) - i_fli ’ o Q) /(@) = { W:Onf) ’ ’
1, =1

I1.16. Policzy¢ 7 definicji pochodne funkcji

a) f(z) = 205 w punkeic zo = 2, ¢) f(z) = sin(2z) w punkeic zo = /4,

b) f(z) = 1/ w punkeie 7 = 1, d) f(z) = sinh(z) w dowolnym punkcie.
I1.17. Obliczyé pochodne funkcji:

2) fa) =z +3 ) f@) = vz D) f(z) = 327

b) f(z)=x+5 k) f(z) = Va2 s) f(z) =57

) f(a)=5 ) sy = LS ) fla) = ~10072

d) f(z)=e w) f(z) =922 — 122+ 4

o) f(z) = 2z m) f(@) = Va? V) fla) = 2® — 922 4 27z + 27

f) f(z) = -5z n) fla)= \/312? w) f(z) = 4922 — 70z + 25

g) f(z)=V2u o) flz) =272 x) f(z) = (5— Tx)?

h) f(z) =2 p) f(x)=27" y) f(x) = (z—-3)°

i) f(z)=a? q) f(z) =22 z) f(z) = 8z® — 822 4+ 2z + 3

I1.18. Obliczy¢ pochodne funkcji

a) f(xz) =2sinz — cosxx d) f(z) =2e” +4e * —sinhz
b) f(z) =3cosx — 2sinz e) f(z) = 2cosh(z) — 3e* 4+ 2¢~*
¢) f(z) =5coshz + 4sinhz f) f(z) =e™ — et



I1.19. Obliczy¢ pochodne funkcji:

2) fa) =" ¢) fla) = ——
b) fla) = —— h 5@ =
-2, 0
h) f() = tga
d) f(2) = —— i) f(x) = tgh()

I1.21. Oblicz pochodne funkcji ztozonych:

a) f(x) = (z

b) f(x) = (z* —1)°/2

o) f(z) = (a® + 22 — 2 — 2)°
d) f(z) = sin(2z)

e) f(z) = cos(3z)

f) f(z) = tg(4x)

g) fle) = Va2 +1

h) f(z) =In(z+ V22 + 1)

I1.22. Obliczy¢ pochodne funkcji ztozonych

8) f(z) = tg 8o d) f(z) = (cos )’

b) f(x) = tghTa (tg )’

) f(@)

e

c) f(x) = (sinx)? f) f(z) = 3(sinz)*

I1.23. Oblicz pochodne funkcji:

a) f(z) = [z cos(x)]?

b) fla) = —5te

g) f(z)=3" 10g1/3 z
h) f(x) =z cosx

=22sinc+xtgx

i) f(z)
i) f(z) = (3+ 4z — 2?)(cosz — 2sinx)

k) f(r) = (2% — 2+ 1)(sinx + 3cosx)

i) flx) =2’ tga

zlogx
) () = 5%
) f(z) = x2(SiIx1iO:;OS x)
m) fo) = s
. br — 8\3
i) fl) = (6x+1>
. 1622 — 5z — 9\4
j) f@”):( 120 -7 )
k) f(z) = (32° — 17z + 3)3
1) f(z) = (32° — 172 + 3)'3
m) f(z) =z + V423 + 222 — 1
22?2 —1
n) f(z) = W
g) f(x) = S (tgx)?

¢) f(z) =sinzcosx

d) f(x) = (sinz + cosx)?



e) f(z) =sinzcos(z — @)
f) f(z) = sin(z — ¢) cos(z + )
g) f(z) = (Inz)?

h) f(x) = logs ——

i) f(z) =logsx

) f&) = Vin(tg(x/2))

I1.24. Oblicz pochodne funkcji:

a) f(x) =3 ¢) fx) = V8a Ve e) f(z) =3e3"
b) f(z) = _5(%>3$ d) f(z) = V3a3® ) f(z) = 133
I1.25. Policzy¢ i uproéci¢ pochodne funkcji
at?® — 2 1. 1+=x
) 7t = 2 St e K) f() = 3o

) f(t) =In(t +V1+1t?)
m) f(x) =zarcsinz + V1 — 2

1 1 1
b) f(x) = 5332 In?z — §lnx—|— i:cQ

¢) f(t) =In(sinz) — xctgx

— 1 2
d) f(v) =bln(acosv + bsinv) + av n) f(u) = uarctgu — 5 In(1 +v”)

1 tgx - = N
e) f(m) = ﬁ al‘ctg% O) f(x) - b2 In T bx
2
1 - 1 ) ) 1 w 1
f) f(z) = 3 sinzV'1 — k2 sin? x—i—ﬁ arcsin(k sin ) p) f(w)= 242 In wr+a  2a(w?+a)
. 1 22
g) f(u) =sinhucoshu —u q) f(z) = %02 arctg ol

(2 . _ r
h) f(w) = (w* +2) coshw — 2wsinhw 1) f(z) = z(arcsinz)? — 22 + 2v/1 — 2 arcsinx

i) fz) = “smha  Aete (sinh z) s) f(z) =zarctgz — $In(2? + 1)
. 1 1 2 2
i) f(f):*m*hl(tghz) t) f(x):—garctgz—% nt ;x
I1.26. Wyrazi¢ pochodna funkcji ztozonej g(t) przez f'(t) oraz f(t)
a) g(t) = /() d) g(t) = exp[~t (1) _ o LHFOP
® 90 =

b) g(t) = t*f(t)
¢) g(t) = V1+I[f(®)]

I1.27. Obliczy¢ pochodna rzedu n funkcji

e) g(t) = sinfwt — f(1)]
f) g(t) = logy[f(1)]

2) fla)=e 0 fla) = —
b) fla) = eor

I1.28. Wyznaczy¢ styczna do wykresu funkcji y = f(z) w punkcie (zq, f(z0))

a) y =2z dla zg = 2,

b) y =log; /5(16z) dla g = 2,

c) y =sinx dla oy = 7/4,
d) y = cosx dla zy = /6.

I1.29. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkeji

10



NG
z+1

e) flx) =

f) f(x) =sinxz — x w przedziale [0, 27]

c) flz)= IQZ 1 g) f(z) =z — cosx w przedziale [0, 27]
222 +1
d) flz) ==+

I1.30. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

X

a) W(x) = —a* + 227 k) f(z) = NS

g) f(x)=x+é

b) W(z) = 822 — x*
h) f@)= 5+ !

f(z) =22 —sinz

m) f(z) =sin3z — 3sinz

d) f(z) = —bz? + 17z + 1 D fa) = "
2 _ 9 — : _ o

o) fa) =30t — 5w 7 x n) f(z) =sinzsin(z — 45°)
P4a—1

f) f(z) =52 — 1222 + 52+ 12 J) flz) = % o) f(z) = C:OSSQ;

I1.31. Zbadaé przebieg zmiennoéci wykresu funkcji
W(z) =3z — a3 2 _ —z
a) W(z)=3x—=z d) flz) = x2x_ : g) flx)=x+e
— _1)2 —
b) w(x) = z(z — 1) o) f(z) =2 + % h) f(z) = —zlogyx
22 -3
o) f@)= 17— f f@)=>+2 i) fl@) ==

I1.32. Przyblizy¢ podana funkcje wielomianem stopnia n w okolicy xg.

a) flx) =277, 20=0, d) h(z) =sinmz, zg =1

b) f(z)

=Inz, 2o =1

1
¢) g(x) =sinh(x), g =0 e) u(z) = 31+x,$0=0,n=3-
I1.33. Oszacowaé z dokladnoscig do 1073
In 2 1 2
a) In b) tgh o {3
I1.34. Obliczy¢ granice korzystajac z reguty de I’'Hospitala
.oa®—1 .oa®—x—1 . 1 1
2) qlclﬂ% T d) }«IL% x2 g) ill»% (ﬁ a rtgw
T —2a P —1 . sinx — xrcosx
b) lim Y22 e) lim 2 h) lim :
v—a /7 + 2a — /3a z—1 39— 1 a—0 cos x(x — sin x cos x)
. at—b" T —sinz . In sin 2z
) ilg%) T H ill»% 3 i) +20+ Insin 6z
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